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I^as»  es  bei  dem  ^egenwärtiffen,  Zustftiide  der  MatiieBAtik  und 
Aen  fl^osseii  Fortschntteo,  welcue  dieselbe  täglioh  Mdbt,  ansMror* 
dentlich  bAww  ist,  neh  rar  etoigcrmasaen  auf  der  B«ke  der  Wis- 
senschaft zu  erkalten  und  ihrem  ruscben  Gange  zu  folgen:  darüber 
dürfte  nur  eine  Stimme  sein,  und  viele,  vurzüglich  auf  dem  Ge* 
bi«te  der  Anal jsis  neu  erscheinende  Schriften  liefern  den  deutlicli- 
atc»  Bvmif,  dwi  .die  fj^rosaea  EMerungeo,  w^Mt$  4it  WiiMB« 
Schaft  io  nenemr  Zeit  gemacht  bat,  sich  noch  keiner  se^r  gresseu 
Verbreitung  erfreuen.  Die  Ursachen  hiervon  liegen  theils  in  der 
Act  uod  Weise,  wie  die  neuen  JSrfinduoffeii  Torffetri^eo  werden» 
imktmi  ^  MreffeadMi  Durstelknigtii  M  vft  rat  «Im  MmiteBd« 
Anzahl  nicht  sehr  bekuator  8ltM  ohne  weitere  Erläuterung  49ty 
selben  gründen,  die  dann  erst  aus  nnderen  Schriften  mühsam  xn* 
sammengesucht  werden  müssen j  theils  aber  auch,  und  zwar  gan» 
vorzüglich^  in  der  Schwierigkeit,  mit  welcher  die  meisten  Scnrif-, 
len,  in  denen  die.neuca  Brnttdanneii  bekennt  gemacht  weiden,  an  ' 
nielen  Orten  zu  haben  sind,  so  dass  viele  neue  Leistungen  in  der  . 
W^issenschaft  einer  grossen  Anzahl  trefflicher  IVlathematiker,  wobei 
ich  vorzüglich  die  in  jetziger  Zeit  so  höchst  ehrenwertbe  Klasse 
dmr.Iiehrär  dor  üntkeeMdik  «od  Pkynik  an  Gymnawstf  «nd  Lyceen, 
HUitair-,  Gewerb-  und  polyteekniscben  Schulen,  und  anderMi  knhn» 
■en  Unterrichtsanstalten  im  Auge  habe ,  unbekannt  bleiben. 
.  •  Diese  und  ilinliebe  Betracntungen  haben  schon  vor  längerer 
Zeit  in .  mir  den  Gedanken  bervorferufen ,  eine  Zeitschrift  beransr. 
zugeben,  in  welcher  alle  neueren  Erfindungen  von  Wichtigkeil»  die 
in  den  sämmtlichcn  verschiedenen  Theilen  der  Mathematik,  von 
den  niedrigsten  bis  zu  den  höchsten  und  schwierigsten,  gemacht 
werden,  in  zweckstässigen,  so  viel  als  irgend  mi>glich  nur  solche 


Vorkenntnisse,  die  in  Rücksicht  auf  die  Leser,  welche  ich  mir  Dach 
dem  Obigen  denke,  mit  dem  Namen  allgemein  bekannter  bezeichnet 
werden  dürfen,  in  Anspruch  nehmenden,  überhaupt  also  so  elemen* 
taren  Darstellungen,  wie  es  nnr  irgend  die  Natnr  des  Gegiteitan- 
des  gestattet,  dem  grossem  nathcroatischen  Publiknoi  bo  aehlMwig 
als  möglich  vor  die  Augen  geführt  werden  sollen,  so  dass  ein 
Jeder  durch  dieselbe  in  den  Stand,  gesetzt  wird,  sich  auf  eine 
möglfchst  leiehte  und  beoneMe  Weise  fortwftlirend  auf  der  Höhe 
der  Wissenschaft  au  erhalten,  und  mit  deren  neuesten  Fortsdbrit» 
ten  immer  bekannt  zu  bleiben.  Bei  manchen  das  Zeitinteresse  he« 
sonders  in  Anspruch  nehmenden  Gegenständen  werden  diese  Ab- 
handlungen, insofern  dies,  ohne  die  der  Zeitschrift  gesteckten 
Gränzen  an  sebr  an  überschreiten,  thnnlich,  und  ans  beaondem 
Gründen  wünschenswerth  ist,  selbst  auch  das  schon  früher  Be- 
kannte nicht  unberücksichtigt  lassen ,  und  die  ganze  betreffende 
,Lehre  in  möglichst  abgerundeter  und  vollendeter  Form  darzustel- 
len aucben.     ■     -.  "  ' 

Dies  ist  der  Häuptaweck  der  neuen  mathematischen  Zeitschrift, 
von  welclier  das  erste  Heft  hier  dem  Publikum  vorliegt.  So  wie  man 
aber  schon  im  gewöhnlichen  Leben  ausser  gewissen  Hauptzwecken,  an 
<kren  Ej^reichung  man  seine  grösste  Kruit  setzt,  auch  noch  diesen 
^nd  jenen  Nebenzweck  an  erreichen  sucht,  so  glaubte  auch  ich  im 
vorliegenden  Falle,  dass  es  zweckmässig  sein  und  zur  Erhöhung 
des  Interesses  an  der  neuen  Zeitschrift  beitragen  würde,  wenn  icn 
in  deren  Kfeis  auch  die  mit  der  Mathematik  su  eng  verschwisterte 
Physik  hineinzöge,  derselben  jedoch  einen  g^riagem  Raum  als  der 
Mathematik  vergönnte,  nur  die  wichtigsten,  in  das  Ganze  der  Wia* 
senschaft  eingreifenden  Entdeckungen  aufnähme,  zugleich  aber  auf  die 
Methodik  des  betreifenden  Unterrichts  ganz  vorzüglich  mein  Augen- 
merk flehtiCif j  und  in  ielatenr  —  aber  aneb  nnr  in  diifiier  — >  -Bo. 
Ziehung  aelbtt  verwandte  Wissensebaftea ,  namentlich  die  Chemie, 
nicht  ganz  unberücksichtigt  Hesse,  um  in  dieser  Zeitschrift  den 
Lehrern  der  Mathematik  und  Physik  an  höhern  Unterrichtsanstal^ 
ten  auch  in  naturwissenschaftlicher  Rücksicht  so  viel  als  möglich 
Alles  in  die  Hände  zu  liefern^  was  ihnen  an  ^asen  nötbig  ist^ 
wenn  sie  ihrem  Unterrichte  einen  den  jetzigen  grossen  Fortschrit- 
ten der  Naturwissenschaften ,  und  den  Ansprüchen ,  welche  unsere 
Zeit  mit  Hecht  an  diesen  höchst  wichtigen  Theii  des  Unterrichte 
Biaeht,'  entsprecbeaden  Erfolg  Teracbalfen  nad  aicbern  wollen.  leb 
nachne  dahin  insbesondere  anch  die  Vervollkommnung  des  expmi-  ' 
inentellen  Theils  der  Physik,  und  werde  diesem  Gegenstande  ge- 
widmeten Aufsätzen  jederzeit  sehr  gern  einen  Platz  in  dem  Archive 
iinramaen^  ftrdek' daher  a«ob  die' Physiker  auf,  mich  in  dieaer 
Beaiehnng  recht  kräftig  zu  unterstützen. 

Ausserdem  soll  das  Archiv  den  Mathematikern  und  Physikern 
eine  Gelegenheit  zur  Bekanntmachung  eigner  Arbeiten  darbieten, 
wobei  aber  Befleissigung  möglichster  Kürze  sehr  zu  wünschen  ist, 
indem  der  ffrdsste  Baom-iiamior  8olebisnr»Arlielten-,  welche  au  der 
Förderung  des  oben,  wie  ich  glaube,  von  mir  mit  vollkommener  DeuU  . 
lichkeit  vor  Augen  gelegten  Hauptswecks  dieser  Zeitschrift  wesent- 
lich beitragen,  aufbehalten  bleiben  muss.  Auch  Aufgaben  aus  allen 
Tbeilen  der  betitaifcnden  Wissenschaften  aollen  vorgelegt  wirdeof 
intbesondere  sollen  auch  solche  Aufgaben»  aitweilen  selbst  ili  gM- 
icii  aysteaurtiac^  gaotdneten  Sammlungan,  adtgatbeill  waiden» 
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welche  beim  Unterrichte  zweckmässip^  als  UebungsaufgabeD  be- 
nutzt wenleo  können,  da  an  dergleichen  Aufgaben  immer  noch 
ein  vielen  Lehrern  gewiss  scbon  ^oft  fühlbar  gewordener  Mangel 
Torhaiiden  ist,  und  Jeder,  sei  er  aneb  nodi  so  Mick,  doch  immmr 
endlich  einmal  den  ihm  zu  Gebote  stehenden  Vorrath  aufbraocb^ 
Endlich  uoll  eine  fortlaufende  Cebersicbt  der  mathematischen  und 
phvsikalischen  Literatur,  bei  wichtigern  Werken  mit  kurzer  An- 
gäbe  ibrar  Teodens  and  ihres  wesentlicben  Inbelts,  c.  B.  die  In* 
baltsreneicboisse  der  Schriften  der  gelehrten  Gesellschaften,  auch 
Recensionen  wichtiger  Schriften,  geliefert  werden,  so  wie  Miscellen 
ieder  Art,  Bekanntmachungen  Ton  Preisaufgaben,  Notizen  über 
Personen  und  Sachen,  welcne  nur  irgend  zur  Erreichung  des  be- 
.•bsichtiiW^^u  cckes,  die  gesammte  WisMnsdinft  toiglichst  ra' 
einem  OSB^jk  zu  m^^en,  beitragen  können.  Bin  Intelligenz« 
blatt  wird  Buchhändlern  und  Mechanikern  eine  gewiss  vielen  er- 
wünschte Gelegenheit  zur  Bekanntmachung  ihrer  neuen  Verlags- 
artikel «ndFreis-CoiÜAnle  darbieten.  * 
Dass  icb- allein  den  durch  das  Obige  abemonineDen  1'erpflicb* 
tnngen  gegen  das  betreflende  Publikum  nicht  zu  entsprechen  im 
Stande  bin,  bedarf  von  meiner  Seite  wohl  kaum  einer  besondern 
^rwfthnnng;  dieselbe  gescbieht  bier  nnr  deshalb,  nn  an  sie  die 
Aufforderung  an  die  Mathematiker  und  Physiker  aller  Nationen  zu 
knüpfen,  mich  mit  dem  (leiste  und  der  Tendenz  dieser  Zeitschrift 
entsprechenden ,  und  die  Zwecke  derselben  kräftigst  fördernden 
Beiträgen  rcicblich  zu  unterstützen.  Was  die  Spruche  betrifft,  so 
sollen  die  'dentsebo)  französische  nnd  lateinuelie  Spracbe  in  die 
Zeitschrift  selbst  Eingang  finden  können,  womit  aber  keineswegs 
gesagt  sein  soll,  dnss  die  Kinsendung  von  in  andern  Sprachen  ver- 
tassten  Aufsätzen  nicht  zulässig  sei,  indem  vielmehr  in  dieser  Be- 
tlebonr  den  Vdr&ssem  die  YOllkomBieDale  Freiheit  TemtaCtet  sein 
aoll.  nnr  werde  ich  bei  Aufsätzen,  die  nicht  in  einer  der  drei 
oben  jrenannten  Spruchen  geschrieben  sind,  für  völlig  treue  deut- 
sche Uebersetzungen  Sorge  tragen,  und  diese  statt  der  Original- 
Abhandlungen  in  das  Archiv  aninebaen.  Bei  beabsichtigten  Be- 
arbeitungen ganzer  neuer  mathematischer  oder  pbysiluliseber  Leb- 
ren nach  fremden  Arbeiten  dürfte ;  um  rollisionen  zu  vermeiden, 
eine  kurze  vorläufige  Aozeiffe  an  mich  jederzeit  unzurathen  sein. 
Alle  Zusendungen  erbitte  ich  mir  aber  j)ortofrei  auf  dem  Wege 
des  Bncbbandela  nnter  «einer  Adresse  mit  der  besondem  Bemer- 
kung auf  dem  Couvert:  Für  das  Archiv  der  Mathematilt 
und  Physik  darcb  die  Bncbbandlung  des  Herrn  Kock  so 
Greifswald. 

Welche  Ausdehnung  das  Archiv,  das  übrigens,  wie  ans  dem 
Obigen  hervorgeht,  seiner  ganzen  Tendenz  nach  mit  keiner  der 
schon  bestehenden  mathematischen  und  pliysikalischen  Zeitschrif- 
ten, welche  den  beiden  so  eng  mit  einander  verschwisterten  Wis- 
senschaften schon  so  viele  herrliche  Früchte  getragen  habcu ,  auch 
nnr  im  Entferntesten  in  die  Schranken  zu  treten  beabsichtigt,  ge- 
winnen, und  ob  dasselbe  überhaupt  Bestand  haben  wird,  wird  aller- 
dings vorzÜ£!^lich  von  der  Güte  seines  Inhalts  und  der  Zweck- 
mässigkeit seiner  Leitung,  ausserdem  aber  auch  von  der  Theii- 
nahme  des  Publikums .  abhängen ,  in  welcher  letstem  der  Heraas* 

Sber  und  Vertier  für  die  IJneigennützigkeit,  deren  sie  sich  bei 
iwm  ans  reinem  Interesse  fUr  die  Wissenschaft  und  deren  wei- 


Digitized  by  Go. 


e 


tere  nod  allgemninpre  Verbreitung*  begonoetieii  Unternehmen  Tftll« 
konimcu  bewusst  sind,  ihren  achönateii  und  betten  Lohn  anoheB 
nnd  finden  werden.  >     '  \- 

Unifinnl^  in  ieiimr  1841. 


Der  vorstehenden  Ankündigung  fitffe  ieh  als  Verleger  des 
Arthivt  fiir  Mathematik  ond  PbjsiK  Boen  biBSO,  dasa  dassdlbe  in 

zwanglosen  Heften  von  8  Bogen  erscheinen  wird,  doreii  4  tolMl. 
liauü  bilden.    Der  Preis  eines  Bandes  ist  2  Rthlr,  1 
Alte  BuchhaadlMgen  nehnen  Besteiinngen  an. 

fnGnilmald. 


.  .•» ' 


.    •••  • 


Digitized  by  Google 


Beiträge,  zur  UntersucbuDg  der  dreiseitigen 
..i  ■  Pyramide. 

 '  Von  49m 

.  If^im  ^Professor  C.  A.  Bretsciiiieid^r 

m  Gothä. 


____  "  •     «  •  , 

Die  trigobomletriiehen  Relationen  xwiscben  den  44  StOcken  dea 
ffeivölinlichf'n  Tetraeders  haben  noch  aehr  wenige  Bearbeiter  ge- 
runden.  Die  Franzosen  sind  es  fust  ausscliliesslicb ,  die  sieb  mit 
dicsom  GeErenstaixlo  beschäftigt  babpn;  aber  auch  sie  haben  vor- 
uebiiiticb  nur  das  recbtkantige  Tetraeder  betrachtet.  Von  Dttit* 
acben  ist  mir  nur  ein«  AbiiaMhing  bekanot,  Bümlieb  ein  ProgaBia 
dea  Herrn  Direktors  J.  H.  T.  Müller  zu  Gotha,  welches  den  Anfang 
einer  ausfnhrlicberen  Uotersuchung  des  fraglichen  Gegenstandes 
enthält  und  aus  dem  .  ein  freilich  nur  unbedeutender  Xbeil  in  di^ 
Attlftdge  der  devtecbett  Bearbeiliiag-  dea  vaa  SwiadanliebeB  Lelyr- 
bocbes  uufgenemaieu  worden  ist.  Unter  dieaeo  CNiaftänden  glaafae 
ich ,  dass  die  naclifolgenden  Sätze ,  die  aus  einer  uusführiicberen 
trigoriumetrischon  t'ntersucbuog  des  Tetraeders  entlehnt  »iud,  nicht 
ganz  ohne  lutere^s^  .aeiu  werden.  Ueberdiess  zeichnen  sie  sich 
wni  .Tbeilfldamb  eiae  bemerkeuawertbe  Recipraeitat  aa«,  walahe, 
M  viel  mir  bekannt,  noch  nirgends  erwähnt  worden  ist. 

seien  J)   die   vier   Kcken   eines  Tetraeders, 

7^1  T,  7\ .  7V  die  ihnen  der  Keibe  nach,  gegeniiber  liegenden 
SeitenfliicheB!  ardr  die  drei  Kanten  de«- Dteiaekea  T,,  0,  di« 
ihnen  der  Reibe  nach  gegenüberliegenden  Kanten,  so  daaa  daa 
Dreieck        die  Knoten  das  Dreieck  T,  die  Kanten  tta^c^ 

und  das  Dreieck  7*«  die  Kanten  enthält.    Die  Keile  irgend 

zweier  Seifeäflüebeil  s.  B.  T|  nad  beaetehaa  man  durch  (12), 
die  Wiaiial  irgend  zweier  Kanten  z.  B.  a  und  a,  mit  (00,).  Far-'^ 
ner  mögen  die  Geraden ,  weiche  die  vier  Kcken  mit  den  Schwer- 
punkten der  Gcgenseitenfläcbcu  verbinden,  dcrUeihe  nach  t^t^t^t^ 
geoauDt,  uiiii  die  von  denselben  unter  einander  gebildeten  Winke}, 

TImU  I.  1 


I 


'     2  . 

welche  deo  ffanzen  Kanten  gegenüberliegen,  aof  ähnliche  Weise 
wie  die  Winkel  der  letsteren  dareh  (fi»)»  (fit)  Q*  i*  w.  angedeotet 
werden.  AlsdaDo  erliKlfc  md  dureh  rrojelKtioii  wifort: 

/  r.  =  7\  coa(l,2)-+->,  cos  (1,3)+  cos  (1,4) 

,  )T,=  T,  cos  (1,2)  +  T,  cos  (2,3)  H-  7\  cos  (2,'i) 

•  ■      *• )  r,  =  T,  cos  (1.3)  +  cos  2,3)  +  7\  cos  (3.-4) 

[T^=T,  cos  ( 1,4) -H  cos  (2,4) +  T,  cos  (3,4) 


und 


'  — ^j=^,  cos  f,  cos(/,  ,^H-^4  cos(/i4) 


3 


j,  J— ^,^^1   C08(^,,)  +  ^,  COs(/-,,)-H^4  C0S(^24) 

=     cos  (/, /)-!-/,  cos  (^24) -4-^1  cos  (^»4) 

Ausdrücke,  welche  gewisseruiaaßscn  als  FuDdamentalformelo  zu  be- 
trachten sind.  L^ebrigens  sollen  im  Folgenden  die  vuiiütändigeD 
Systeme  solcher  Gleichimgen.  .|^ffr|  mtthr  aufgeführt  werden,  da 
man  aus  einer  einzelnen  unter  ihnen  durch  gehörige  Verlauschung 
der  Zeiger  die  übrigen  ohne  Mäh«,  entwickeln  fiann.  Zunächst 
findet  man  nun : 

!2;»+T,»H-2;»--7;»=2r,  t;  co8(i,2)  4-2r^  7;  co8(i,3) 
H-2  7\7;cus(I,4) 
-(^.•H-'.'  +  'a'— ==2#,/,  co8(/,,)4-2^,^  co»(*,,) 
+  2^,^  cos(*,J 

nnd  , 

i(T.»H.T,«-|-7;»+r4»)=:5ri7;-eoi(l,Ä)  +  r,  T,  cos  (1,3) 

-|-7\T,  cos(l,4) 

+r,r.co8(2,3}+7\  r,  es  (2,4) 

+     7^4  cos  (3,4) 
-i(^'-*-^'+^t'+^')=>.^  coa(/.,)-f-^/,  co8(/,,) 

-H^,^4  C08(^,J 

+        «08(^»i)-f- V4  cos(^a4) 
+  cos(^4) 

Man  bezeichne  ferner  den  Flächeninhalt  des  durch  die  kante  a 
und  den  Mittelpunkt  der  Gegenkante  0,  gelegten  Dreieckes  durch 
•7m  t  dfts  durch  die  Kante  f  nnd  den  Mittetpankt  von  gelegte 
Dreieck  durch  u,  b.  f,  so  erhiUt  man  6  solche  Oreiecksflächen, 
Von  denen  immer  je  zwei,  wie  und  T«,,  als  Gegenfläclien  zu 
betrachten  sind.  Je  drei  derselben  schneiden  sich  immer  \fl  einer 
der  Sehwerlioien  wies.  B.  Tat  ^ii  ^ei  in  #1,  und' nie  tind 
daher  ganz  den  Kanten  des  Tetraeders  analog,  von  denen  immer 
je  drei  in  einer  Seitenfläche  liegten.  Den  Keil  zweier  solchen 
)reiecksflächeo  z.  B.  Tg  Ti,  wollen  wir  mit  (  Tab)  bezeichnen  und 
darunter  immer  denjenigen  von  den  4  an  der  Durcbschnittslinie  lie^> 

Süden -Keilen  verstehen  ,  welcher  der  einzigen  von  den  4  Seiten- 
eben  gec^enüberliegt,  die  durch  diese  Dreiecke  nicht  gethcilt  wird. 
Fndlicli  sollen  die  Flächen  der  Dreiecke,  die  aus  zwei  Gegen- 
kanten als  Seiten,  und  ihrem  Durohschnittswinkel  als  eiogeschlos- 
■enen  Winkel  gebildet  werden,  durcl^  -heielehnet  werden, 

*je  nachdem  sie  zu  den  Kantenpnaren  M,,' ce,  gehören;  die 

Neigungswinkel  dieser  Flachen  gegen  einander  aber  sollen  (^,3), 
(//j,),  (^2,)  heifsen.  Auf  ganz  ähnliche  Weise  sollen  die  doppel- 
ten Verbindungslinien  der  Mittelpunkte  xweier  GegenkaoteD,  wie 
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«MT,,  bb^  und  rc,  respectife  durch     <f,  (f,  anffedeotet  «id  die  WlriMl 

der  letzteren  unter  einander  mit  (^,3),  (<f||),  {^n)  bezeichnet  wer- 
den. Es  ist  bekunnt,  dass  die  7  Geruden  /,  /,  3,  S,  sich 
im  Schwerpunkte  des  Tetraeders  schneiden,  und  dafs  die  l'arallelo- 

6 ramme  ^  welche  die  Hälften  zweier  beliebiffen  6  zu  Diagonalen 
iheo,  selbst  die  Hälften  der  entspreehenden  Dreiecke  ^  sind.  Zo- 
'  eiehst  finden  nnn  folgende  Relationen  statt: 

-^.•=r,*H-r.»-2T,  r,  co8(l,2)=:T,»+r.*-«T',T4  cot(34) 

=  Tc^-^Tc^-h  'iTcT,^  cos  {Tcc^ 

.  1      =r,  T,  cos  (U)  -I-  y,  ^4  cos  (1,4)  -f-  T,  r,  co«  (2,3) 
*.<  +r,7\  cos(2,4) 

(<y,»=5(*,'4-/,'-h2^,'.  c«s(^,))=|(/,'-t-r,»H-2/,/,  co8(/,«)) 
SBs3*^^,*-.2^^.  cos  (M,)=:tf*  +  r,'+2rc,  co«(cc,) 
=-^{f./,cos(r,,)-f-#,r4Cos(*,4H-^^,co8(^,)-f^,^co8(<,Jj 

Hieraus  folgen  sogleich  die  Formeln: 

!4Ta»=T,»+r,»+2r,T,  co8(l,2)=^,»H-4r,r,  cos  (1,2) 
4r«,«=T,»-f-T,'-4-2r,7^.  cos(:M)  =  ^.'-l-4r,T,  coa(3,4) 
4«,  »=:|(^, 2/,^  cos(/.,))z=<y,»-9/',/',  C08(r,,) 
4«»  =:(/,^H-/4»— 2/,?,  co8(^ J)  =  «fj=-9/,^  co8(^,J 

I  =zTa*  -fr-n.*  -f-r.'+r«,» 

^  /  =2(T«'  H-T«/  H-^ä,') 

»  H-      -f-  <y. '  =  Wi »     ^*  +  /, •  + 

'^1» -f- V +2<>t»  =  V  + •  H- -f- ^ *  + '4') 

• + -    =(t;  » -i-r.»  -i-r. » 4.r,»)  -  2^,  * 

=z2T,T^  «os(l,4)  +  2r,r,  eoi(S,S) 

» <^8*  -  * = »  -H  ^       +  ^  •)  -  2cy, » 

Ä-2#,^  C08(^4)-2^,^,  cosU,.) 

#  ^,'-f-^,»='2(r«»-f-7:,,*) 


^  lasr.T;,,  toa{T„,)+TBTi,  cos{TsöJ^TcTc,  eos(n«J 

^  *}0  =  IV«,  C08(«rÄ,) -f- C0ä(^^,)  +  CC,  C08(CC,) 

1 2 7:,r^.  cos  ( J  =  7;*  +  Te,»  —  Tä,*  =       '  — ») 

l'Zam,  «os(4i0,)  =  c»  +  c,»  — ^•-*,»=si(d,»-d.») 

Ist  ferniir    der  drei^Mhe  KSfperiniialt  des  Tetraeden,  so  wifd: 
I P«^  s=  27, 7,  si»  (!,«)  rts         sin  .) 

11, ;P0, »27, 7*  «I  (3,4)  7a  =  A*.^  «■ 

f JPd,  =27«7^ s=i«».  lin (Mr,) 
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sogleieh  aber  auch:  '•      '  ^ 

4 r.,»  =      r^  J^^r^ 2^.^,  cos (^g»} 

fieroer  wird:  . 

TV,»  ='-r4» -|~ Te«  +2^6 cos  (  Ta.)  ; 

]a*  =      +  r'  —  2ÄC  cü.s  {de)  = »H-r, ;2Ä,r,  co8(<^,c,) 
«,»  =  /y,»-i- 6-  —2<^,r  cos (//,<)  =  //-  -hr,*  — 2^,  co«(^J 

.         =«r^  flin  (a^)  =  «re  nln  {ac)  ~le  aio  (^c) 

.         '  i 

Rlbn  führe  zur  Abkürzung^  folgende  Zeichen  ein:  ' 

'  '  —snn^TcTc,  ' 

\n*  ==:(tf.-Hr,-Hr,)  (rf.^HT.-d.)  («r.-r^^a-H^.)  (-rftHHr.+^,) 
wird  .  '  .         .  ^ 

Qy* =P*(«db«,)«  -4-      !I\;T, T4  cos (12 db  34) 

qs:P»|»*  +  ff,»-f-2ffa,  cot  (Ii)  cot(34)| 

u*  =3P^((rj»=|=4««j  — löT.r.r.r^  cos(i2dba4) 

=  P»|df,*  — 4««,  eot(12)  cot(34)j 

=  4|Ta»4-ra,^H-2T„T«,  cüt<f,,)  cot(|,^)j  . 
9Pa'=4*(^,  )*  —  8ä^,cc,  cos  (^/^j  db      )  • 

-^w»==K»;;F4rarO-^4^,w^  eo8(#.,=b/,4) 

nnd;  .        ■•  ^ 
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Beschreibt  nma  aus  der  Spitie  A  desTelraedera  als'AliUelpaokt 
■H  den  Halbneafler  1  «ine  Kuppel ,  eo  liUd««  itie  Keke  J  «af  dir 

Oberfläche  der  Iclsteren  ein  sphärisches  Dreieck.  Nennt  man  dann 
den  dreifachen  Körperinhalt  der  l'vrumide,  ^velrhe  das  Schnendreieck 
jepeii  s|»bärisckeo  Dreieckes  xur  Ciruad^äche  und  den  Mittelpunkt 
4er  Rugel  «vr  Spitse  kat«  k.  ««d  diesHb«  Grösse  fiir  das  zugeköriffe 
Polardreieck  A',  so  dass  der  Fläche  T,  die  Gröiseo  und  Ji|, 
der  Fläcke  die  Greeeea  vod.ü^  h.  e.  w.  gegeottberUeges; 
«o  ist 

i8.{    :  r, :  r, :    =  a',  :  a,  :  a',  :  a'^. 

Demnach  verhalten  fl4;b  die  Seitenflächen  Jedes  Te-' 
traeders  wie  die  Funktioaee  üf.d^er  ibueo-  gegenüber! ie-' 
genden  Reken.  Dies^  Fasktieoen  «fad  daher  fihr  das  Tetraeder 
dasselbe ,  was  die  Siiiais^  der  GeKcnwinket  für  das  Dreieck  liadL 
Bezeichnet  man  das  canstaate  Veraältaiaa  Ti  S  durch  if,  ao  er- 
hält man: 

P  Ä'i  ilTg  JC^ 


U.S.  w. 


sin  (I2J  üin  {U)      sin  (U)  sin  (24)  ~  sin  (14)  sin  (23) 
^••^    "*4  [cos  (12)  eo«  (M)  —  los  (IS)  eos  (U)]      ^  »• 

,  .«siai  (lj(4-H*t- 13—24)  sin  I  (12+ S4  -  1S  +  S4)  " 

(/t  — /», -h/y-f- ^i)  (— g-f-g, 
^  4  sin  i  (12  -  34  +  U 24J  siM  i  (~  12  +  3«  + 13 -h  24) 
Ebenso  ist  anch: 

1     ^  JP   •        ti        k't  ^4 

Kb  ist  nicht  uninteressant  zo  untersuchen,  was  wohl  die  der 
Gröüse  Jü  eDlS|)recht>nde  Quantität  m  in  Bezug  auf  die  Grössen 
t^  /,  /,  sein  .mag;  deoo  auek  Uer  Ueiht  iieh  «e  Aaalogie  gleich. 
Uaii  erhält  näBlic^: 

__9«  ....         TmTmt  n  n ,  _ 

^       -  ^  .in(i.»)«in(^J  "«a(*,.)sia(Q 

4  Icoi  (ti ,)  eoitt, 4)  ~  cos  dl ,)  cos  (t^J] 

Die  Beantwortung  dieser  Fraii^e  hängt  von  der  Lösung  der  Auf- 
gabe ah,  die  Grösse  zu  finden,  welche  dem  /*  entspricht.  Letztere 
lässt  sich  auf  die  mannigfachste  Weise  ausdrücken  z.  B. 

82  J    =         ,  r,  r,         2V/A,  1\  T,  1\  =  Ä^/A ,  T,  T,  2V 

Feiaier  wird: 
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Ä{         =s5  2»»^»c»— 2a*«,»— 2Ä*^.»— 2<;*rj« 

_  ^ 

wo  Jl  den  Halbmesser  der  dem  Tetraeder  nrnschriebeneD  Kugel  be- 
deutet.   EodliGh  erhält  m«i  für  P  auch  noch  folgende  Aosdr 

  2r,»  

cot  (12)  -\-  b  cot  (13)  -H  c  cot  (14) 


25.4 


<fi  cot  (J,,)  4- (fj  cot  (J, ,) -f- (f,  cot(^,,) 
«,  cot  (34)  H-  A,  cot  (24)  -f  -  Ci  cot  (2S) 
A  COt(fV) -»-    cot  (r«c >-4-    cot  (r«*) 

s <,  (cotir«,»,) -H eotci'«,  «,rcot(ni 

Zu  den  letzten  Formelu  lusseo  sich  die  analogen  leicitt.ünden; 
deui  ei'  iat  :  -  ' 

,    j  V    -    .     _  \ 

7«a  eot(<^,)  -h eotC#|,)+7ei <or(#,,) 

ii,  mCcfx ,)    Ji  cot  (cf, ,)  -4-  eot(4f|0 

r.cotC^«)  -H  Tb  cot     J  cor  (fj.)  ' 

cot  (,^,c.)      r,  cot  (a.c,)  +  cotCMti 

4  Ti  (cot  (aÄ)  -I-  cot  (ac)  H-  cot  (Ac))'  v '  > 

Bei  Entwickelang  dieser  Formeln  erhält  man  auc|i  noch  die 
Ansdriicke:  -  -  i 

^  ( 0  =  d,  cot  ( r«« , )  +     cot  ( , )  H-     cot  ( Tcc, )  ^. 
•|0r=^,  cot(««.)  +  ^,COt(^^,)  +  ^,j;;ot(a?^^        '  ■ 

Man  fahre  ferner  folgende  Hillfinmnkal  aui; 

/2  a«,      cos  y  =         -f-/^«<J,» — 

\       2T.r.,  Tin.  co8r=  2;*7;,»-i-7i»ri,»— n'y..» 


i2^Ä,  rc,  cos«'  =— +  V,« 


%aa^  bb,  cos         —  <r  »d,» «»Ä» -4- «,  ' 


to  |ffc  äv'eh: 


cos  n^*)  '^"'^  ^  COBt^  —  COS  (/yc)  CO«  (^|gi) 

^   '  «in  (/^)  sin  (A,r,)  — hin  (Ac)  sin  (A,c,) 

^-.^     cos« — •  cos  {Jic , )  cds  cos a"  —  cos  (Aci)  cos (i&ig) 


3J. 


CO«  (^)  cos  (ÄC,  )  —  cos  (CCi) 
CM(II)k  ■  //V  W/     ^  ' 

sin  (iMrjaiin  (/yc,) 

/24\  ^  cos  (A^c)  cos  (//,c,)  —  cos  (cc,) 

/ 1  A\     cos  (A^i)  -t-  cos  (fe)  cos  (^lO 

^   '  !iin(^)  sin {I*i0) 


Icos 
jcos 


Da>nB,svglekk 

icos  a  =  Gos(^c)  co8(^ ,  c ,  )+eo8(^| )  cos(^,c)-|-eos(Mi )  cosfcc, ) 
cot  tf'  s=:eos(^)  cos  ,  c, )  —  cos  (/^r , )  cos(ä  ,  c) —t,w{bb , )  co8(«r , ) 
C08  ttf'  =  — C08(^)€08(^|C|  )>4-C08(^,  )C08(^««)— €08(^^,  )CO8(C0,  ) 

ist,  SO  lassen  sich  die  6  Keile  je  xweier  Seitenflächen  ans  den  6 
ebenen  H'iokeln  je  xweier  raare  von  Gegenkanten  ■nnmittelbar  he- 
stiainien.  Uehrigent  ist  «ich  analog: 


cos 


cos 


X      eoa  ^  —  cos 

.  V  tyg  A  —coH^Tic,)  cos  7^,c>  _  »^os  'oos(rAr.)cos(yAic) 
Cfs«>  »  .  _      (- j,,^^  j  sinCn.O     ~      sin  sin  (^»0 


V       CO«(rA  c)  cns(7Y.c^)  ■+- cos  {TccJ 

icos        =         ^.^  ^^^^^^  ^.^  ^ j,^^^  . 

N  —  cQs(n./g.)cosm,c)  -cos(nK) 


und 


-  s  « cos  cn«)  CO«  ( n.r)  -  cos  (n^  j 


Dlgitlzed  by  Gc) 


Ferner  aber  wird  auchr 


16. 


.     .     coa  (13)  cos  (24)  —  cos  (14)  co«(8t)  . 
«Wl«»i)"  '     sin  (12)  sin  (S4) 

.      C08 (14) cos  (23)  —  cna  ( 12)  cos (»)  »  . 
^\P»t)^—  sin  (13)  sin  (24)   \ 

1      ,     ^      cos  ( 12)  cos  (34) —cos  (13) cos (84)  ^'  ' 

cos  (ccj)  =   A./..  .   ' 

'  '  ^    '  sin  (14)  sm  (23) 

liT     \  ^  «» Ul ») cos  (f a  J  —  cos  (f , ^) CO«  (<g,>-  • 

i^^oaj—  sin  (^,)  sin  (^„) 

HiMii—     t---     sin  (f,.)sin  U,.V 


iCM 

Für  d 


1  ^  CO?(^flJ«PS  «,,)  —  COs(^t,)  OOS  (^,4) 

sin  (f,,)  sin  (^, 4) 
.  cos  (<|  a)  cos  (^3^)  —  cos  (f^i ,)  CO«  (<,«) 

Für  die  Grössen  0  und  y  erhält  man  nunmeJir: 

)  -■-■^  :^P^a,^-^HTi,n:TcTc,co&A" 

i<Pa*:^lioJ^*-tiWtCc^ew^zs8^Tu*-^U6,cc,  cosa'  i 
I  ^.  ;=8»ra,'  +  8*^.iv,  cosa" 

\  '    ....  *4(«*«.» 

ibrt  nwn  endllelk  no«b  äie  HutfMritfUel  0       ^  «m^     -  daia  4 

ift,  so  findet  nra  aneh  noeb: 
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4a f coi  0  M  y  « <=Q^    )    (g^^  j.  ^o»«^-t-cng(rAA,)cos(rc«j 

(        '  sin  (Zii&,)  sin  (cc,)       *        *         sin(T'AA,)  sinCT^ceJ 

Die  geovetriscbe  Bedeutaoff  der  Grotten  0  und  &  leuchtet 
fOB  Mlbit  ein.   Ehen  m  lint  nek  aker  «ucfc  den  Gritnea  aof  «* 

^  u.  8.  w.  eine  geometritebe  BedeatUD^  abg^ewinneo.  SinA 

a  &  c  die  drei  (Trundkbnten  einps  dreiseitigen  Prisma  und 
«y,  ^,  r,  die  zu  denselben  g^ebörigen  Höben  der  Seitenparallelo- 
grainme  des  Prismu,  so  sind  aßy  die  diesen  letzteren  der  Reibe 
naeb  gegenaberliegendea  Kail«  dar  SaitanllSeläa  luw. 

Das  Vorstebeode  wird  genügea,  auf  die  trigoaometriscben  Re- 
lationen, welcbe  das  Tetraeder  darbietet,  aufmerksam  zu  macben. 
Die  bier  mitg«  tbeilten  Ausdrücke  reicben  bereits  zur  Losung  einer 
grottea  Menge  van  Aufgaben  bin,  aad  aind  dabei  in  Ganten  sehr 
alegaat.  Ibre  Ableitung  ist  übrigens  nicbt  gerade  scbwierig,  anf 
dem  gewöbnlicben  Wege  jedocb  znm  grössten  Tbeil  böclist  um- 
atäadUqb  uud  lanji^weilig.  leb  babe^. dieselben  auf  ein«  sebr  scbnelle 
Waise  mittelst  ein  Paar  allgemeiner  Theoreme  der  Trigonometrie 
gefunden,  die,  so  viel  ich  weist,  noch  gänzlich  unbekaaat  sind  vod 
von  Biir  aa  eiaem  aadeffn  Orta  werden  aiitgatheilt  werdea. 


V  • 


•f." 


»  I 


II. 


WcAtere  Berechnung  yenGMedmer  anf  das 

Kreisverhältniss  n  begründeter  Zahlen. 

Vaa  daai 

Herr»  Professor  Dr.  G.  Paucker 


Das  nmgekebrta  KraitTerlilltniis» Ist-  fM  B«laf  latvad.  ta 

Anal.  Infin.  I.  f.  198  auf  36  Stelleo  angegaWa*  ISur  ist  daselbst 
die  25tla  Stelle  durch  eiaea  Dmekrehler  un richtig,  aad  stlitt9  muss 
man  5  l^sen.   Hier  folgt  diese  Zahl  anf  140  8teUea,  naeb  dem  Vega- 

schen  Werthe  von  n  berechnet 

Der  Durchmesser  des  Kreises  ist  gleich  denv  Umfange  multi|ili' 

cirt  mit      auch  ist  die  Oberfläche  derüngel  gleich  desi  <iuadrate 

 '.  j       •      .  .       •    ■  r.:  >.    I  . 

dea  UsfiiBgi  «odtipIktot'Bit -^r. 
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'         ^  ist:  0^183008.  861839»  if6UtSSh  l^imt  . ,  .,-n\.  . 

•     4502872  4068919  2914809  1289749  - 

■  5;)34688  1177935  9520845  307(M80     ■  * 

2276055  3250617  1912145  6854535     '  . 

1591607  3785823  6922291  573027T  ' 

Di«  Kraiafläch«  ist  gleich  dem  Uuadrot  des  DurebineBserü  mul- 
liplidrt  Sit  iar. 

Xaf  ^  0,78SM81  688mi  8888915  1t808«S8 
1987578  1049882  3498487  76 

Dcir  korperlicbe  Inhalt  der  Kugel  wt  gleich  dem  Cobnü 
DurcbdieMcn  muitiplicirt  mit  |7r. 

.    .    ^ir  ss:  0,5235987   7559829   SS73077  1072305 

4(358381    4032861    5065625    17  ' 

Die  Kreisfläche  ist  gleich  .de«  Uuüdrtit  des  Uaifttngs  MuUipli- 

-^  =  0,0795774   7154594   7667884  4418816 
8625718  1017229  8228702  28 

Dm  Unadrat  des  VerhUUiiiiCPta  DurebMessen  zum  Uafrage  nt 

^  =s  <^1013811  836«»8  7771443  8794632 
0973763  ^904358  7746738  46 

Der  körperliche  lohalt  der  Kugel  ist  gleich  dem.Cubus  des  Cm- 
&nge  Bultipleirt  mt  *  • 

s±k  ÜfikWM  6884838  9fl38lfni  «Ml«''  * 

:  ■  8«M00   6484d59  7957787  67      •  '  .  'A 

Der  Iimfang  der  Kugel  ist  gleich  der  Quadratwurzel  der  Ober- 
fläche muitiplicirt  mit  {/tt.  *  « 

l/ir  =  1,7724538   5090551  6027298  1674833 

411451S.  2797549  4561223  871*2821 

3887789  8529112  8459103  2181374 

9506567   3854466  5416226  8236242 

'  8257066  6236152  8657244  2261088 

Der  Darchnesser  der  Knorel  ist  gleich  der  Unadratwonel  der 

ObetSiohB  aiiillsidieHrt  ail 

l/i  SS  0,56^41895   8354775   6286948   0794515    *  ' 

  6077258   5844050  6283289  9885684  '  i '  •:  . 

4085721  709 

Der  Umfang  des  Kreises  ist  gleich  der  Qnadratwanei  der 
•JKrei/|0äphe  muitiplicirt  mit  iy/jt.  ,  , 

21/9  =  3,5449077   0181103  2054596  3349666 
8229036  5595098  9122447  74 
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•  II 

Der  Darchmesser  des  Kreiset  Ut  gleich  der  Qnadratwiinel  der 
Krttifläche  maltiplicirt  aid  2|/~. 

2V/-^  =  M^91  m9551  «S^jsSM  1589091 

*         2154517   1688101   2586579  9771368 
8111443  418 

Der  kSrperlielie  Ishalt  der  Kof^l  iit  gleich  4m  Cahm  der 

l  ..  .  f 

Quadratwurzel  der  Oberfläche  multiplicirt,  mit  ^  [/^ — 

ilZ-l  SS  0,0M0315  9325195  9881158  0132419 

2679543  0974008  4382214  9089947 
4014286  951 

I/O  =  1,8171209  9883213  9058891  2117503 
2726050  24S8210  4631412  1907148 

1^30=8,3019872  4889102  0083874  0009924 
0008495  0840884  0443184  9333697 

i/^irss  L4045918  8750152  3263080  1425272 
0379039  1738590  855«^  37 

|%>=s2jM299  9711102  SOOOOH  4441009 
4123069  7480607  3054715  50 

Der  DarehmeMcr  der.  Kogel  ist  gleich  dei'  Cobikiranci  mn 

'  6 

ilireiu  körperlicliea  lohalt,  i^aUiplicirt  mit  V/~. 

1/1-^=5  1,2407009  8179880  0003330  0130240 
9665033  4791572  4003120  0  * 
Der  ÜBlheg  der  Kvgel  ist  gfeieh  der  Cobikwonel  ass  tluem 

körperlicliCD  luhalt,  multiplicirt  mit  ^0;r'. 

s  3,8977770   8972075   3958963  4709177 
9985674   4015612   2958390  56 

Die  Oberfläche  der  Kugel  ist  gleich  Ueni  Quadrat  der  Cubik- 

9  

wnrxel       ihren  körperUehen  lobatt,  nmltiplieirfc  Biit  V/36ir. 

^Ili  SS  4,8359758  0204940  8082150  9005309 
1785481  0883842  2100715  OsH 
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III. 

Neae  Anfldgaiig  der  Gleichungen  des  zweiten 
Grades  mittelst  der  goniometriselien  IPormeln 

und  Tafein. 


Vom 

Herausgeber. 


-  ^  4 


Die  Anffosung  der  ClelcliuoffeD  des  zweiten  Grades  mittelst  der 
gODiometriscLeo  rorineio  uuU  TafeUi»  welche  ick  io  diesem  kleinen 
AolMtse  afittlMUeii  werde,  aelieilit  noeb '  «ielt  •  bekMin^  so  mIb, 
empfiehlt  sich  aber  durch  die  Käne  und  Leic  htigkeit  der  Recboiioj^, 
wolrlip  dieselbe  in  Anspruch  nimmt,  und  dureh  aodece  Vonige  YOr 
den  suost  gewöhnlicheo  Methoden  gar  sehr. 

IHe  «itgeneine.  Porfa  einer  qaadmtisehea  Cleicbuiiig  tjei 

dr" Mir + «  =:  0. 

Unter  dei^' f  otrll^nflgeii  Vomnuetsvng  mio,  den' beide  WnnelB 
reell  sind,*  können^  wir  dieselbeo  «nier  der  Per*  fang  9»  nnd  fang 
dsnteUen.    Ol|DD  ist  bekanntlich 

tang  9>+  tung  9),  =x»,  tang  9  tang  5p,  =«k 
VfeUf  wie  die  Goniometrie  lehrt, 

-  t-      /m  ■  m  \  —  y  -f-  tang 

iltVao.iiC 

<*ny  (SP .+  SP i)  =  cot  (9p  4-  s>i)  = 

Ferner  ist  ' 

1  _i_         «  ^«n«,  «   COS  (y  —  y,)  1  ,  ^ 

l-i-ton|f  <f>  tug  SPi=?««y  ,^  =  H-»i 

sin  (9-f*9i) 
tang  SP  +  tang  9p,  =  ^J^^^  =  «»5 

woraus  sich  durch  Division  *  ^  • 


cos  {<f> 


•in  (y>-f.yi)        »»  m 
ergieht.   Also  hat  man  zur  Berechnung  von  9)  und  f>i  die  beiden 
GleieboDgen 

*Wg  (SP-*-SPi)  =  i~JJ»  cos  (sp  — SPi)  =  ^^  »in  (SP  +  SP») 
oder 
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■ 

cot  (5p-|-5p,)  =  i^,  cos  (5pi:5p;)==il±?  flu  (y^-SPi)-  ' 

Bat  man  nämlich  mittelst  dieser  Formeln  9^  +  9),  und  9  —  9,  g'c- 
fbnden,  so  erbäit  man  ^  und  9),  auf  bekannte  Weiae  nittebt  der 
Ausdrücke 

y  =  4(y4-5p,)H-i(y  —  9^,),  SP,  =4(y-H<r,)  — ](SP  — SP,). 

Wir  haben  ^ oben  gesflgt,  das«  wir  von  der  vorläufig^en  \  or- 
•naaltBan'gr,  4aat  beid«  Wmrsclii  der  «alsiilöiendc«  Gleiebung  reeU 

fleiM,  »umgehen  wollten,  bemerken  aber,  dass  man  bei  der  wirk« 
liehen  Kerlmung;  diese  Voraussetzung'  gar  nicht  zum  («runde  zu 
legen  braucht,  indem  die  Auflösung  selbst  jederxeit  ein  krirerium 
eötli&lti  iifttelal;  desavn.aaD  vit  grSsster  Leiebtifiiceit  entocheideii 
kenn,  ob  die  beiden  geavchten  Wurzeln  reell  sind  oder  nicht. 

Wenn  nämlich  der  absolute  Werth  von  cos  (y  —  y,),  welchen 
man  durch  die  obige  Auflösung  findet,  nicht  grosser  als  die  Kin- 
beit  ist,  so  sind  die  Wurxeln  der  gegebenen  Gleichung  offenbar 
beide  reell,  wie  die  Auflösung  seihst  zeigt. 

Wenn  alter  der  in  Rede  stehende  absolute  Werth  von  009(9) — Sp,) 
die  Einheit  übersteigt,  so  sind  die  beiden  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung  imaginär,  wie  auf  folgende  Art  leicht  gezeigt  wer- 
den kano.-  ' 

Wendet  man  auf  die  gegeVane  fvadratische  Oleicliniig  die  ge«  ' 
wöbnlichiB  algebraiaobe  Auflösung  an,  so  erhält  aüHl  "  * 

Nack)  dem  Obigen  ist  aber 


t  .1 


und  lalghch 

'  -lat-  aa»'delr  äbsoloCe  WeKh  van  eoa  {<p  —  <pt)  gröater  «!■  die 
Bloheit,  aa  ist  • 

also 

(1  -h«)»  >«»-|-(l^i,)»  oder  #i»-f-(l  —      — (1  -f-«)»  <0, 

woraus  sich ,  wenn  man  die  Quadrate  von  1  —  «».und  1  + «  ent- 
wickelt,  sogleich    *  • 

m>  —  4is<0  oder        —  »<0 
ergieht,  und  foltriich  mittelst  des  Obigen  erhrllct,  dass  die  beiden 
Wnrzrln  der  gegebeaeo  quadratiacbea Gleichung  imaginär  aind,  wie 
behauptet  wurde.  *  * 

Sind  aber  die  beiden -Wunalii  ira^giuär, 'So  stellt  man  diasel« 

ben  am  besten  nater  der  ITomi   

e  (cos  0±8in  0V/— 1) 
dar»  welcbei  bakanatlieb  immer  möglich  ist.  Dann  ist 

J^*— «fcr  I  m  (jc^ca»e— ^iinai/^)  («^eaaO-Hsin^|/^!}^ 

d,  i.  ^  ■ '    :  .  .   w  ■ 
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ludfolgTieli         :  ^ 

ano-  '  , 

olittelst  welcher  Formeln  nmo  q  uod  @  leiciit  berechnen  kann«  Da 
mmt  imleu  vorzüglich  di«  Cmsen  (  coi  9  iiad  ^  lin  Ö  w  km** 
HOB  wfiascbt,,     koon  «an'  die  Poradn  a«ch  sweoknSaoig:  uMtr 
.  der  Fora  -  ' 

€08  0  =  |prj,  ^  €08  B=:\mi  Q  do  essaiB  0 ,  \/n 

delvtellen,  noter  ^eleher  sie  eioe  sehr  be^HOMe  AeehBVDif  gestat* 

tetf,  wie  sog'leidi  in.  die  Augen  fallen  'wird. 
Hat  man  die  allgemeine  Gleichung 

au^ttlöaeo»  so  ist  im  Vorliergeheoüen 

tu  setsen,  wodnrch  man  Jdclit 

t»ng  (SP  +  SP.)  =  cos  (SP  —  SP,)  =  sin  (y  +  SPi)  . 

oder 

eriiSit.  Das  Kriteriam;'  mittelst  dessen  sich  entseheideB  lasst,  ob 

die  Wurzeln  beide  reell  oder  imaginär  sind,  ist  dasselbe  wie  oben. 

Sind  die  beiden  VVuraeln  iiMginSr,  80  bat.  auiB  bb  ibrer  Be- 
rechnung die  Formeln 

cos  i/-^,  q  CAS  0=3^,  q  «in  ^=sin  0. 


€m  die  im  Vorhergehend en  entwiclcelte  Methode  auf  ein  Bei- 
spiel aBEUweodea,  Sei  die  Gleichnag 

7,285     + ld,7^  « -7 115,638 = 0 

gegebea.  la  diesem  Falle  ist 

.     x=  7,285 
•     lz=~  19,749 
r  '  •    .  115,638 
-  »  — /»=  m,023 

xH-u= — 108,352 
log  (x—/u)=  2,0896332 
lüg  (X  -1-  /u )  =  2.0348409 
grf  loff  X  ==  8,7014549  m  . 

log  cot  (o)-f- 9.)  SS  10,7940881  « 
logsiB(9>4-9.)=  d,^O03780  ia 
log  cos  (y  —  yi)  =  9,9396738  n 
a>-f-g).  =—  9<».   7  .  38",03 
,  9»  — SS     150.  29.  40,75 

%».  SS  — 159.  37.  18,18 
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•     I  «».9     Itt».  4K  1",36 

9»,  =  —  79.   48.  3d^ 
log-  tuDa^  rp  =  0,45521^^4 
log  tiiug  0,74537i>4  n 

uog  9>  ;3=  2,85296$ 
teog  9,  =s;  —  &;S63863 

Di«M  beiden  Wertbe  van  tang  9  aikl  tilg  ft  iM  4i«  gtMqlh 
tllB:W«ixclii.*  Zur  Pr«be  Imt  mb 

fang  9)  +  taDg9),  =2,710011  und  •^s2»7im3. 

Die  l^eiclitigkeit  und  Kürze  der  obi&^en  Rechnung-  wind  eioein  Jeden 
sogleich  von  selbst  in  die  Augeo  tailcD.  Wenn  sp-~9i  der  Null 
Mhr  Mha  kanuni»  an  kann  f  —  fi  'mitteltt  4er  .Fomwl 

cos  (y  — 9,)  =  —^  sin  (y-Hy,) 

bekanntlich  nicht  mit  der  orforderlichen  Genauigkeit  gefunden  wer- 
den. In  einem  solcheu  Falle  kann  man  sicli  aber  aul*  folgende  Art 
helfen    Mau  berechne  den  Hülfswinkel  t//  utittelst  der  Formel 

Dabb  int 

und  tolglicb  * 

1  — coa  (y  —  9>,)  =  1  —  t«ng  tp^  l-f-coa  (5p  —  yj=i  +  tang  ^; 
mUq  •  , 

l~cos  I  — ting  » 

il.  i.  nach  bekannten  Formeln 

tan g  4 (y  —  5p , )»  =  tang  (45^  —  v>).  _ 

also  taiiuf        —  y>,)  =  ^tang  (45"  —  1/;). 

in  diesem  Falle  sind  folglich  4ie  Formeln,  durch  welche  die  Auf- 
gabe aufgelöst  wird, 

t»ng  (sp4-y.)  =  j~jj,  tang  fff  =  '^~^  sin  (y  +  fi)* 

UBg    -  9>.) = y^^g  (*«^* 

^         cot  (9»l|-9»,)  =  ^^-^,  lang^ss^^^  lin  (9+9,), 
tang  4(y  —  g), )  =  J/tang  (45»  — v)» 

und  die  Rechnung  virird  nun  allerdings  etwas,  aber  doch  nicht  be- 
deutend weitläufiger.  * 
Anf  GleicknngeB  vob  der  Forti 

 g-f- 

wird  man  bekanntlich  häufig  bei  der  Auflösung  von  Aufgaben  ge- 
führt, und  dvpse  Gleichungen  fuhren  >  gehörig^  entwickelt ,  jederzeit 
XU  einer  quadratiscken  Gleichung,  nämlich  im  forliegenden  Falle 
SU  der  CMeiebung 
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Woiulet  man  nan  mtf  diiM»  Gklöhung  die  obige  Auflösungsmethode 
an,  10  erhält  man  itai^liettiiBinnng  der  Winkel  9  nnd  9,  die  Fornieln 

cot  (9>  +  » J       -  (aß,-a,ß)^{ba,^b,aY 

cot  (9  (*^,'-L»,Ä  H-  (A»;  -  i,«)  (y+f»«)» 

nittelst  wcicfcof  weh\almi:«Ka  Winkel  9  «nd  9),,  nnd  folglich  *aneh 

die  beiden  Wurzeln  tang  (p  und  tang  9p  ^  unoiittelbar  aus  den  acht 
gegebenen  Coeflficienteu  ^,  a,  ß  und  a,,  ^g,  /it|^  berechnen 
lassen.    Die  Berechnung  der  Grössen  "~  - 

könnte  man  sieh  noch  durch  die  EÄnf&hNHig  .toi  Ilil&irankeln  er» 
leichtern,  wobei  wir  aber  hier  nicht  länger  venrdileB,  da.  sich  die 
zweck  mästigste  Methode  einem,  Jeden  leicht  ¥on  lelhet  darhio- 

ten  wird.         'vi-»  ' '  • 


I 

>  I 


)  ".i 


>  • 


Ampöre's  Auflösung  der  GleiqhuDjg^^n  des 

vierten  ßrades. 

Nach  Corre^ondaiKe  methlmatiene  et  nhysique  publice  par  A,  Qnetelet» 

T.IX.  p.  147  frei  heerbeim  -  m 

:  •         tlem    Herausgeber.    '  . 


Die  gegebene  von  ihrem  sweiten  Gliede  schon  befreite  Gleichung 

des  vierten  Grades  sei 

und  pi  r,  s  seien'  die  vier  Wnrfteln.  dieser  Gleichung,  so  hat 
m«^  l^hjun^ilich  di^  ^ier  fplgenden  Gleicl^QBget 

4.   pqr  +  pqs  -f-  pr*  +  (fr*  =  —  ^, 

5.    pqrs-rrzc.  '  * 

'     Aus  den  Gleichungen  2.  und  3.  erhält  man  leicht:  ,    ..  ' 
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und  folglich,  wenn  raun  den  Werth  voD  r-f-«  «u»  der  Gleichung  0. 
io  die  Gleicb^Dg  7.  eintührl: 

Ferner  ist  nach  4. 

P*/    -f-  *)  -4-  **  (p  +y)  =  — 
nnd  folglich  wegen  der  Gleichung  6. 

oder 

^    Nach  8.  und  9.  ist  nun 

mnd  folglich ,  wenn  non  die  sweite  Gleichung  von  der  erateii  aiilK 
*  trahitt, 

also  uucL  der  Gleichung  5.    '  *      '  ' 

oder  nach  gehöriger  Entwickeluug 

10.   {p     9)*  -V-U    -h  ^r)*  -K  {m*  — 4i?)  {p  +     — ^*  snO. 

Dieae  Gleichung  ist  in  Bezug  auf  (/^  +  ^)*  als  anbekannte 
Grösse  vom  dritten  Grude,  und  {p fj)'^  lässt  sich  als»  mittelst 
derselben  durch  AuÜöüud^  einer  Gleichung  des  dritten  Grades  be- 
•tinoieo.  Beseichneo  wir  mu  eine  Wnrsel  ^twtt  Gleiebunff  dee 
dritteo  Grades  doNh>,  so  kSnneo  wir  (/>-|-f)*=|»,  und  fiNglidi 

11.  p^9  =  ±  V/m. 

also  nach  4k  mit  Besiehong  dcr^ohera  und  natera  Zeichea  auf  eia~ 
aader  • 

12.  r+«  s=  =1=  {/ft 

setzen. 

Nach  8.,  9.  aad  11.  ist- BUB 

also 

.    .    .  i  .  i  . 

und  wir  haben  jetzt  folglich  zur  Bestiamaag  tob  p  aad  f  die  hel> 
den  Gleichangea 


nnd  snr  Bestiarniang  von  r  aad  t  die  beiden  Gleichoagea 
Ana  dea  heidea  Gleichnagea  13.  eigleht  sieh  leicht 

nnd  folglicli  entweder 

Theil  i.   ■  .  2 


IS 

i 

oder    • 

also  entweder  

toder   ' 

Aus  den  Gleichungen  14.  ergiebt  sicli  ganz  ebenso  respective 

oder   ^    

ar=V//*±l/-f*-2(«+ 2*=i//*=FK-/*-2(iH-^). 

Also  sind  die  doppelteo  Wurselu  noserer  Gleicbuog  des  vierteo 
Grades  entweder 

1  /  '  ^ 

SU=-  V/f»=F  j/^M -  ^;^); 
•der  

Da  nun  aber  das  zweite  System  von  dem  enteo  offenbar  aiebt 
▼eracbiedeo  ist»  so  srnd.  die  doppeHeo  Wurzeln 

2;i=\//tidb|/-^-2(«+p^, 

2#  =  -  i//.  =F  K- -  2   -  v:^^- 

Aber  auch  die  obern  und  untern  Vorzeichen  in  diesen  Formeln 
liefern  nicht  zwei  verschiedene  Systeme  von  Wiiraebi,  Und  die  dop* 
polten  Wnrseln  onserer  GleicbnDg-  sind  also 
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1r  =  -y^+\/-^-Ha- 
Polgliph  sind  die  vier  VVurzelu  unserer  gegebeoen  Gleichnng 


*.=  -V'M-|/->»-t(«-X. 


die  vier  VVurzelu  unserer  ge 

de«  vierten  Grades 

Weil  jede  cobiscbe  Gleiehnng  bekanntlieii  ■iadeiteM  «Ise 
reelle  Wurzel  hat,  so  kaini  »an  isMr  auehiMB,  daas  i»  aia«  fialle 

Grösse  ist. 


V.. 

lieber  die  Bestinmuing  der  Anzahl  der  zwischen 
gegebenen  Grunzen  liegenden  reellen  oder 
imagioareo  Wnrzeln  der  algebniiseben 

Gleichuogen. 

Nach  einer  Abhandlung  des  Herrn  Abbt-  DIoigno  in  den  Journal  de 
Mttb£nuitiqi|BS  pures  et  appliouees,  public  nar  Joseph  LiouTÜle.  FeTrier 

1840.  p.  n,  frei  besrteitet  jon  dem 

H  prausgeber. 


A. 

•  *•     • » • 

Einige  vorbereitende  Sätze  von  den  ganzen  rationalen 
algebraischen  Functiooen  und  von  den  Gleichungen. 

Erklärung,  Wenn  man  jedes  Glied  einer  ganzen  rafiona- 
len  algebraieelieB  Puelühi  dar  veitoderliehen  Grösse  x  mit  dem 


Digitized  by  Google 


2Ü 

Exponenten  der  in  denwiben  eDtbalteireal^oteiis  rw^  Bmldplicirt, 
^vnd  diesen  Exponenten  der  Potenz  von  a:  selbst  M'eine  Einlieit 

vermindert;  so  heisst  die  auf  diese  Weise  aus  der  ares^ebenen  Func- 
tion erhaltene  oder  abc^eleitete  Function  die  erste  derivirt'c 
Function  der  gegebenen  Function,  und  soll,  wenn  das  Svm« 

bol  der  gegebenen  Function  ist »  doreb  /"{-a:)  beseiebnek  werden. 
Für 

s=      +  «»i^  +  «Va^*  +  A«^'  +•••*  + ^  ^ 

ist  also,  wenn  man  sieb,  wie  dies  in  ollen  Fällen  erforderlicb  ist, 
das  erste  constante  Glied  f/^  unter  der  Form  a^^**  dargestellt  denkt, 

die  erste  derivirte  Function  * 

f'{a:)  =  «,  H-  'la^:v  H-  3«,^'  +  4»^^»  _§_  ...  -j-  /ta„a,^—'^^ 

und  diese  erste  derivirte  Function  ist  also  immer  eine  ganze  ratio- 
nale algebraische  Fnnetion  tob  einen  um  eine  Binheit  niedrigeren 
Grade  als  die  gegebene  ganze  rationale  algebraiscbe  Function. 

Die  rrste  derivirte  Funetion  von  ganz  auf  dieselbe  Weise 

genouimeii  wie  vorher,  h«^isst  die  zweite  derivirte  Function 
der  gegebenen  Function  und  wird^  durcli  bezeichnet. 

Die  erste  derivirte  Funetion  v»n  /"{je)  beisst  die  dritte  derivirte 
Fnnetion  von  /{a:)  und  wird  durch  bextlebaet.    Die  erste 

derivirte  Function  von  /'"{a^)  heisst  die  vierte  derivirte  Func- 
tion vou  /(o:)  und  wird  durch  /""(a:)  bezeichnet.  (Jeherhaupt 
beisst  die  erste  derivirte  Function  der  l)sten  derivirten  Fnnetion 
von  f[.v)  die  ^te  derivirte  Fnnetion  von/(dr)  and  wird  dui^ch 
f^''\<sc)  bezeichnet.* 

Lehnatx.  Wenn  f{x\  eine  ganze  rationale  alge- 
braische Function,  ini  il ,  indem  C  eine  b  e  I  i  o  h  i  p;^ e  c  o  n- 
stante  Grösse  hezeichoet,  F\x)  zsz  .Cf{a:)  ist)  so  ist 
jederzeit 

Beweis.    Fs  sei 

f{a;)  =     +  «,.r  -h  «r^^r»  -|-  a^x^  -f- ....  -f.  a«^«, 

und  folglich  nach  der  \  orausselzung 

jF'(.r)  =  »qC-^-  «,  Cjü      a^Cx"^      a^Cjc^  -+-  ...  +  ««C^i:«; 

so  ist  nach  %.  1. 

F\(c)  =  «,  6'-h  tu^Cx  H-  3«,  6>»  H- ...  -F-  uanCa!'*'-^^ 
also 

F\a:)  =  6'  (ä  ,  +  2 «r,a?  +  3 -h . . .  H-  ««nO?»-*), 

und  folglich  offeuhitr 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

f.  3. 

Ijehr»at%.  Wenn  f{x)  «nd  ganze  rationale  al- 
gebraiacbe  Functionen  sind,  und 

/X*)s=/l«)-hy(^)  ... 
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islj  so  ist  jederzeit 

Beweis.  Eh  sei 

/{.v)  =  Oo  -i-  a lO:      a^.T^  +  . . .  +  flr«^», 

,WOliei  wir  annehmen  wollen,  dass  n^)c  sei;  so  ist  nach  ^.1. 

/■'(a  )  =  »,  H-  2 flr_r  -f-  3    j.r*  -f  - . . .  +  //^/„.r'«-!, 

ODd  folglich  , 

/'i^)-hy'(.r) 

= -4- a ,  +  2(flr,  4- a  ,)  ^ + 3( « ,  H- a , )  ^* + . . . -I- X  («r^j + tt;,) 

H-  (x4- 1)  «x+t^H-  flrx+*äP***  -#-...  + 

Weil  Bon 

if(a?)sa:/(*)+9)(.r) 
=: «o  4- «o  +  («Vi  +  a , )    +  («r,  H- «a)  «st^*  +  •  •  •  +  (4^+ «^)  d:* 

Ist;  80  erhellet  die  Rtehtigkeit'dee  SaCies  nDsHldbar  nittelit  1. 

f.  4. 

•  ^ster  ZtumiM»    Wenn  /(^),  y>(^))  VC*^)»  u.i.w. 
gaase  rfttionale  algebraisehe  FvoctioDee  sind  nod 

ist;  so  ist  jederseit 

Von  der  Richtit;rkeit  dieses  Satzes  überzeugt   man   sich  sehr 
^    leicht  durch  eine  successiye  Anwendung  des  vorigen  Lehrsatzes. 

f.«.  ■ 

Ztpeiter  Zusaf%.  Wenn- /(^^r)  und  <p{x)  gAVse  ratio- 
nale algebraiseJie  Functionen  sind  und 

ist;  sö  ist  jederseit 

Nach  der  Voraussetzuna^  und  nach  §.  3.  iit 

/(^)  =  F{a:)  +  9       fia:)  =  F\^)  +  y'(ar), 

also 

.  /-(.r)=/'(.r)-9>'W, 
ine  behauptet  wnide. 

6. 

JLe/irsatsi,  Wenn  f{a:)  eine  ganze  rationale  alge* 
bralscbe  Fnnetion^  und,  indem  eine  positive  i^anze 
Zahl  besdehnet,  F{^)^^f{se)  ist;  so  ist  jederseit 

F'{:^)  =     /V)  +  l*a:f*-^/M* 
Beweis.  Bs  sei 
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yi(^)  =  «o  +  flf,  or»  -f- .  . .  + 

so  ist  nach  der  Voraussetzung 

und  folglich  nach  §.1. 

woraus  der  zu  beweiseode  Satz  anmittelbar  erhellet. 

'  .        |.  7. 

Lehr9at%,^  WenB/(^)  und  9>(^)  gaaze  ration»!«  »Ige« 
braische  Functionen  sind,  und 

^(*)=/{^>.y(*) 

ist;  00  ist  jederzeit 

(^)  =/(^>  y' (ar) y  (^) /' (^). 
Beweis.    Es  sei 

und  folglich  nach  der  Voraussetzung 
F{a:)  =  »o         H-  « ,  A'y'(-r)  +      a:'sp(^)      ...  -f- a„  ^5p(a:)} 
so  ist  nach  §.  4.,  §.  2.  und  §.0.  '  ' 

Pix) = «o  sp'(-2^)  +  « .  I  ^fjp'C'-«^)  + 1  y ('^)  I 

U.  S.  W.  X 

=  («0  +  «!  +      «'-i-. +      ^)  SP'C«) 

+  (a, -I- 2dr«  ^  +  3«,  dr*  + . . . .4!^f> 
worana  mittelst  f.  1.  der  sn  befreiseiide  Satx  nnaittalbar  erbefiel; 

Ertüer  Zmsat»,  Weun/f^)  und  (p{a;)  ganze  rationale 
algebraische  Functionen  sind,  und 

ist;  so  iflt  jederzeit 

Dieser  Satz  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  §.  7.,  wenn  man  auf 
beiden  Seiten   der  dort   bewiesenen  Gleichung  durch    /Y^)  = 
f(a;)  5p(a?)  dividirt. 

§.9. 

ZtbeUer  ZtMatx,  Wenn  /(^),  y>[x),  <//(.r),  ...  ganze 
r«tiOBale  algebraische  Functionen  sind,  und 

FM  =/(^)  SP(^)  rp{^)  Xi^) 


Digitized  by  Google 


ist;  so  ist  jederzeit      '    .  ■ 

Von  4er  Ric^igkeit  «licies  Satvet  ttberxeogt  mb  aicb  leicbt  4iuA 
eiae  raeceMif  e  AAwndaag  4et  wiBifttenNir  mliOTgebemlcB  Saisw. 

§.  10. 

Lekrstaa*  Dnter  der  Voräanetsaiig,  dati  -i»e|Be  po- 
sitive ganze  Zelil  beseiebnet,  sei  SM^r)  ==  (^^ü)*;  so 
ist  jedersctit 

9'i,(ar)  =  «(«  -f  - 

Beweil.  Weil 

(.r-4- «)«  =  (iT-f- «)  (a* -h 
4.  i.  in  der  eiDgeführtcn  Bezeiclinutifi^ 

DDd,n9cb  1.  die  erste  derivirte  Function  von  a:-^a  der  Einheit 
gleieb  »t;  lo  ist  nncb  f  •  X  , 

=  (;r  -H  »)  + 

^Bder 

Durch  successive  Anwendung  dieser  Relation  erhält  man 

fl.  *.  w. 

Also  ist  offenbar  filr  jedes  ftnsitive  gante  • 
wie  bewiesen  werden  sollte. 

f.  11. 

Lehrtatx,  WeBByt^ar)  eine  ganze  rationale  ulg^ebrai- 
schcFunctlonvon  .rist,  und  also  /{^-^-ti)  die  g^anze  ratio- 
nale ulgebruische  Function  von  jc  heseichnet,  welche 
■OB  aus  /(x)  erbftit,  wobb  biub  4?  +  w  für  »  setst;  so 
wird  die  erste  derivirte  Function  von/(dr  +  sr)  ib  Besag 
auf.rjils  vcränd«'rliclie  Grösse  erhalten,  wenn  man  in 
der  ersten  derivirteu  Function.y(u:}  voa/'(^)  für  ^  die 
Grösse  a;-\-a  setzt. 

Beweis.  Bs  sei 

-     /(jv)L»«>«+/'i  ^•  +  «»      +  . + 

waA  fiilglich 

y^^)  SS  «1  +  2«,  jr -I- 3«,      + . .  • -I- iMte  «""^ 
gatscp  wir  w&a  f{x^m)xst^m)y  so  ist  i 

9^\^m.'¥*x  +   
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imd  folf^lick  nach  f.      f.  %  ond.f.  10. 

Weil  DUO  die  Grösse  ,  «nf  der  rechtea  äeile  des  Gleichbeitsseicbeu 
offenbar  ans*  dea-  obigen  fX^r)  erhalten  wird,  wenn  man  a:-^0 
för  of  setzt,  80  erheilet  die  Richtigkeit  des  zu  beweisenden  }Satzes. 

Anmerkung.  Vermöge  dieses  Satzes  ist  man  berechtigt,  die 
erste  derivirte  Function  von  f{a:  ^a)  in  Bezug  auf  als  verän- 
derlicke  Grüsse  durch /'(or +     XU  beseieliBen. 

Wenn 
ist,  so  ist  nach  f.  1. 

/*'(.r)  =  l      H-2<s,  ^+3«,  «•-1-^4  JP' +  -I- 

/»'(^j  =  1 . 2«, -1-2 . 3a,  .2r-f-3.  4«^  ^f»-4-. . . -4-(»— lj//r/„.r«-2, 
/'"(^)  =  1 .  2  .  3a,  H-2  .  3  .  4flf4        . . .  2)  (/*  —  l)»flf«^«-3, 

/»'"(a:)  =  1.2.3.4«4-^...H-(/»  — 3)  («  —  2)      — 1}  uan^v'^ 

u.  s.  w. 

==  1. 2.  3.  ..(/*  — l).a,_i-h  2.3.4...  »ijf^,' 

/C«)(a?)  =  1.2.3.4...««„,  " 

woraus  sich  zup^leich  der  Satz  ergiebt,  dass  die  «te  derivirte 
Function  einer  jeden  ffanzen  rationalen  algebraischen 
Function  des  «vteirGrades  eine  eonstante  GrSsse  ist,  und 
alle  folgenden  deriVirteo  Fttnetion  diher  verschwinden, 
weil  die  derivirten  Functionen  einer  jeden  constanten 
Grösse  die  man  immer  unter  der  Form  Ca:^  darstellen 
kann,  natürlich  säiumtlich  verschwinden. 

Seist  Ban  nun  aber  in  den.  säsmulicben  obigen  Gleichungen 
orsO;  so  erhält  sian 

/'(O) 

/"(O)  =:1.2a„ 

/'"(0J==1.2.3a,. 

'  n.  s.  w. 

" /t-4)(0)  =  1.2.3...(«-l)  «^1,  * 
/t«)  (Oj  =1.2.3.4...»«»,  • 

und  folglich 
Abo  ist 

welches  ein  sehr  merkwiirdi£;er  Ausdruck  einer  jeden  'gaaieii  tallo* 
nalen  aigebraisehen-  Function  des  «tea  Grades  ist. 
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Setzt  man  /'(x  +  i)=S9>(t),  ao  iit  nach  dem  so  eb«u  bewie- 
m  Satse,  weil  (p{i)  offBobar  eine  gaiif  ratioBele  migebraiacke 
FüBclien  dea  i»te»  Gradea  tob  i  ht,  • 

Durch  sDeceaai?e  Anwendmig  dea  in  f.  11.  bewieienen  Satiea.  er- 
hält auin 

y'(,)=/'(^-^i), 

U.  8.  W. 

und  folglich 

y(0)=/(:r),  9'(0)=/'(^),  y''(0)=/"(^K  . . .  9^(0)  =/X-J(ar). 
Alae  iat  nach  dam  Obigen 

welches  ebenfiills  eine  aebr  Bierkirnrdige,  and  an  Folgerangen  aebr 
fruchtbare  Formel  iat.    •  '  ;  . 

f.  13. 

Um  eine  Anwendung  der  Fermel  II.  in  dem  vorigen  Paragra- 
phen zu  zeigen,  sei  /^)ssje*^  WO  M  eine  poaitive  ganze  Zabi 

sein  soll,  und  folglich ' 

Weil  nun  nach  der  Voraussetzung  und  nach  §.  1. 

/Vr)  .  . 

/«(^)±=iK»-l)(i-.2)^, 

n.  a.  w. 

/00{af)=m(M^l)  («-2)  (•-3)...S.l 

iat;  ao  iat  naeb  f.  12.  11.  '  . 

^       .V  "  nin—l)       ...  .  n{n—l)(n — 2) 

(a>-H)^ar^ya:«--'«4-  |,2  1.8.» 

welche  Gleichung  der  analytische  Ausdruck  des  Binoaliaebea 
Lehrsataes  für  positive  ganze  Exponenten  iat. 

f.  14. 

Ünter  der  Voraussetzung,  dass  /"{.t)  und  5p(.r)  ganze  rationale 
algebraische  Functionen  sinil,  wollen  wir  nun  noch  das  allgemeine 
Gesetz  der  böfaern  derivirten  Functionen  4er  ganzen  rationalen  al- 
gebraiaclien  Fnnction' ' 


Digitized  by  Google 


26 

entwickeln. 

Wendet  man  oof  diese  Functiou  die  aus  dem  Obigen  bekannten 
Regeln  zur  Knhvickeiuug  der  derivirten  Fuuctiooeii  w,  so  erhält 

man  nuoh  und  nacU: 

U.  8.  W.  ' 

Ceberlegtmao 'nun,  dass  ' 

(^-H  f)»  =  or» -h  •  - 

-h-«^'-f-*'  ;    .  . 

=  o?' -f- 2^« -4- 

(d? -|- =     • -|- 2ar*» -h  ^  #* 

=  ^»  H- 8x«<  +         -I- ^ 
n,  a.  w. 

ist;  so  wird  man  sich  sogleich  überzeu£ren,  dass  die  DODierischeB 
Coefficienton  der  einzelnen  Glieder  der  Ktitwickelungen  der  deri- 
virten Kuuctioueu  der  FuDclion  nach  und  nach  ganz  eben  so 
entstehen,  wie  die  numerischen  Coeflicienten  der  einaelnen  Glieder 
der  Ent Wickelungen  der  Potenzen  von  ^r+f.  Daher  sind  die  nn« 
merisclien  Cuefiiicienten  der  einzelnen  Glieder  der  Kntwickolung  von 
einerlei  mit  den  oumerischeu  t'oefficientca  der  einzelnen 
Glieder  der  hlutwickelung  von  und  es  ist  also  nach  dem 
Obigen  und  nach  f.  13.  »ffenbar  ' 

0.  8.  W. 

4.15. 

Wenn  muu  in  der  aus  §.  12  bekannten  Gleichung  , 
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fiir      und  i  respectife  a  und  jc^a  setzte  so  wird  dieselbe 

Iit  nvD  «oter  der  VonmsiefsiiDg,  daiSOT^»')  ist, 
/(«)  =  0,  /'(«)  =  0.  /"(«)  =  0, . , ./(«- D(«}  =  0  i 

HDd  folglich  die  Fmtios  /(op)  offenJuMr  dwreh  eliiie  Reet 

UieUbar. 

WeoD  u^gefceliit  die  gaiix«  nitioD«le  Algebraische  Function 
dea  «ten  Grades  f{ae)  dnrcli  {as—m)^  obae  Beat  theilliar  iit;  aa  iat 

wo  f{ap)  eine  gaase  eationale  «Igebnuuhft  Foaeliqa  %tm  »  be-, 
zeichnet;  und  each  $.14.,  f.  2.  nnd  f.  10  iat  folglicb,  weno  anr 

X  nicht  grösser  als  m  ist, 

n.  s.  w. 

^  "^""i !..T.''    ' •  «4-i).«(«»-»-HK^)-M^). 

Hieraus  siebt  man,  dass  die  Entwickeluogen  der  derivirten 
Fnaetioaea 

in  allea  ibren  Gliedern  die  Grösse  x — a  als  Factor  enthalten^  wor- 
aus sieb  uomittelbur  ergieltt,  dass  diese  derivirten  PaneUonen,  ao 
wie  die  FnnetioB /(dr)  selbst,  filr  irxs0  säBiutlicb  verscbwiadaii, 
oder  dass 

/(a)  =  0, /'(«)  =  «,  /"(«)  =  0.  .../l«-iJ(«)  =  « 

ist. 

Aas  dem  Biaberlgen  ergiebt  sieb*  also  der  folgende  Sati: 

Wann,  uater  der  Voraussetsnng,  d^ass  ai-<i»  ist, 
a./ta)=O,/"(«)=±;0,  i)(a)=sO 

iat;  so  ist  die  Fanetion /(o:)  jederaeit  durch  {w-a)^  ohne 
Rest  theiibar,  und  umgekehrt. 

Ann  diesem  Satze  erifiebt  sich  ferner  onmittelbur,  dass,  wenn 
f(ac:^  durch  keine  höhere  Poteoa  von^  x — u  als  {jc-<-m)^ 
tbeilbar  ist,  nur 


*)  Weil,  «wenn  d«r  Cosfficknt  des  hSdbsten  Gliedes  der  gansen  ratio- 
nalen algebraischen  Function  f{x)  des  Uten  Grades  i^t,  welcher  also 
nicht  verschwindet,  bekanntUch /(»)(«) a  1.2. 3.. und  lalglich 
auch /(«)(«) si.2.S... II«»  ist;  so  ist  nie/(»)(a)mOi    .  t  . 
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Am)  =  0,  f{a)  =  0,  /"(«)=:  0,  . . .  /fi^i)(a)  =  «,  . 
nicht  ancli/(")(a)=:9  ist 

16. 

Lehrmtx.  Wenn  die  voränderliclic  Grösse  ^,  von 
welcher  die  ganze  rationale  algebraische  Function  des 
«ten  Grades  f\x)  mit  lauter  reellen  Coefticienten  ab- 
häogt,  sich  von  a  bis  <ft  stetio^  verändert;  so  ver&»4ert 
gich  die  Function  \GVi  f\a)  Iiis  f{h)  stctiic. 

Beweis.    Dass  jede  ganze  ratiunale  alij;ebrai!5che  Function  für 

i'eden  endlicljeu  völlig  bestiminteD  reellen  W  erth  ihrer  veränderlichen 
vrösse  einen  eodlidiCD  völlig  bestminten  reellm  Wjiftii  eriiMt,  ist 
für  sich  klar.  •.  * 

Nach  der  Formel  §.  12.  II.  ist  allgemein 

—  *    172"  *  +  nO  '  üTi'/''  • 

ist  folglich  die  Veränderung,  welche  f{oc)  erleidet,  wenn  ac  sich 

um  i  ändert.  Bezeichneo  wir  nun  den  absoluten  Werth  derjenigen 
unter  den  Grössen 

fKx)  f'\x)  fix)  /uo(£) 

w      1  » .1.2»  i.a.fv.*'i...i»»  i 

  •  • 

welche  ^en  grössten  ahBoloCen  WerA  haben*),'  durch  F«  und  den 
abioluten  Werth  von  i  durch  s , ;  an  ist  der  aMolute  Werth  von 

1    *^  1.2  •  ^  — ^  1...»  * 

nicht  grösser  als 

d.  i.  nicht  grösser  als  '  '    .  ' 

Nehmen  wir  nun,  was  offenbar  vehitattet  isi,  s,  kleiner  als  die 
Einheit;  so  ist 


1-1,    ^  i-f, ' 
und  folglich  der  absolute  Werth  von 

kleiner  als  r — r-.  *  •  '  • 

1  t, 

Bezeichnet  jetzt  f*  eine  beliebige  positive  Grösse,  so  ist  die 
Bedinarunir  : 

Fi,  ^ 

.••i     .  .  "^^i    ....       .  .  ••...«• 


*)  Mehrere  dieser  Grössen  können  gleiche  Werthe,  also  auch  mehrere  den 
groiaten  ahftolutni  Werth  habsn»' 
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jedcneit  Mlillll;«  weiiD  4|«  Bedinguug 

erfüllt  ist,  und  diese  Bedingung  ist  jederzeit  erfüllt,  wenn  die  Be- 
dingung 

(itt-4-F)i,  <ii*  oder  i, 
.erfüllt  ist.   Nimmt  man  also 

«od  folglicb,  wie  ei  Btcb  den  <lbige|i  «rferderlidi  itt^  «ncti  fa<<l; 

Fl,  ^ 

und  nach  dem  Obigen  folglich  der  absolute  Werth  von 

I    *^  1.2  *  ^1.2.3*  ^--^  1...«  * 

kleiner  als  ju.  Da  man  nun  die  Grösse  beliebig  klein  «nnebMea 
kann,  so  siebt  man,  dass  die  Grosse 

I  1.2  *  ^1.2.3*  ^  —  ^^  J...«  • 

der  Null  beliebig  nahe,  gebracht  werden  kann,  wenn  mau  nur  i  nahe 

fenug  bei  Null  uDaimmt,  and  der  Noll  oModlich  nabe  kommeDde 
eränderungeu   der  veränderli^en  Grösse  a:  fiibren  also  offenbar 
der  Null  unendlich  nahe,  kommende  VeribideraBgeB  der  fan^ion 

licrbei. 

Weil  nun  jedem  endliehen  völlig  bestimmten  reellen  Werthe 
der  ?er8nderlleben  Grösse  x  ein  enÜlieber  völlig  bestimmter  Werth 

der  Funrtion  f{x)  entspriefat;  WCfl  ferner  der  RttH  ■■endlich  nahe 

konimeudeii  Veränderungen  der  veränderlichen  Grösse  der  Nulj  un- 
endlich nahe  kommende  Veränderungen  der  Function /'(o:)  etit.s{jre- 
cben;  weil  ■■dlich  /(«r)  und  f{b)  die  ff^erthe  siDd,  welche  die  I  unc- 
tion  f{pc)  tur-jcz=u$  und  .r=^  erhält;  so  ist  klar,  dass  die  Function 
/"{a:)  sich  von  /{fr)  bis  /{/^}  stAi^  verändert,  wenn  die  veränderliche 
Grösse  jc  sieb  von  a  bis  6  stetig  verändert,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

17. 

Erster  ZmßatM,  .  Die-  gafrze  rationale  algebraische 

Function  ,  . 

mit  lauter  reellen  Coefficienten  nähert  sich  der  Grösse 
a«  als  ihrer  Gräoze,  wenn  a;  sich  der  Null  nähert,  und 
kann  dieser  Grftiise  beliebig  oabe  gebraebt  werdeii, 
wenn  man  nur  ^  Dahe  genug  hei  Null  annimmt. 

Da  die  ganze  rationale   alc^ebraiscbe  Function  ^{x)  für  ^=0. 
den  Werth       erhält,  und  sich  nach  dem  vuris^en  Lehrsatze  von 
au  stetig  verändert,  wenn  mau  sich  a;  vou  Null. an  stetig  verän- 
dern lässt;  so  erhellet  die  Richtigkeit  des  Sataea  mit  Tölliger 
Dentlichkdt 
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so 

Zweiter  Zusatz,  Für  ar  lassen  sicL  immer  der  Null  so 
Bah«  k*»aieB4e  WertLe  angeben,  dsti  das  FprseUheji 
der  gsBsen  ratloD»ieD  alg^braiiclieD  Fanelioo 

■it  lanter  reellen Coefficienten,  wo  Dt€ht  Terachwin- 
den  soll^  mit  dem  Vorseichea  ihres  eriten  Gliedea  m^of'* 

ein  crlei  ist. 
Es  ist 

f{a;)  —  or*"  {a^-i-  a^a:  -f-  Arj^r'  -|-  «jiJP*  H-  ...  -t-  «r«^"). 

Nähert  sich  naa     stelig  der  Noll,  so  aahert  die  Fanction 

«o *+•       H-        +  «gdf*  H- ... -I-  ««o?* 

sich  nach  dem  vorigen  Zusätze  stetig^  der  Grösse  als  ihrer 
Gränze,  und  kann  d<?rseiben  beliebig  uahe  gebrucbt  werden,  wenn 
man  nur  a:  nahe  genug  bei  Null  annimmt,  wird  also  für  der  Null 
I  scbr  uab«  kuinmende  VVertbe  von  offenbar  mit  gleiches  Vor> 
seichen  haben,  woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  die  FdoctiOB 

/(.r)  =  x»*  («„  -4-        H-  -\-  H-  . . .  -f-  ««ar*) 

für  der  Null  sehr  nahe  kommende  Werthe  von  jc  mit  o^ae^  glei- 
«bes  Vefseiehea  bat»  wie  behaaptet  wiMrde. 

.  f.  1». 

DrUter  Zmtmt»,  Für  a:  lassen  sieh  immer,  absoint  ge^ 

nommen,  so  grosse  VVorthe  anheben,  dass  das  Vortei» 
eben  der  ganzen  rationalen  algebraischen  Function 

/(aß)  =  «,^"-1  -\-  a^ad^  -i-     -|-  ai»^i  ae-^-mn 

mit  Jauter  reellen  Coefficionten  mit  den  Torseieh^D 
ihres  höchsten  (Gliedes  a^a^  einerlei  ist. 

Es  ist 

\      f      •  "'i  .       ■  *     ■  •«—1  .  « 

/W  =  («•  H-  ^  +  ^  +     -«-^  +  i^) 

oder,  wenn  der  Kilrse  wegen     3s4F  gesetat  wird/ 

/(^)  =  (ao »»t-f- -1- . . .  H~  «„~1?«-1 -h  ar^?")  ^« 

Für  der  Null  unendlich  nahe  kommende  Werthe  von  ^  hat  nach 
dem  vorigen  Zusätze  die  Grösse 

nnt  «o,  also  die  Grösse  * 

/(or)  =      -H      -f- -I- ...  -I-  H- ««5«)  Jt*  , 

mit  «0*^  gleiches  Vorzeichen,  weraus  die  RichtiQ:keit  des  zu  be» 
weisenden  S«tzes  unmittelbar  erhellet,  weil  der  Null  uiieudiich  nahe 
kommenden  Wertheu  von  ^'  oÜeubur,  ohne  Rücksicht  auf  die  Vor* 

seichen,  unendlich  grosse  Werthe  von  ^  =:  4-  entsprechen. 
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f.  M. 

El  sej  jetst 

f(a:)  =  J  (jp— «r)«  {a:—l^}P  (.r — c)7  . . . . , 

wo  ^  eine  beliebige  constnnte  Grösse  bezeichnet,  und  die  Gröi 
Mf      c,  ä,         sännintlicli  unter  einander  ungleich  sein  sollen. 

Durch  Bntwickeluoff  der  ersten  derivirtea  Function  dieser 
PMMti«B  findet  leklbt 


Tut) 


_    m  ix-/j){x-c){j:-d ) .  ♦ .      (j:-a\(a:-e)(a:-ä) . . .  -f  -  y  ( J?-<>)(jr-^)  (  Jh/)  ...-»-..» 

oder,  wenn  man  Zühler  oad  Nenner  des  Bruchs  nnf  der  reehten 
Seite  des  Gleicbbeitszeichens  der  Kfine  w^eo  veifectiTe  dureh 
Jf'i'Op)  und  beaeichnet, 

r'a:)_  Fix) 
^    fix)  —  F.W 

Sei  nun  t/'(.r)  der  cfrösste  gemeinschaftliche  (nlgehraische) 
Divisor  von  /(-ac)  und  f(jc)\  so  sind,  wenn  wir 

setzen,  9p(^)  und  9i(<2:)  zwei  ganze  rationale  algebraische  Functio- 
nen von  ^,  die  rar  keinen  Werth  von  a:  zugleich  verschwinden, 
weil,  wenn  dies  der  Fall  wäre,  offenbar  ^f{.r)  nicht  der  grSaate 
geneinscbaftlK  bc  Divisor  von  f{.r)  \n\\\  f^{x)  sein  Würde« 
■  Ana  den  Vorhergehenden  ergifbt  sieb 

fix)       F(x)_  _  y(x) 

fix)  ~^  FAX)  —  if  Ax)' 

Weil  i^,(0)  =  O  und  nach  der  Voraussetzung,  wie  sogleich  in  die 
Augen  lullen  wird,  nicht  /^(or)  =  0  ist;  so  muss  wegen  der  vor- 
hergebenden Glt'ichnoff  offenbar  9,(«)  =  0  sein»  worana  aieb,  weil 
ap(^)  und  9>,(^)  für  Keinen  Werth  von  w  angleieh  TenehwiBdea, 

turaer  ergiebig  das»  nicht  ff^ia)  =  0  ist. 

Weii  f^(a)  =  (^  ist,  so  gebt  j;  —  a  in  SPi(a?)  auf,  and 

<f>iix)  g  ^ 

ist  folglich  eine  ganze  rationale  algebraische  Function.  Nach  dem 
Ohigen  iat  bub 

_JiE)  • 

d.     weBB  wir 

(JF  — (JF-*«)       — O  .  •  .  .  = 

setzen, 

FffF)_   y(x) 

i^s(*)  ~  »s(*)" 
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•3^    •  • 

Weil  weder  ^{a)  =  0,  aoeh  ^,(0)  =  0  iat,  so  ersiebt  lieh  wbm 

dieier  Gleichung,  dass  auch  nicht  verschwindet 

Nimmt  man  nun  a]los  \  orberg-ehcnde  zusammen,  so  ist  klar, 
dass  a  eine  Wurzel  der  Gleichung  jpj(a;}  =  0  ist,  dass  aber  diese 
Gleiehung-  die  in -Rede  itebende  Wanel  nur  ^in  BU  enth&lt,  and 
auf  ganz  ähnliche  Art  ülicrzcugt  man  sich ,  den  auch  jede  der 
Grössen  r,  r/.  ....  eine  Wiirxel  der  fillcichong:  y,(.x')=:0  ist, 
dtiss  aber  diese  Gleichung  jede  der  in  Rede  stehenden  Wurzein  nur 
ein  iVlul  enthält.  • 

Zeigen  iässt  sich  nun  aneh  noch  ohne  Schwierigkeit,  dflfs  die 
Gleichung  5p,(^)r=0  ausser  c,  .  gar  keine  Wursel 

weiter  hat.  Wäre  nämlich  ff  eine  nicht  unter  «,  ^,  <•,</,... . 
vorkommende  Wurzel  der  Gleichung/  9>,(.a:)  =  0,  und  folglich 
(p^{gy:^Ol  SO  nfitite,  weil  naeh  den  Obigen 

f».W  —  — ^) —  ,  .  . 

ist,  offenbat'  «ttcb 

und  fülglich  entweder  ^(g)  =  0  oder  J^iig)  =  0  sein.  Beides  ist 
aber -nicht  möglich,  weil  die  Fnnctionen  9(0:)  und  g>i{a:)  fär  kd- 
nen  WcMh  von     sugleieh  venchwlnden,  und, 

offenbar  nicht  verschwindet,  weil  die  Glesse  g  unter  den  Grtffseii 

^,  c,  .  nicht  vorkommt. 

Man  siebt  also,  das»  jede  der  Grossen  .  .  .  •  ein^ 

Wnrtel  der  Gleichung 

5P,(.«:)=:0  •  '■ 

ist,  dass  aber  diese  Gleichung  jede  der  in  Rede  stehenden  Wurzeln 
nnr  ein  Mal  enthält,  und  ausser  denselben  gar  keine  Wurzel  bat. 

Die  Function  ^j(-v)  ist  der  Quotient,  welchen  man  erbttit, 
wenn  man  /"(a:)  durch  den  grössten  gemeinscliafticlien  Divisor  von 
und /'(.r)  dividirt,  und  man  kann  also  nach  dem  Obigen  min 
jeder  gegebenen  Gleichung  '      -  . 

•   /(.r)  =  0  . 

immer  leicht  eine  Gleichung-  ableiten,  welche  alle  unp^leichen  War» 
sein  dieser  Gleichung  nur  ein  Mal,  und  ausser  denselben  gar  keine 
andere  Wnrxel  weiter  enthält. 

Durch  Auflösung  der  Gleichung  9>,(.r)=:0  erhält  man  alle  un- 
gleichen Wurzeln  der  Gleichung  jTi'^)  =  0,  und  wird  nun  auch  in 
alten  Fällen  durch  mehrmalige  successive  Division  mit  a:  —  a, 
äc  —  b,  —  c,  —  </,....  in  die  Function  f{a:)  bestimmen  kön- 
nen, wie  oft  die  Gleichung  f{^^)  =  0  jede  dieser  Wurzeln  enthält. 

Hiernach  kann  man  bei  der  Auflösung  der  Glcicliungen  immer 
von  der  \  oraussetzutiir  uusjrehen,  dass  alle  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung  unter  einander  ungleich  sind. 
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B. 

Tob  dem  Bzeeis  der  gebrochenen  rationalen  algebrni- 

schen  Functiooeii. 

Erklärung,    Wenn .  die  gehrocbene  rntionnle  algebnitehe 

Fnnc<ion  ■  \  . ,  wo  5p(ji?)  nnd  sp,(^)  ganze  rationale  algebraische 

Functionen  sind,  indem  die  veränderliche  Grösse  a:  sich  vuu  a  bis 
6  atetig  verändert,  n  Mal  nnendlicb  wird  nnd  dabei  von  dea 

gativen  zum  Positiven  übergeht,  und  aj|iMMem  Mal  unendlicli 
wird  und  dahei  von  dem  Positiven  zum  Nearativen  übertreht,  so 
beisst  die  Ditleren^  n — welche  wir  durcii  K  hezeichuco,  also 
n  —  tif:^B  aetnen  wollen,  der  Eiceess  der  gebrochenen  ratio- 
nalen alß-ebraischen  Function  ^ 'Z*^.^  für  die  Gränzeo  a  und 

Wenn  ^'  =  0  ist,  d.  h.  wenn  zwischen  den  Gränzen  a.  b  die 
gebrochene  rationale  algebraische  Function  ^^^«  indem  dieselbe 

unendlich  wird  und  ihr  Zeichen  ändert,  immer  vom  Negativen  zum 
Positiven  übergelit,  so  ist  Ezzuti.  Wenn  /»  =  Ü  ist,  d.  h.  wenn 
Ziwischen  den  Gränzen  a,  0  die  gebrochene  rationale  algebraische 

Function  —,—r>   indem  dies*  Ibe  unendlicli  wird   und   ihr  Zeichen 

ändert,   immer  vom  Positiven  zum  Negativen  übergebt,  so  ist 

Pur  gebrochene  rationale  algebraische  Fanctionen,  welche 

zwischen  zwei  bestimmten  Gränzen  niemals  unendlich  werden«  tat 
der  diesen  (Jränzen  enf sprechende  Kxcess  Null.  Für  eine  ge- 
brochene rationale  algebraische  Function,  welche  niemals  unendlich 
wird,  also  %.  B.  für  jede  gebrochene  rationale  algebraische  Pnnctiont 
deren  Zahler  durch  ihren  Nenner  ohne  Rest  theilbur.  uod  die  also 
eigentlich  eine  ganze  rationale  jilg-chraische  Function  ist,  ver*^ 
schwindet  der  Exccss  für  jede  zwei  ganz  beliebige  Gränzen. 

§.  22. 

£je/irsat%.  Für  zwei  absolut  gleiche,  dem  Zeichen 
nach  aber  entgegengesetzte  gebrochene  rationale  alge- 

braiacbe  l^nnctionen         ""d  —         siod  die,  gleichen 

Gränzen  ent8|irechenden  Excesse  jederzeit  absoint 
gleich,  dem  Zeichen  nach  aber  entgegengesetzt,  oder 
die  Summe  dieser  beiden  Excesse  ist  gleich  Null. 

Beweis.   Wir  wollen  annehmen,  dasa  swischen  xwei  gewis- 

sen  Gränzen  die  Function  indem  dieselbe  unendlich  wird. 


•}  Den  Ausdruck  «"xnVs  (rebraiicht  Herr  Moigno  narh  Srtirm  und  Lton> 
viile.  Caycby  nenne  dieselbe  Grösse  indice  integraL 

'  3 
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n  Mal  vom  Negativen  zum  Positiven  und  til  Mal  vom  Positiven 
snm  Kfgativen  libcrgehr ;       geht  zwischen  denselben  Gränzen  die 

Function  — ^^^-r,  indem  sie  unendlich  tvird ,  ofiVnbar  n  Mal  vom 

Positiven  zum  Nefjativen  niul  /*'  Mal  vom  N<'!;ative!i  /um  Positiven 
über,  und  nach     21.  ist  folglich  der  bxccäü  der  ersten,  — m 

der  Bxeeas  der  zweiten  Function.  Weil  nun  m'— -»sss— f«  — »'j, 
oder  {n  —  «0  +  — 1»)=:0  ist,  so  erbellet  die  Richtigkeit  des 
SB  beweisendlen  ^^atzea. 

f.  «3. 

Iiehr9ta%,  Wenn  ^vnd  Ei  die  Bzeesse  der  boidsn  gc- 
brocbenen   rationalen  algebraischen  Functioneii  — 

und  — r-T)  deren  zweit/;  das  Reciproke  der  ersten  ist,  für 
die  Grausen      b  sind;  so  ist  ininier 

^-f-j^'sO,  oder  il^+i?'  =  +l>  oder  iB-hi^'=:— 1, 

je  nach  dem  die  beiden  (>  ranz  wert  he  ^'/^A  ^'A^^  der  Func- 

tioD         gleiche- Vorseicben  haben,  oder  der  erste  di«- 

ser  heiklen  Gränswertbe  negativ  und  .der  zweite  posi* 
tiv,  oder  der  erste  dieser  CTrinzwerthe  positiv  uod  der 

zweite  negativ  ist. 

Beweis.    Wir  vvoileu  annelinien,  dass  zwischen  den  Gränzen 

'iSl     die  Function    '/'^A  indem  sie  unendlich  wird,  ;»  Mal  vom  Ne- 

gativen  son  Positiven  und  u'  Mal  vom  Positiven  znm  Negativen, 

.  dagegen  die  Function    ,  \^  indes»  sie  unendlich  wird»  »,  Mal  vosi 

Negativen  zum  Positiven  und  />/  M.il  vom  Positiven  zum  Negativen 
übergehe;  so  ist,  wenn  wir  die  den  (Jränzen  b  entsprechenden 
Excesse  unserer  beiden  Functionen  durch  E  und  tl'  bezeichnen, 

Bei«lc  Fuiitionen,  welche  für  gleiche  Werfhe  von  oflTenhnr  immer 
gleiche  Vorzeichen  haben,  können  ihre  Zeichen  nur  dann  ändern, 
wenn  sie  entweder  unendlich  werden  oder  verschwinden.  Da  nun 
die  erste  Function  offenbar  immer  dann  verschwindet,  wenn -die 
zweite  unendlich  wird,  so  ist  klar,  dass  zwischen  den  Gränzen  b 

die  Function  -'/ix*  indem  sie  verschwindet,  «,  Mal  vom  Negativen 
kum  Positiven^lipd  iSt' Mal'  vom  Positiven  zum  Negativen  Qbergeht, 
Geht  sl^XiAie  t^unction  zwischen  den  Gränzen  a,  b  vom  Ne- 

gativen 70f('  Positiven  überhaupt  /i  Mal,  vom  Positiven  zum  Negati- 
ven fibe^lfinpt  ii'  Hai  über,  so  ist  nach  dem  yorbergehenden 
o^ilenbar 

iin4:fl>lglieh  . . 

•  =  — 
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<l.  i.  ottck  (lenk  Obigen 

Babeii  dbb  «Ge  beideo  Griuwertbe 

^  "■><»  ^ 

d^r  Function  gleicbe  Vorzeichen ,  so  geht  dieselbe  zwischen 

den  Gränzen  ö  oä'enbar  eben  so  oft  vom  Negativen  zum  Positi- 
ven  wie  voa  Positiveo  snm  Negativeo  fiber,  wie  angeBblicklieb 
am  der.  blossea  Aascbaanng  eiver  Reibe  vea  der  Porn 

erhellet,  and  ep  Ist  folglich  fi  =  fi\  abo  naeb  den  Oburm 
Wenn  der  erste  der  beiilon  Gräniwertbe 

der  Fnnction         negatir,  der  iweite  positiv  ist,  so  gebt  diese 

FnaetioD  swischeo  den  GrSnxen  «v,  6  offenbar  eia  Mal  8fter  voai 
Negativen  suai  Positiven  als  vom  Positiven  tnai  Negativen  über, 
wie  angenblicklicb  aus  der  Uassea  Aascbamuig  aiaar  Reibe  von 
der  Form 


erhellet,  und  es  ist  folulicb  u  =  ii>'-|-l,  also  nach  dem  Obigen 
^-+-^'==-1-1. 

Wenn  endlich  dar  erste  der  beiden  Grftnsweitbe 

der  Fanetian  -^^^  positiv,  der  sweite  negativ  ist,  so  gebt  dieaa 

Fnnctioa  swiseben  den  GräasMi  «r,  ^  «iffenlwr  eia  Hai  5fter  vom 
Positiven  zum  Negativen  als  vom  \egativen  znm  Positiven  lilier, 
wie  augenblicklich  aus  der  blossen  Anscbauuag'  eiaer  Reibe  von 
der  Form 


erhellctj  und  es  iüt  folglich  u=.ll'  —  1,  alüu  uuch  dem  Obigen 

Hierdttrcb  ist  onn  unser  Sata  voltstSadig  bewiesen. 

f.  24. 

Wenn  zwei  dibssen  ß  gleiche  Voneicben  haben ,  so  sagt 
HMB,  dass  ihre  Vorzeichen  eine  Folge  bilden;  weaa  dagegea  swet 

Grössen  ß  ungleiche  Vorzeirlien  haben,  so  sagt  mau,  dass  ihre 
Vorzeichen  einen  Wechsel  bilden.  Dies  vorausgesetzt,  kann  man 
nun  den  vorhergehenden  v^icbtigeu  Lehrsatz  auch  auf  folgende  Art 
aasdrildLea: 

Wenn  £t  und  E'  die  Bzcesse  der  beiden  gebrochenen 
ratioBalen  algabraUeban  Pnaationen  ^^""^^^«^^ 
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ren  zweite  das  Ueciproke  der  ersteo  iat,  für  die  Gräa- 
len  «r,  b  sind;  so  ist  inmer 

E-\-E'z=i{i,  oder  E-^E':=l^\,  oder  E-\-  t?-=^\, 

rcspcctive  di  e  \  o  rzei  cheu  vou  <iP('')*  ^'A*^)  ""'^ 
y'C^)'  <iri(^)  zugleich  sine  Folge  oder  zugleich  einen 
Weclisi  l  liililcn;  wenn  die  Vorseiclicn  von  9>(^)) 
oinon  Wcclisol,  d  i  c  \' o  rzei  cImmi  von  <^(^),  <jp,(Ä)  eine  Folge 
t>ildeu;  wenn  die  V'orxeichon  von  ^{a)^  SPi(^)  l^oig^Cf 
die  VorseieheB  von  ^{b\  9>,(<^J  einen  Wechsel  hilde«. 

■  f  25. 

V^eoD  der  Neoner  ^a:)  der  ganzen  rationalen  algebraischen 

(.1')  ' 
Function  einen  niedris^pm  oder  eben  so  hohen  Grade  als 

der  Zähler  ist;  so  kann  uiaa  mit  dem  Xenucr  io  deu  Zähler  dividi- 
ren,  und  wird,  wenn  man  den  flnotienten  durch  Q,^den  Rest  durch 
^x)  bezeichnet,  eine  Gleichung  von  der  Form 

wo  nun  der  Oruch  auf  der  rechten  Seite  des  flleiclilioitszeichcns 
eine  echte  gebrochene  rationale  algebraische  Function  ist,  erhalten. 

Die  Functionen  ^^^p  und.^j^  werden  zugleich  unendlich»  und 

für  den  Wertben  von  .r,  für  welche  die  beiden  in  Rede  stehen- 
den Functionen  unendlich  Werdeo,  beDachb.-irte  Werthe  von  w  ist 

offenbar  der  absolute  Vierth  der  Function  gprösser  als  der  ab- 
solute Werth  der  ganzen  rationalen  nlgebraischen  Function  (2, 
welche  immer  einen  endlichen  Werth  hat,  so  dass  also  für  die  in 

Rede  stehenden  Werthe  von  se  die  Functionen  .  !  und  offeu- 
bar  gleiche  Votzeichen   beben,  wdl  das  Zeichen  der  Grüsse 

Ö-h^T~T  l>loss  durch         bestimmt  wird.   Nimmt  man  alles  dieses 

zusammen,  so  erhellet  mit  völliger  Deutlichkeit,  dass  für  dieselben 
Gränzeo  die  Excesse  der  Functionen  und         einander  gleich 

sind,  und  der  Fxccss  der  erstem  Function  also  immer  durch  die 
Iterechnung  des  Excesses  der  letztem  gefunden  werden  kann. 

Uieranrch  sind  wir^  berechtigt,  im  Polgeoden  die 
Regeln  für  die  Berechnung  des  Kxcesses  der  gehroche* 

nen  rationalen  aluel»raischen  Ftmctionen  zwischen  pre- 
gebeneu  G  ranzen  auf  erbte  g«- In- o  (  Ii  e  n  e  rationale  alge- 
braische Functionen,  deren  Zahler  voB^  ciucm  niedri- 
gem Grade  als  ihre  Kenner  sind,  einsniStfbrftnken. 

Wir  wollen  daher  jetzt  annehmea,  dass  eine  echte,  folglich 

eine  unechte  (febrocbene.  rationale  algebraische  Functioii  sei. 
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uud  wollen  wie  obeo  die  deo  Gräozen  jb  eoUprecbeodeu  Excesse 
4ieter  iMidea  FmctioMO  dvrch  E  ovd  E*  bcseidmeo;  so  ist 

wo  i  eine  uacb  den  iu  den  vorbergeheuden  Parugruubeii  gf|^ebeiicu 
Regeln  inmer  mit  völliger  Sicherheit  bettiaiaibiire  vroase  lat  Di- 
vidireu  wir  nun  mit  9>,(>r)  in  9>(a?)  hinein«  bezeirbnen  den  Quotien- 
ten durcb  Q  und  den  mit  entgogengesotsem  Vorseichen  gonomnie« 

Den  Kest  durcb  so  ist 

Der  fizcoM  von         fiir  die  Grannen  «,  b  lei  E^\  so  ist  —E^ 

uacb  §,  22.  der  kixcess  von  Vi  für  dieselben  Griiuzen. 

vi;  1 

Weil  nun 

ist;  so  ist  nach  dem  vorhergebenden  Paragraphen  1?^=— und 
folglich  nach  dem  Obigen 

E-^EtSsst 

oder£=J?,+  ^  wo  E,E,  die  Excesse  von  2^^,  gfnd, 

und  £  eine  uucb  den  aus  dem  Obigen  bekannten  Regeln  jederzeit 
mit  völligef'  Sicherheit  beatininiharo^'Grosse  ist. 

§.  27. 

Nach  Vorausschirkung  dieser  Principien  lassen  sich  nun  die 
Regeln  zur  Bestiaimung  des  zwei  gegebenen  Orftnxen  «,  &  entanre« 
cbenden  Bzeesaes  der  echten  gebrochenen  rationalcB  algebrsiacMB 

Function  olioe  Schvrierigkett  entwickeln. 

Man  dividiru  mit  (fii^v)  in  <f\^')i  und  bezeichne  den  Quotienten 
dnreh  Qf  den  mit  entgegen gesetxtem  Voneichen  genommenen  Reat 
dnrdi  9%(ap)^  so  ist 

y.U)  f'M' 

Ferner  dividiro  man  mit  g>i{a:)  in  9>,(a;),  uud  bezeichne  den 
Uuotienten  durcb  Ui  i  den  mit  entgegen gesetstem  Vorzeichen  ge* 
nommenfn  Rest  dnrcb  SPaC«^)*  *^  ^ 

 ö  _  y»(^) 

Auf  ähnliche  Art  dividire  man  mit  9>s(^)  9^»(^)> 
zeichne  den  Quotienten  durcb  Q^,  den  mit  entgegengesetstem  Vor- 
seichen  genommenen  Rest  durch  y4(<rj,  so  ist 

.   ya(j?)  ö  — 

Geht  man  ouf  diese  Art  weiter,  so  wird  man  immer  endlich 
auf  einen  verschwindenden  Rest  kommen,  uud  jederzeit  eine  Reihe 
GleieiiVBgen  von  der  Fora 
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y(^)   o  »«(^) 

•  9t(*) 

9>w— o(.r)  

WO  Q„—i  eioe  ganze  rationale  algebraische  Function  von  ist, 
erhalten. 

Beseicbnen  wir  jetst  die  den  jGräoseo  «,  5  entsprecbenden 
Szcene  der  FnnctioDea 

» 

y,(j:)  y»(ar) 
^*)^  ViC«)*  "  »— iC*)'  94^) 

reapecti^e  dareb 

...  JE^,  £„; 

«o  uit  naeh    96.  mid  f.  23. 

jK,  ssjS^+'i  s  -ß«  — Ä| .  •  ♦  J?j»-i+ ttt-t9  • 

wo  f,  e,,  ^«—1  gewisse  mittelst  der  aus  dem  Vorhergehen- 

den bekannten  Kegeln  mit  völlij^cr  Sicherlirit  hcslimmhare  Grössen 
aind.  Durch  Addition  der  vorhergehenden  Gleichungen  erhält  man 
aber,  wean  mn  «dbebt  waa  dch  «ifiMben  Uiiak,  and  iiberiegt,  daea 
naeh  ^  ftl.,  weil 

eine  (^anze  rationale  algebraische  Function  ist,  £||=0  sein  muss, 
sogleich  die  Gleichunp; 

und  sieht  also,  dnss  zur  Berechnuna;^  dos  F^xccsses  E  nur  eine  völ- 
lig  sichere  und  mügiiclist  einfache  Regel  zur  Bestimmung  der 
Cmaea  ty  c,,  . .  .  Cn-i  erforderKeh  ist,  die  wir  nun  zu  ge- 

ben versuchen  wollen.  ,  -  ' 

Zu  den  Ende  schreiben  wir  die  Werthe,  welche  die  VoDetionea 

Sp(^)i  yi(4r),  y«(^)f  9t{i^h  •  ■  •  M^), 
für  a:=za.  nnd  fSar*ae^s&  erbaken ,  la  swei  Zeileo ,  wte  folgt  uater 
•einander: 

,    (1)  ....  9)( ff),  fy>,(<7),  93 (flr),  ....  f/'„ffl'); 

(2)  .,..9P(Ä),  sp,(<^),  5p,(Ä),  5p,(^), ....  ynC^J'). 

fietrachten  wir  nun  zuvörderst  irg^end  eine  der  Grössen 

-••^11  2^  die  wir  im  Allgemeinen  durch       beseichnen  wollen,  so 

tat  aaeb  dem  CNiigen 
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wo  Em  UDä  Em^x  die  Kxcesse  der  Functioneo 

 TT   7—, 

iür  die  Gränzen  «r,  b  sind.    Weil  aber 

ist,  BO  ist  Dach  f.  25.  der  Excess  von  ~  ^^^~7^»  d.  L  ^  •£iH4 

n&eh  4.22.,  dem  Exccssc  von  — -  ffleicli.   Hezoicbnen  wir  also 

■  Atn  Excess  der  letztern  Function  durch  so  ist  —  £«,.^1=^^  ,1« 

o4er  Bm^=^        nii4- folglich  naeli  dem  Obigen 

E„=  —  E,n  -h  f«  oder  E„  4- 

Also  ist  nach  §.  24.  •  ' 

f,„=0,  oder  f,„  =  H-l.  oder  f»,  =  —  1, 

wenn  rcspective  die  Vorzeichen  vor»  {f„{ff)y  <f,n-\-\{ft)  und  <fm{b)y 
(pm^lip)  zugleich  eiueu  Wechsel  oder  zugleich  eine  Folge  hildeu; 
wenn  aie  Vorseichen  von  <fm{a)'>  ffm^\{a)  einen  Wechsel,  die  Vor- 
zeichen von  ^m{b),  <fm-^\{o)  eine  FolQ:e  bilden;  weifn  die  Vorzeichen 
von  <f,„{a),(p„,+i{a)  eineFolge^  die  Vorzeichen  von  9m(^i9m-¥t('^) 
einen  Wechsel  bilden. 

,  Gens  dasselbe  lässt  sich  anf  folgende  Art  «neh  tob  der  Grösse 
tn-i.  heweiseo.   Nach  den  Obigen  ist 

vB,H-i=— oder-J?,^4.Ä,  =  «„^i, 

wo         und  En  die  Ezeeete  der  PoDctioiien 

sind.  Also  ist  nach  f.  24. 

f„_i=0,  «der  f„_i=-|-l,  oder  *«_i  =  — 1, 

wenn  respective  die  \  orzeichen  von  (fn—\{aj,  y>n{**)  und  (pn—\{p), 
9>it(^)  zugleich  eineo  Wechsel  oder  zugleich  eine  Folge  bilden; 
wenu  die  Vorzeicbi  ii  von  i(„-i{rt),  einen  Wechsel,  die  Vor- 

zeichen von  g>n—i{b),  <fn{,b)  eine  Fols^e  bilden;  wenn  die  Vorzeichen 
von  |(«)s  ^nif*)  ^'1*®  i^olg^i  die  \  orzeicheo  von  y)„-](^J,  fJiß^ 
einen  Wecasel  btlaen;  welches  Alles  ganz  mit  dem  Obigen  iber- 
einstimmt. 

'BQD  w  und  /  dSa  Anzahl  der  Wechsel  und  der  Folgen 

in  der  Reihe  (1),  w'  und  f  die  Anzahl  der  Wechsel  und  der  Fol- 
gen in  der  Reihe  (2).  Die  Anzahl  der  Fälle,  wo  einem  Wechsel  in 
der  Ueihe  (U  eine  Folge  in  der  Ueihe  (2^  entspricht,  sei  x;  die 
Anzahl  der  Falle,  wo  emer  Folg«  in  der  Reihe  (H  ein  Wechsel  in 

der  Reihe  (2)  entspricht,  sei  x';  die  Anzahl  der  Falle,  wo  einem 
Wechsel  in  der  Reihe  (I)  ein  VVeciisel  in  di  r  Rcilie  (2)  entspricht, 
sei  x";  die  Anzahl  der  Falle,  wo  einer  Folge  in  der  Reihe  (1)  eine 
Folge  in  der  Reihe  (2)  entspricht,  sei  «";  so  ist  uuch  dem  Vorher- 
gehenden ofienbar 
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■Im  Esss»^/.  Fenier  ist  alter,  wie  eogleicli  erkaltet, 

.  ond 

also 

Daher,  ist 

und  zur  Berecbnung  des  Excossps  einer  ecliten  gfebrocliencn  ratio- 
nalen algebraischen  Function  ergiebt  sich  also  die  folgende  Regel: 

Man  bilde,  wenn  die    gegebene  echte  gebro- 

chene rationale  algebraische  Function  ist,  naeh  dar 
oben  gegebenen  Anweisung  die  beiden  Reihen 

5pW.  spjW>  vaC«)»  — 
sp(^),  <jp,(^),  sp.W,        —  <r/.(^); 

und  zähle  in  jeder  dieser  beiden  Reiben  die  vorkommen- 
den Wechsel  w^w  und  Folgen/',/"}  dann  ist,  wenn  der 
gesocbte^  den  GrinseB  «,  h  entsprechende  Exeess  der 
gegebenen F.nnetion  wie. irew9hnlieh  dareh  E  beaeichnet 
wird. 

Weil  nach  dem  Obigen 

y»(^)  g%  .  —  ytU) 

u.  s.  w, 

ist;  so  siebt  «an,  dass  die  Grüssen 

y«(*)f  y»(«)f  f>4(«)» sM^)» 

welche  iai  Folgenden  Bberhavpt  Divisoren*)  genannt  werden  sol* 

len,  erhalten  werden,  wenn  man  auf  die  beiden  Fanctionen  ^df) 
und  5P,(a*)  die  bekannte  Methode  zur  Aufündung  des  grössten  ge- 
meinschaftlichen Theiiers  Z4¥eier  ganzen  rationalen  algebraiscnen 
Functionen  anwendet,  jedoeb  mit  dem  Untersebiede,  dass  man  in 
den  vorhergehenden  Divisor  nie  mit  dem  zuletst  Übrig  gebliebenen 
Keste  selbst,  sondern  vielmehr  mit  ihiu  Entgelte ng^e setzten  dieses 
Restes  dividirt,  und  hierauf  alle  bei  dieser  Operation  gebrauchten 
Divisoren  vom  ersten  bis  zum  letzten  in  natürlicher  Folge  in  einer 
Reihe  neben  einander  schreibt,  < wodurch  man  nnmittelbar  die  ge- 
suchten GrdSQjsn  erhält. 


*)  Herr  Moigno  nennt  diese  Grössen,  mit  Auinsinne ' der  ersten,  Reste; 
uns  scheint  die  obige  Benennung  sacbgemüsser. 
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Bei  der  Aasfüll ru II dieser  ReclmUDg  kann  mao,  um  numerische 
Brüche  iu  den  Quotieuten  zu  vermeiden  und  sich  dadurch  die  Rech« 
wng  n  erleichteni^  die  Dividende!  mit  sweckmässig  gewihlten 
positiven  Zahlen  multipliciren ,  weil  dadurch  die  Vorzeichen  der 
Reste,  und  also  auch  die  Vorzeichen  der  auf  einander  folgenden 
Diviiforen,  ^uf  die  es  bier  allein  ankommt,  keine  Aenderang  erleiden. 

*  f.  28. 

Bis  jetzt  haben  wir  stillschweigend  angenommen  ,  dass  kein 
Glied  der  beiden  Reihen  (1)  und  (2)  verschwinde,  und  müssen  daher 
jetzt  noch  zeigen,  wie  mun  sich  zu  verhalten  hat,  wenn  dies  nicht 
der  Fall  ist,  wobei  wir  iedocb  vonuiMetzen  wollen,  dau  keine  der 
beiden  Gränzen  a,  ö  selbst  eine  Wurzel  der  Gloiebmg  y(j?)sO, 
und  also  weder  9(«r)=:0,  noch  <p{6)=iO  ist. 

Unter  dieser  Voraussetzung  können  nie  zwei  benachbarte  (ilie. 
der  der  Reihen  {\)  und  (2)  zugleich  verschwinden,  wie  auf  füllende 
Art  leicbt  gezeigt  werden  kann.  Wäre  nämlich  z.B.  9>m(«)=:0 
und  Mcb  ^pm^i{a)=0,  so  würden  wegen  der  Glelehnngen 

(p(a:)  =  ÖSP,(^)  —  <iP,(^), 

V.  B.  W. 

(p,^l{.v)  =  Qm-X  9Pm(.r)  —  (pm-{-\{^v)^ 

u.  s.  w. 

offiBnbnr  die  Grössen  .■  .  * 

SP(«)»  9M)>  •  •  •  9ÄP) 

irilmnitlicli  verschwinden,  welches  ungereimt  ist,  weil  ndch  der  Vor- 
missetznng  ^{a)  nicht  verschwindet. 

Wenn  also  ein  Glied,  z.B.  ^pmiff)^  verschwindet,  so  verschwin- 
det keins  der  beiden  Glieder  y)«,— i(«ri  und  <fm-^{t»)i  und  diese  bei- 
den Glieder  haben,  weil  wegen  der  Gleicbnng 

offenbar  ^j»— 1(0)  =  —  cpm-|.i(a)  ist,  jederzeit  entgegengesetzte  Vor- 
seidiea,  welches  Alles  nr  jede  der  beiden  Reiben  fl)  und  ^)  giU, 
wenn  nur,  wie  immer  angenosinieB  wird,  keine  der  beiden  Grössen 
jp(a)  und  verschwindet. 

Wir  wollen  nun  der  Kinfachhcit  weccen  den  Fall  besonders 
betrachten,  wenn  in  der  Reihe  (1)  das  eine  Glied  ^>m^tiV  iu  der 
Reihe  (2)  kein  Glied  verschwindet.  Bezeichnen  wir  aurch 
eine  Grösse,  welche  von  der  Grösse  a  nur  um  eine  der  Null  un« 
cncillch  nabe  komniende  Grösse  verschieden  ist,  so  nird  in  der 
Reibe 

(!•)  ....  y(flF,),  Sf>,(«,),  <^a(a,),  5P,(«,),  

kejn  Glied  verschwinden,  und,  mit  Ansnabme  des  Gliedes  sPm(<>i)> 
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I 

wei4eD  alle  Glieder  «it'deB'entgpreckeiidleii  Gltede»  der  Reihe  (1) 

fleichc  Vorzeichen  habest,  den  g^esuekten  Bseees  der  gegebeaeii 
unction  für  die  Gränzen  a,  &  wird  mnn  aber  offenbar  erhalten, 
wenn  man  den  Excess  derselben  für  die  Gränzen  a^t  i*  su^lit,  aa 
dass  also,  wenn  E  der  ffesuchte  Excess  ist,  und  durch  «,  und  mf 
respective  die  Ansidil  <wr  Wediael  In  der  EeilM  (1*)  ««d  (3)  he« 
aeichnet  wird, 

iat  - 

Tergleicht  man  nan  aW  die  beiden  Reiben 

<jp(«),  9>,(/3f),  ...  SPin-i(«),  <rw(«f)>  fm-hi{rr),  ...  5P«_i(<5r),  y>„{a); 

mit  einander;  so  ii^t  aus  dem  Ohifrcn  klar,  dass  in  den  Theilen 
•    '        yW>  SPiW'  •••  * 

SP(<»i)»  SPi(«i)»  SPa(«i}  —  SPi»-i(«i) 

und 

9>»n-i(«)?  9P»H-2 (»),...  y«-iW»  SP« W; 

SP«+i(«,),  yw+2(äfi), ...  9P/i-i(»,),  SP«(»i) 

derselben  gleich  viele  Wechsel  vorkommen.  Lässt  man  in  der 
•nten* Reibe  daa  verschwindende  Glied  (p,n(a)  ganz  weg,  so  geben 
die  Glieder  9m~i(a),  5pto4-i(a)f  welche  nach  dem  Obigen  nicht  ver- 
scbwinden  und  eiitf^egengcsetzfc  Vorzeichen  haben,  eiticu  Wechsel. 
Die  Zeichen  der  drei  Glieder  SPot-iC^Vi)»  SRnC^^i))  der  zwei* 

ten  Reihe  sind  aber  entw  eder.  ' 

-hH  ,  oder  H  ,  oder  hH-,  oder  -f-, 

und  bieten  daher  immer  nur  einen  Wechsel  dar,  woraus  sich,  in 
Verbindung  mit  allem  Vorhergehenden  ergiebt ,  dasa  die  Anzahl  der 
Wechsel  in  (1**)  jederzeit  der  Anzahl  der  Wechsel  in  (1),  wenn 
man  hei  der  Zählung  der  Wechsel  da.s  verschwindende  Clicd  cp,f,{a) 
dieser  letztem  Reibe  ganz  au.s9wl[  Acht  lässt,  völlig  gleich,  oder 
dass,  wenn  w  die  Anzahl  der  Wechsel  der  Reibe  (1)  mit  völliger 
Beseitigung  des  verschwindenden  Gliedes  y>m{a)  bezeichnet,  Wi=:wt 
und  nach  dem  Obigen  folglich  Ez=zw  —  w  ist. 

Wenn  also  ein  Glied  der  Reihe  fl)  verschwindet,  so  kann  man 
für  die  Gränzen  a,  l*  den  Excess  E  der  gegebenen  Function  so  be- 
stimnien,  dass  man  die  Anzahl  der  Wechs^  in  den  beiden  Reiben 
(1)  und  (2)  durch  unmittelbare  Zäliliing  derselben  bestimmt,  wobei 
man  das  verschwindende  Glied  der  Kcilie  (1)  ganz  aus  der  .\cbt 
lässt,  und  dann,  wenn  unter  dieser  Voraussetzung  w  die  Anzahl 
der  Wechsel  in  der  Reihe  (1),  w  aber  die  Anzahl  der  Wechsel  in 
der  Reihfrj[2)  ist,  Ez^w — w  setzt 

Dass  übrigens  ein  ähiiliclies  Verfahren  bei  der  Zälihing  der 
Folgen  in  den  beiden  Keihen  (1)  und  (2)  nfcht  angewandt  werden 
darf,  geht  aus  dem  Obigen  unmittelbar  hervor. 

ZTugleidt  aber  ergiebt  sich  ans  der  obigen  Darstellung  ganz 
nnzweideutig,  dass  ein  ganz  ähnliches  Verfahren  wie  vorher  immer 
in  Anwendung  gebracht  werden  kann  ,  wenn  beliebig  viele  Glieder 
der  Reihen  und  (2^  mit  Ausnahme  der  beiden  ersten  verschwin- 
den, nnd  die.  allgemeine  ftegel  zur  Bestimmung  desBxcesses  einer 
echten  gebmiwimi  rätipnalen  algebraiachen  BmolioB  zwlackfln  §e-» 
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gebenen  Gräuzea  wird  sich  niui  auf  den  folgviidcii  Ausdruck  brin- 
gea  iMsen: 

Wenn  die  gegebene  echte  geb  rochene  rationale 

algebraische  Fanction  ist,  uifd  die  Grössen  a,  6,  welclie 
nicht  selbst  Wvriclii  der  Gleiehong  ^(.r)=sO  sein  sollen, 
die  gegebenen  Gränsen  sind;  so  wende  man,  um  den  die- 
sen Gränzen  entsprechenden  KxressJ?  der  gegebenen 
Function  zu  finden,  auf  die  beiden  ganzen  ratittnalen 
algebraischen  Functiunen9(.r)  und  dieMethode  des 

frössten  gemein sehaftlichen  Theil^rs  mn ,  jedoch  mit 
em  Unterschiede,  dass  man  in  den  vorhergehenden  Di- 
visor nie  mit  dem  zuletztübriggebliebenen  Reste  selbst, 
sondern  vielmehr  immer  mit  dem  Entgegengesetzten 
dieses  Rests  dividirt,  und  schreibe  slle  »ei  dieser  One- 
ration  gebrauchte  Divisoren  in  Verbindung  mit  der 
Function  (p(.T)  in  einer  Reihe  neben  einander,  wodurch 
man  die  Reihe 

SP(^),  <;p,(^),  <iP,(^),  ...  SP«(^) 

erhält,  aus  welcher  sich,  wenn  man  für  a:  die  beiden  ge- 

6 ebenen  Gränzen  a  und  6  setzt»  ferner  die  beiden 
eihen 

(f{a),  <f^{a),  yal«),  (fja),  ffn{a]\ 

^,(//).  yj''>).  ff  A^'),  '  .  •  9"(^') 
ergeben.    Zahlt  man  nun  mit  völliger  Beseiticcung  aller 
verschwindenden  Glieder  die  in  diesen  beiden  Reihen 
vorkommenden  Wechsel,  nnd  beneiehnet  deren  Ansnhl 
respective  durch  w  und  t^,  so  ist  jederseit  Bssw^w', 


Bestimmung  der  Anzahl  der  zwischen  gegebenen  Grän* 
sen  liegenden  reellen  Wurzeln  einer  gegebenen 

Gleichung. 

f.  HO. 

Es  sei  jetzt /l(,jrlr=0  eine  Gleichung  eines  beliebigen  Grad<>ü, 
und  a  sei  eine  reelle  Wurzel  dieser  Gleioliung .  ^velclie  dieselbe 
/u^  Mal,  aber  nicht  öfter,  enthalten  mag,  so  dass  also  die  Function 
/"(u-*)  durch  (a; — aji",  aber  durch  keine  höhere  Polenz  von  —  a, 
oline  Rest  theilbar  ist.  Unter  diesen  Vonussetsungen  ist  nach  f.  15. 

.    .  /(a)  =  0  f(a)  =  0,  f'ia)  =  0,  .  .  .  .  /V«-l)(a)  =  0, 

«ber  nicht  /V*)  (a)  =  0.    Also  ist  nach  §.  12.  11. 
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und  folglieb  ^ 

ffierana  sieht  mao,  daae  der  Brach  fnr  ^=0  nnend- 

lieh  wird,  so  dass  also  der  Bruch  jederzeit  unendlich  ist.  Zu- 
gleich aber  ergiebt  sich  aus  §.  18..  dass  für  der  Null  unendlich 
Dttlie  Itommende  •  der  Bruch  "O" "?"  '2  mit  dem  Bjru^he  4-,  also  mit 

der  Orösse  «,  gleiches  Vorzeichen  hat,  und  daher  von  dem  Negati« 
yen  zum  Positiveo  übergeht,  wenn  •  vom  Negativen  xum  PositiveD 
übergeht. 

Wenn  also,  indem  jetzt  i  eine  naendlich  kleine  positive 
Grüaae  sein  soU,      rieh  von  a— »Ibis  a+l  stetig  ändert,  so 

irird  vnter  den  gemachten  Voraussetzungen  der  Brach  jy^  Ar 

^=a  jederzeit  unendlich,  und  geht,  indesi  er  unendlich  wird, 
vom  Negative^  bum  Positiven  über. 

§.  30, 

Wenn  nun  zwischen  den  Gränzen  n  und  wo  jftzt  a^^b 
sein  soll,  die  sämmtlich  von  eioftoder  verschiedenen  m  reellen 
H'urzeln  a,,   der  Gleichung  y(.r)  =  0  liegen, 

fix) 

80  wird  nach  dem  vorigen  Paragraphen  der  Bruch  ^dr 

dTSSCtj,  ^^Sttg,  ^SSSCIj,  ^SSdfli 

unendlich,  und  geht,  wenn  x  sich  von  «  hia  h  sljetig  ändert,  in* 
denr  er  unendlidi  vrird,  jederzeit  vom  Negativen  xuai  Positiven 

f'(x\ 

fiber.  Nimmt  man  hierzu,  dass  dfr  Bruch  tt~\  zwischen  den  Grän- 
aen  «  und  b  offenbar  nur  für  * 

^  =  0,,  XTsin^^  .^=:€C,,  ....  i^rrrrctm 

unendlich  werden  kann,  so  ist  klar,  dass,  wenn  E  den  Excess  der 
in  Rede  stehenden  gebrocbenen  Function  für  die  Gränzen  «,  b  be- 
zeichnet, jederzeit  m  —  E  ist,  wodurch  wir  unmittelbar  zu  dem 
folgenden  überaus  wichtigen  und  merl^wnrdigen  Satze  gefiihrt 

werden: 

Die  Anzahl  der  zwischen  den  Gränzen  0,  wo  w^Cb 
sein  soll,  liegenden  von  einander  verschiedenen  reel- 
len Wurzeln  der  Gleichung  f{x)  =  0  ist  jederzeit  dem 
diesen  Gränzen  entsprechenden  Excesse  der  gebroche- 

ueu  rationalen  algebraischen  Function'^r^  gleich.- 

Setzen  wir  aber  mit  diesem  Satze  die  in  §.28.  bewiesene  Regel 
für  den  Gxcess  in  Verbindung,  so  erhalten  wir  das  CoJgende Theoren: 


« 
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Uai)  onter  der  Voraussetznng,  dass  a-^^  ist«  die  An- 
sah! der  swiacheii  des  Gränsen  0,  ^,  welche  nicht  aelbst 

Wurzeln  der  61eichnn|f  /(^)  =  0  sind,  liegenden  von 

einander  verschiedenen  roellpii  Wurzeln  dieser  Clci- 
chuns;^  zu  finden,  wende  man  auf  die  beiden  ganzen  ra- 
tionalen  altrebraisehen  Functionen  /{a:)  und  /'{a;),  deren 
nweite  jederzeit  von  einem  niedrigem  Grade  als  die 
erste  ist,  die  Methode  des  «j  r  ö  s  s  t  e  n  e  in  e  i  n  s  c  h  a  f  1 1  i  c  h  e  n 
Theilers  an,  je  «loch  mit  dem  L  n  te  rse  h  iedc,  dass  man 
in  den  vorhergehenden  Divisor  nie  mit  dem  zuletzt 
übrig  gebliebenen  Reste  selbst,  sondern  Tielmebr  ia-* 
mer  mit  dem  Hlnto^cgengesetzten  dieses  Restes  dividirt, 
und  schreibe  alle  hei  ilieser  Operation  gebrauchte  Di- 
visoren in  Verbindung  mit  der  Function  /'(.rj  wie  folgt 
in  eine  Reihe: 

/(^),  /'(.r),  /,(.r),  f^{.v),  

Setzt  man  dann  in  dieser  lieibe  a:  =  a  und  a:  =  6y  so  er- 
hält  man  die  beiden  Reihen 

/V)>  A(»)^  fA^)>        — ; 
/(H  fV^).  J\\f^).  fMh  fM^  •  •  • 

und  die  gesuchte  Anzahl  der  zwischen  den  gegebenen 
Gränz'en  a,  b  liegenden  yon  einander  Tertchiedenen  re- 
ellen Wurseln  der  Gleichung  /(«)s=0  int  nnn  jederseit 

der  Differenz  prleich,  welche  man  erhält,  wenn  man  die 
Anzahl  der  in  der  zweiten  der  beiden  obigen  Reihen 
vorkoiu menden  Wechsel  von  der  Anzahl  der  in  der  er- 
sten der  beiden  obigen  Reihen  vorkoMnenden  Wechsel 
abzieht,  wobei  man  nicht  zu  übersehen  hat,  dass  bei  der 
Z ä h  I u  n  ur  der  in  Rede  stehenden  vorkommenden  Wechsel 
verschwindende  (>lieder  dieser  beiden  Keihen  ganz  un- 
berücksichtigt g^elassen  werden. 

Mittelst  dieses  10  jeder  Beziehung  höchst  merkwürdia^en  Sotaei, 
dessen  Erfinder  Sturm  ist,  lässt  sich  also  die  Anzahl  der  zwischen 
jeden  zwei  gegebenen  <iräozen  liegenden  von  einander  verschiede- 
nen reellen  Wurzeln  einer  gegebenen  Gleichung  in  allen  Fällen 
mit  völliger  Sicherheit  bestimmen 

Bezeichnet  man  die  Anzahl  der  Wechsel  in  deu  Reihen  der 
Vorzeichen,  welche  die,  die  höchsten  Potenzen  von  jc  enthaltenden 
Glieder  der  Functionen 

/W»  /  W»  /»W»  f.My  M-^h  •  •  •  • 


*)  Herr  Moiguo  leitet  in  seiner  Abhandlung  aus  der  L.ehre  vom  Excess 
der  gebrochenen  rationalen  algebraiseben  Fnnetionctt  aneh  noch  die 
SktMt  von  Rolle.  Hudai),  Fourier,  Descartes  über  die  Anzahl 
der  zwischen  gegebeneu  bränsen  liegenden  reellen  Wuneln  der  Giei. 
ehungen  mit  grosser  Leichtackeit  ab.  Da  aber  diese  Sitse  nur  Grössen 
angeben,  welche  die  Anzahl  der  zwischen  den  gegebenen  Gränzen  lie- 
genden reellen  Wurzeln  nicht  iibersteigen  kann^  so  gehören  si«  jetzt 
weniger  zu  unserui  Zwecke,  und  wir  werden  dieselben  daher,  um  die 
vorliegende  Abhandlung  jetzt  nicht  zu  sehr  auszudehnen,  zu  dem  Gegen- 
stande eines  späterii  eignen  Aufsatzes  machen,  in  welchem  wir  11ns  in 
Betreff  der  Lehre  vuiu  Excess  au{  den  Yorliegeaden  beziehen  werden. 
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erhalfon ,  wenn  man  fnr  eine  beliebig^e  negative  oder  positive 
Grösse  setzt,  respective  durch  A  und  /*,  und  überlegt,  dass  uacli 
^,  19.  die  Vorzeichen  der  ^GrSsseo 

'  /(-  OD),  /'(-  X),         OD),  /,(-  oe),  /*(-.(»)  ; 

/(+  Oe),  /'(-f-  Qt),  OD),  /aC-h  <X),  /,(H-  OD),  ... . 

mit  den  Vorzeicheu  ihrer  die  höchsten  Potenzen  von  —  Qc  und 
-f-  OD  enthaltenden  Glieder  einerlei  sind,  aUo  die  Anzahl  der 
WecbMl  in  der  eratea  dieser  beiden  Reiben  offenbar  ilT,  die  AnzaU 
der  Wechsel  in  der  zweiten  Reihe  P  ist;  so  wird  man  sich  mittelst 
des  obigen  Satzes  auf  der  Stelle  überaeue^en,  dass  A' — P  die 
Anzahl  der  sämmtlicheu  von  einander  verschiedeneu 
reellen  Wurzeln  der  Glelebiing  /(^*)=sO  ist,  und  also  aucb 
diese  Anzahl  auf  diese  Weise  iamer  mit  völliger  ^cberbeit  be-' 
Stiamt  werden  kann. 

Bezeichneu  wir  endlich  durch  O  die  Anzahl  der  in  der  fteihe 

/(O).  /W,  /,(0),  /3(0),  /,(o),  .... 

vorkommenden  Wechsel;  so  ist  nach  dem  o biegen  Satze  ßt' — O 
die  Anzahl  der  sämnitlichen  von  einander  verschiede- 
neu negativen,  0  —  /*  die  Apzahl  der  sämmtlicheu  vou 
einander  .verschiedenen  positiven  Wurzeln  der  Crlei* 
cbiiDg/(^)=0. 


D. 

QeatiaiMnng  der  Anzahl  der  zwischeu  gegebenen  Grän- 
zen  liegenden  .imaginären  Wurzeln .  einer  gegeben.en 

Gleichung. 

f.31.  ' 

Wir  wollen  «rant  neigen,  dass  jede  imaginire  Grosse 

flf»|-«  — 1,  in  welcher  übrigens  aucb  tr:=0  sein  kann,  wenn  Q 
eine  gewisse  positive  Grösse,  oi  einen  gewissen  Bogen  oder  Win» 


kel  bezeiebnet,  unter  der  Form  q  (cos  «»-f-sin        —  1),  so 

•       V^— 1  =  Q  (cos  fi>  +  Bin  0* \/  —  1) 

ist,  dargestellt  werden  kann.  Die  vorstebende  Gleicbnng  ist  nÜm- 
lich  erfüllt,  wenn  sich  die  beiden  Grössen  ^  und  cu,  deren  ers^ere 
positiv  sein  aoU,  so  bestimmen  lassen,  daas  sie  den  beiden  Glei- 
chungen 

Q  COS  (a  =  Ui  Q  SIU  WZ=ZV 

Seuiig'en.  Quadrirt  man  diese  beiden  Gleicbnngen,  und  addirt  sie 
aun  zu  einander,  so  erhält  man  '       .  ' 
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wo  die  Qoadratwvnel  poriÜT  gcaoiuieB  wurden  amu,  da  q  posU 
tiv  »ein  soll.  Dividirt  mm  mit  der  enten  der  iieideii  obigen  Giei- 
ehongen  in  die  sweite,  eo  erhält  Bon 

p 

teng  C0=s~, 

nnd  folglich,^ wenn  wir  dnreli  Arctaog     den  der  gonionetriicben 

Tangente  —  entsprechendeo  üogen  beseiolinen,  welcber  den  klein- 
■ten  nbeoluten  Werth  hat, 

I  «  SS  ArctaDg    -+-  xn, 

wo  X  eine  ganz«»  Z;tli1  hozeichnet,  über  die  nnn  noch  die  folgende 
BestioimuDg  gegebeu  werden  muss. 

Aus  der  Torstebenden  Gleichung  folgt 

cos  o> = ( —  Xy  •  coe  Aretaog  — ,  sin  o»  =  ( — 1)*. ..  sin  Arctang 

Da  nun  Arctang  —  den  der  goniometrischen  Tangente  ent- 
sprechenden Bogen  bezeichnet,  welcber  den  kleinsten  absoluten 
Werth  hat,  so  ist  eoe  Aictäbg iaiMer  positiv,  sin  Arctang  da- 

gegen  ist  positiv  oder  negativ,  jenachdem  —  positiv  oder  negativ 
ist  Also  ist  , 

€08  Arctang  — r==,  sin  Arctang  -^  =  — 

die  Quadratwurzel  positiv  genommen,  und  folglich 

cos  Arctang  —■  =  =£=.  .  ,        .  gm  Arctang  —  =  — !L 

das  obere  oder  uptere  Zeichen  genommen,  jenacbdem  m  positiv 
oder  negativ  ist,  woraus  sich  lemer  unmittelbar  einlebt,,  dasa 
immer 

cos  Arctang  ^  ===  zt -^====,  »in  Arctong  ~=:=iz   .  ^  • 
und  folglich 

o  eo»  Arctang  •~sdk«,  ^  sin  Arctang  ^=s:bir 

ist,  wenn  man  nur  immer  die  obern  oder  untern  Zeicben  nimmt, 
ienachdem  u  podtiv  oder  negutiv  ist  Folglich  ist  nach  dem 
Obigon 

Q  CO»  «  =  ± (—  1)* .  i>,  Q  tüa  w=db(—  1)*. 

wenn  man  die  obem  oder  untern  Zeichen  nimmt,  jenachdem  ti 
fomHf  od«r  Mgativ  i»t  Mint  man  mm  aber  nur  die  ganao.  Zahl 
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X  gerade  oder  iiii|^r«de,  jenachdem  •  poeiliv  oder  negativ  iat,  so 
ist  jedeneit 

Q  COS  ü)  z=ii,  Q  sin  at  z=z 

wie  es  dem  Obigen  zuf9lge  erforderlich  ist. 
Also  ist 

wenn  man  nar  die  an  sich  fibrigena  ffanx  wiHkübrliebe  gaaae.Zaki 

It  gerade;  oder  ungerade  nimmt,  ienachdem  die  firössc  v  positiv  oder 
negativ  ist,  wodurch  nun  sowohl  (f,  als  .auch  u»,  vollkommen  be- 
stimmt ist.  . 

^32. 

T^ehr Matz,  Es  seien  u  und  v  zwei  Functionen  der 
V  (■  r  ;i  II  d  0  rl  i  c  Ii  e  n  liriisse  die  zwisclieo  den  ti  ranzen 
9  =.*o  *  =  stetig  sind,  und  deren  jede  für  «  =  «o 
«  =  gleickeWerthe  erhält,  so  dass,  wenn  wir  die  den 
WertLen  «o>  der  veränderlichen  Grösse  9  entsprechen- 
den Werthe  dieser  beiden  Functionen  respective  durch 
«o,  und  Uyy  bezeichnen,  =  und  e^o  =:  r ,  ist;  so 
ist,  wenn  wir 

u-^  V  \/ — 1  =  q  (cos  oj  -4-  sin  w  \/ — 1) 

setzen,  und  annehmen,  dnss  auch  dorHog^en  w  eine  zwi- 
schen den  Gräuzeu  «  =  und  =  stetige  Function 
von  #  sei,  die  den  Grftnswerthen  #«  ^od  #,  der  v.erftnderli« 
eben  Grösse  «  entsprechenden  Werthe  von  ta  aber  durch 
itf,  und  o»i  bezeichnen,  der  den  Gränzen       und  jt,  ent- 

AI  II 

sprecbevde  Exeess  der  Function       der  Grösse  ^ 

gleich,  wo     die  bekannte  Bedentdng  hat.  ^ 
Beweis.  Nach  dem  vorigen  Paragraphen  ist 

ftfsArctang-^  -4-  xtt, 

wo  die  an  sieb  willkiilirliclie  ganze  Zahl  x  gerade  oder  ung^erade 
zu  nehmen  ist,  jenuchdem  u  positiv  oder  negativ  ist.  So  lange  u 
sein  Zeichen  nicht  verändert,  ist  also  »  constant,  oder  kann  we- 
nigstens immer. als  constant  angenommen  werden;  änderjt  aber  u 
sein  Zciriien,  so  muss  jederzeit  x  um  eine  Einheit  vermehrt  oder 
vermindert  werden,  oder  man  muss  auf  der  rechten  Seit«'  der  obi-. 
gen  Gleichung  7%  addiren  oder  subtrahiren,  wobei  es  itbriu^cos  an 
sieb  gatiz  vrillkübrlicb  ist,  ob  nwn  das  Knte  oder  das  Zweite  thnu 
virill. 

Hieraus  eigiebt  sich  nun  unmittelbar,  dass  • 

0»  —  »oSssArcteng  ~— Ärctang  ^  -4-  ^jr 

ist,  wo  die  ganze  Zahl  X  so  lange  constant  ist  oder  wenigstens 
immer  als  constant  angenommen  werden  kann,  so  lauge  u  sein 
Zeichen  nicht  ändert;  ändert  aber  m  sein  Zeichen,  so  muss  jederzeit 
X  um  eine  Einheit  vermehrt  oder  vermindert,  oder  es  mussauf  d«r 
rechten  Seite  der  obigen  Gleichnng  n  addirt  oder,  subtsabirt  vrar-* 
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dbHy  wobei  es  «ii  sieh  gMii  iriUkihilich  ist»  «b  mam  das  Ente  oder 

das  Zweite  tLnt. 

Wir  wollon  nun  annelimen,  dasa  9  sich  von  his  stetiß^ 
verändere,  so  verändern  sich  den  gemachten  Voraussetzungeu  ge- 

■äss'  anch  die  Grössen  a»  —  O!»  und  Arctang  ^  -  Arctang  —  stetig. 

Da  nach  der  Yoravssetzung  die  Function  n  sich  stetig  verändert»  . 
wenn  s  sich  von       bis       stetig  ändert,  so  wird  zwischen  den 
Grannen  «  =  «o        «  =     mit  jeder  Aenderunff  des  Zeichens  der 
Function  «  ein  Durchgang  derselben  dnrcb  Noll  rerbunden  sein, 

und  die  Function       wird  daher  jederzeit,  aber  auch  nur  dann, 

ihr  Zeichen  ändern  und  durch  Unendlich  gehen,  wenn  «  sein  Zei- 
chen ändert ,  wenn  nur  swisdMU  den  Griinzen  «  =  #o  nn<l  f*  =  »^ 
die  Functionen  m  und  r  nie  sUgleieh  verschwinden,  welches  aber 
mit  der  Voranssetsung»   dass'  ai»  und  folglich  natürlich  anch 

Arctang       sich  stetig  veräadem  ioU,  wenn  #  sich  von     bis  «j 

stetig  Terändert,  in  Widerspruch  stehen  würde»  tndeni  eineB  solchen 
gkucnseitigen  Terschwinden  der  Functionen  u  und  p  der  TttUig  un- 

hestipnite  Werth  ArdMPg  -—-  tou  Actang  ^  entsprechen  würde.  Ffir 

«ss#»  ist 

cü  z=  Wo,  Arctang  —  =  Arctang  ~  , 

also 

OH-aio  =  Arctang ~  Arctaag  ^ , 

oder  jLsO,  und  diese  Gleichung  bleibt  so  lance  richtig,  so  lange 
m  sein  Z^dien  nicbt  ändert»  oder,  was  nach  deaik  Obigen  dassdoe 

ist  y      sein  Zeichen  nicht  ändert  und  durch  dasiUnendliche  geht 

Aendert  nun  aber  das  erste  Mal  «  sein  Zeichen,  oder  findet,*  was 
nach,  den  Obigen  dasselbe  ist,  das  erste  Mal  eine  Aendemng  des 

Zeichens  und  ein  Durchgang  durch  das  Unendliche  der  Function  ^ 

Statt,  so  mnss  man  auf  der  rechten  Seite  der  obigen  CHeichung  n 

addiren  oder  subtrahiren.    Geht  —  vom  Negativen  durch  das  Cn- 

eudlicbe  sum  PositiTen  fiber,  so  springt  Arctang  mit  einem  Male 
You  —  4^  zu  {sr  Aber,  oder  nimmt  mit  einem  Male  um  ar 
zu;  gebt  tiagegco  vom  Positiven  dnrcb  das  Unendliche  sum  Ne- 
gativen über,  so  springt  Arctang      mit  einem  Male  von  -f-  jsr  su 

—  {7t  Aber,  oder  nisunt  mit  einem  Male  um  tt  ah;  weil  nun  u  unch 
der  Voraussetzung  zwischen  den  Gränzen  sz=^„  und  «  =  stetig 
sein  soll,  so  muss  man  offenbar  auf  der  rechteu  Saite  der  ohigen 
•  Gleichung  im  ersten  Falle  ir  subtrahiren,  im  swriten  Falle  dagegen 
V  addiren,  oder  es  wird 

Ol     (Ho  =:  Arctang      —  Arctang  ~  -f-  (~  1)^».  n 
ThiUJ,  jl 
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min,  wvoo  na*  ovr  fiir  /»|  eine  ungerade  oder  «iae  garada  ZaII 

setzt,  jenacbdem  —  durch  das  UneDdlichc  vum  Negativen  zum  Posi- 
tiven oder  vom  Positiven  zum  Negativen  übergeht.  Hieraus  ergiebt 
«ich  abar  sehr  iaiebt,  das«,  weao  swiscben  daa  ia  Bade  steheadea 
GräBtaqr  übarliäiipt  •  mit  aiaar  Aeadamag  daa  Zatchaas  Tarbaadadis 


DorchgäDge  der  FuaetioD  durch  das  Uaeadlicha  Statt  fiaden ,  je- 
deraeit 


»,  — a», 


oder 

a»,  — cso 

=Arctaiig^  -  Arctang  ^  H-|(-l)iU.+(-l)i".4-(-l)/'.4-...+(-l)^  j;r 

ädn  wird,  wa  Ib.  dar  Raihe  f»,,  ^„  »„iti  alle  vagarade  Zahlen 
Durchgängen  der  Fünetiaa  durch  daa  Cneadliehe  Tarn  Negatt- 
ven  aun  PositireB)  alle  gerade  Zahlen  dagegen  Durchgängen  d«r 

Function-^  durch  das  Unendliche  vom  Positiven  zum  Negativen 
entsprechea.  Ist  nun  £  der  den  Gränzen  entsprechende 
Ezcess  der  Function     ,  so  ist  offenbar 

Sr 

(_l)A«»4.(-l)A  +  (— 1)^-1-... =  — *, 
und  folglieh 

w,  — a>o  ==:Arctang  ^  ■— Arctang      —  tn, 

Nach  der  VoransMCzaBg  ist  aber  sr»  ssz      9«  s=    ,  also*na- 
tSrlidi  auch  Arctang  ^  =Aretang      nad  falglieh 

Wj  —  Wo  =  — 

.  Baiaiduiet  jetit  «  dea  Bzcess  der  Function  —  für  die  Griasan 

#o  und  #1,  so  ist  nach  §.23.,  weil  die  Grössen  —  und  —  einander 

gleich  sind,  also  natürlich  auch  gleiche  Vorzeichen  haben,  n  |  i— 0, 
— f,  und  folglich      — WQ=:€7tf  also 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

f.  33. 

Lehraatü.   Wenn,  indem  «,  fj  «' ,  e^;  w'",  f'";  u.  s.w. 

Functionen  von  «  sind,  welche,  so  wie  die  auf  analoge  x. 
Weise  wie  im  vorigen  Paragraphen  bezeichneten  Func», 
tianaa  oi,  a>',  oi",  a»  aftmaitlich  den  BadiBgnagen 

dea  Torigan  Satsaa  gaBiigen,  and 
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iii»  dit  4eB  Cranz en      und  «,  «MtavreelieD^tti  Bzeeii«  ^ 

der  Fanctionen  — ,  ^5  p;,      ,  u.  •.  w,  und  ^   aber  re- 

■peotive  dnrck     0^,  0^',      n^i,  w.  and  S  beieickael  wer- 
den; ••  Ut  jederseit 

JB  e'  Hh"  e^     e''     •  •  •  • 

*       Benreii.  Msv  eetie  . 

I  u  H-f  \X — 1=^  (coatu  +8iDCü  1/ — 1), 

-hV  \/—\  =  p  (cosü)'  -Hsinw'  ^^), 
,^_|_e^'  =  o"(co8(«>''-f-8inw"  \/^), 

n.  f  .  w. 

•Iso     

{u-^v  l/— 1)  (» -f-t^  l/— 1)  l/— 1)  

■e  iit,  wie  warn  Billelet  leiekter  Eeckiunf  fiadet, 

•   

nnd  folglich,  wenn 
geeetxt  wird, 

wenn  rich^uDBlttellMir  ergiebt,  den  uck  die  FooetieBen  17,V,Q 
den  Bedingungen  des  vorigen  Satxes  roilitiUidig  genfigen.  Bedient 
man  sich  nun  ähnlicher  BeseieknongeB  wie  lieiM  verigen  Satse»  ao 

ist  nuch  diesem  Satze 

und 

WeU  BBB  Back  dem  Okigea 

und  folglich 

i^i— -Qq  ,  a>.'— <  .   a»,"-«,"  .   «/"-^g»,**  . 

iat,  80  ist 

B  sas   ■4"  ^  *^       e^^H  •••• » 

wie  bewiesen  werden  sollte. 


f 


52  . 

Wir  wollen  ans  jetzt  in  einer  Ebene  eine  geschlosseDe  Carre 
denken,  wollen  in  derselben  einen  beliebi^n  Puukf  als  Aufangs- 
punkt  der  Bochen  annehmen,  und  wollen,  indem  wir  ein  beliebiges 
rechtwinkliges  Coordinntens^rBteai  sim  Gmnde  legen  ^  die  Coordi- 
nnten  ^,  y  eines  jeden  Punktes  dieser  Curve  als  Functionen  des 
von  dem  Anfangspunkte  M  au  nach  einer  bestimmten  Richtung  hin 
genommenen ,  und  bei  dem  Punkte  {äsi/)  sich  endigenden  llogens  9 
derselben  betrachtcu.  Der  ganze  Umfang  der  Curve  soll  durch  c 
bezeichaet  werden.  Ist.  nun  der  durch  die  Coordinaten  i»,  ß  be- 
stimmte Punkt  A  evn  ganz  helieblp^er  Punkt  in  der  Kl» rnc  der  Curve, 
so  sind  niich  den  einfachsten  Formeln  der  Lehre  von  der  Verwand- 
lung der  Coordinaten  a: — a,  y^ß  die  Coordinaten  des  Punktes  [^y) 
der  Cnrve  in  Besag  auf  ein  dem  primitlveo  paralleles  Ceordipaten- 
system,  dessen  An&ig  der  Punkt  A  ist,  nuü,  wenn  wir« 

dP— a  =s n  cos 0»,  If'—'f  =s ^  sinic» 

setsen,  so  sind  q  die  nolaiien  Coordinaten  des  Punktes  {a:y)  in 
Bezng  auf  «ton  Piuikt  A  aÜ  Pol  und  den  positiven  Theil  der 
Absrissenaxe  des  sccundären  rechtwinkliß^en  Systems  als  Axr  dor 
polaren  Coordinaten,  von  welcher  an  die  Wiukel  oder  Bo^cu  m 
Back  der  Seite  der  positiven  seeundiren  rechtwinkligen  Ordinaten 
bin  ij^Külilt  werden.  Bezeichnen  ^r  nun,  indem  wir  annehmen,  dass 
'w  sich  stetig  verändert,  wenn  *  sich  von  0  his  c  stetig  verändert, 
die  den.Werthen  0  und  c  des  Bo6;ens  «  entsprechenden  Werthe 
von  ta  durch  (Oq  und  o^,,  so  ist  nach  §.  32.  offenbar 


der  den  Gränzen  0  und  c  entsprechende  Kxcess  der  Function 

Hierbei  ist  angenommen  worden,  dass  m  sich  von  0  bis  c  stelig 
TeiHndert,  oder  dass  der  Radius  Victor  q  den  ffansen  ümfang  der 
Clirve  von  jiM  an  bis  wieder  zu  AM  durchlaufen  habe,  l^iegt 
n^n  der  Punkte  oder  {aß)  innerhalb  unserer  Curre,  so  ist.el^enhar 


Lie^t  dagegen  der  Punkt  A  oder  {aß)  ausserhalb  .  unserer  Curve, 
so  ist  offenbar 

A  Wl   Ü)_ 

e»,  SSO»«,  »,  —Wo  =s«,  *==  = 

Der  den  Gränsen  0  und  e  entsprechende  Bzcesli  der  Pnnetiott 

ist  also  2  oder  0,  jenaehdem  der  Punkt  (a/9)  innerhalb  oder  aui^- 
halb  der  Cune  liegt.  '  * 

Wir  wollen  nun  annehsien,  dass  die  Gleichnng^  des  jsten 
Grades   

die  u  sämmtlich  unter  einander  ungleichen  reellen  oder  imaginären 

Wurzeln  . 

v-h  t^'+ß'      ^"-^ß"  v—h  a"'+r  v/^i» «...  * 
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|^_a"H-(y-ni/--M  

Die  deo  Gräozen  0,  c  cDtsprechenden  Excesse  der  Fonctiooen 

S  —  g    X  —  a     X  —  «"    X  —  ff'" 

F^'  y-r  V-r' 

wollen  wir  durch  €'\  e"*,  .  .  .  .  bezeichnen,  und  wollen  anneh- 

meo,  dasa  keiner  der  Punkte  (a  (a'  /J  ),  (a"  (u  '  /^"),  .... 
ein  Punkt  onierer  C^rve  sei;  to  ist  Bsch  deak  Vorhei^heiideB 

9  =sll  oder  e  =0, 

e'  =2  oder  e'  =0, 
^=2  oder  e"  =0, 
^"  =  2  oder  e"'  =  0,  , 

U.  8.  W. 

jcnachdem  die  Punkte  (a       (a'/?'j.  («"/?;'),  (a'" /?"')  innerhalb 

oder  ausserhalb  der  Curve  liegen.  Bezeichnen  wir  daher  die  An. 
sahl  der  iaiierbalb  der  CNirve  Hegenden  Punkte  durdi  m  iit, 
weil  die  Kxcesse  e'*,  ....  der  2  gleich  sind  oder  ver- 

schwinden, jenachdem  die  entsprechenden  Punkte  innerhalb  oder 
ausserhalb  der  Cur\c  liegten,  ofTenbar 

und  folglich 

Selsen  wir  nun  aber 
•lio  nach  den  Obigen 

und  bezeichnen  den  Excess  der  Function  ^  fiir  die  Gränzen  0,  c 
durch  JS\  so  ist  nach  §.33. 

^=  -t- ^ -h  «" -I- <?"' -H . . . ., 

und  nach  dem  Obigen  folglieh  m^^E^  woraUB  sich  der  folgende 

merkwürdige  Satz  crgiebt: 

Es  sei  f(a:'\-y\/  —  1)=  T-j-  F  V/—  1  =0  eine  belie- 
bige Gleicbunff  mit  lauter  ungleichen  Wurzeln.  Wenn 
linn  in  einer  Enene  eine  geschToiteneXorve,  deren  Ub- 
fano^  c  sein  mag,  beschrieben  ist,  nnd  die  reehtwinkli- 
gen  Coordinaten  der  Punkte  dieser  Curve  als  zwischen 
den  Gränzen  0  und  c  stetige  Functioneu  der  entspre* 
cbenden  von  einem  gewissen  Anfangspunkte  nn  gerech- 
neten Bogen  der  Curve  betrachtet  werdan  können;  so 
iit  die  Ansahi  dai  iBBerh»lh  diaaar  Carve  liogeBdoB 
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.  ^nkte,  deren  Coordinnten,  für  »  nnd  y  in  dtedeie 
ebuDg  /(^'-fc-y  — 1)=0  gesetst,  -dieser  Gleichung  ge- 
nügen, jederzeit  dem  halben  Excesse  der  Function  -y 

für  die  Gränzea  0,  c  gleich,  wenn  nur  die  Curve  lö  be- 
schaffen ist,  dass  die  Coordinnten  keines  ihrer  Punkte, 

für  SB  nnd  y  gesertnt,  der  Gleichung  /(^  +  y  1/  — 1)=0 
genilgen. 

f»35. 

Wenn  ttns  nnn  die  lauter  ubgleiche  Wurzeln  habende  Gleichung 

ffegd»en  ist,  so  wollen  wir  jetzt  zu  bestinnen  sucheta,  wie  viele 
Wurzeln  dieser  Gleichung  es  giebt,  deren  reeller  Theil  zwischen 
den  Gränzen  .2:«,  X,  und  deren  Factor  der  imaginären  Grösse 

\/ — 1  zwischen  den  Gränzen  y^^  y  enthalten  ist,  wobei  wir  aber 

annehmen  wollen,  dass     -+- y  \/  —  1  weder  fiir  ^  =  ^0,  noch 
für  d?s=;  X,  noch  für  y  ssf«,  neeh  für  y^  Feine  Wnnel  nnse-  ' 

rer  Gleichung  wird.    %u  dem  Ende  wollen  wir  uns  j?q,  y,  nnd 

X,  y  als  die  rechtwinkligen  Coordinaten  zweier  Punkte  in  einem 
heUebigen  recbtwinkUgea  Coordinatensysteme  denken,  und  wollen 
dnreh  die  Bndininkte  der  den  Ordlnaten  y«;  Y  entiqpreehenden  ff^- 
raden  Linien  Parallelen  mit  der  Abscisaenaxe  ziehen,  ao  werden 
diese  Parallelen  in  Gemeioschaft  mit  den,  den  Ordinateo  y^,  F  ent- 
sprechenden, nöthigenfalls  verlängerten  Linien  jederzeit  ein  Recht- 
eck einschli'essen.  Die  Coordinaten  eines  jeden  l*uaktes  innerhalb 
dieses  Rechtecks  liegen  offenbar  zwischen  den  Grinsen  at^^  X 
nnd  yor  T-,  und  unsere  Aufgabe  wird  daher  offenbar  gelöst  sein, 
wenn  wir  bestimmen  können  ^  wie  viel  Punkte  innerhalb  dieses 
Rechtecks  es  giebt,  deren  Coordinaten  für  x  und  y  gesetzt,  der. 
gegebenen  Gleichung  : 

genttgen,  aitf  welche  Bestimmung  wir  demnach  jetzt  unser  Augen- 
HierlL  allein  werden  sn  richten  hwen. 

Die  durch  den  Endpunkt  von  y^  gehende,  der  Ahscissenaxe 

Earallele  Seite  unsers  Rechtecks  soll  als  die  erste;  die  durch  den 
Indpunkt  von  X  gehende,  der  Ordinotena^e  parallele  Seite  soll 
als  die'  sweite;  die  dnrqh  den  Endpunkt,  yon  x  gehende,  der  Ah« 
,     scissenaxe  parallele  Seite  soll  als  die  dritte;  die  durch  den  End- 

Snnkt  von        gehende,  der  Ordinatenaxe  parallele  Seite  soll  als 
ie  vierte  Seite  unsers  Hechtecks  angenommen  werden.   Für  jeden 
Punkte  in  der  ersten,  zweiten,  dritten,  vierten  Seite  ist  respective 

y=yo,  ^=Ä,  .y  =  y,  a:^x^^ 

und  weil  nun  nach  der  Voraussetzung  nie 

/(^■f-ya^/^)  =  o, 
/(X4-y  \/~l)  =  0, 
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•ein  toll,  so  geirag««  die  Coordiiiatea  keiM  PimktM  in  deni  fjm- 

futre  unsers  Rechtecks  der  gegebenen  GleicI)UDg/|^;r+y  |A--l)=d9y 
ODcT  der  Umfang  dieses  Rechtecks  kann  also  als  die  im  vorigen 
Paragraphen  betrachtete  geschlossene  Cune  angenommen  werden. 

Die  Längen  der  vier  Seiten  unsers  Rechtecks  seien  nach  der 
Reihe  c,,  c,,  c.,  c«,  nod  H-<^s +    +<?4  sei  gnnse 

ünlnng  des  Bedktecks.  Der  Rüne  wegen  wollen  wir 

•etsen,  nnd  der  den  Gränzen  s  =  0,  sz=c,  wobei  der  vorige  Pa- 
ra|^|»b  zu  vergleichen  ist,  entsprechende  Excess  dieser  Function 
sei  £;  so  ist  nach  den  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen 
Snise  iß  die  Gittsse,  welche  wir  suchen,  nnd  es  wird  nun  darauf 
•nJtosiaien,  sn  seigen,  wie  der  Excess  E  gefunden  werden  kann. 

Für  jeden  Piinkt  der  ersten  Seite  ist  yr=y^  und  folglich 
9p(ar,  y)  =  <jp(.r,  7/,,).  Für  #=0  und  *=c,  ist  respective  0?=.!:, 
und  ar=Ä;  also  ist.  der  Excess  von  j)p(;>:,  y)  für  die  Gränzen 
«=0  und  «<=e,  oÄnbar  dem  Bzcesse  Yon  cp(^,  y«)  filr  die 
Grinsen  a:==je^  nnd  «=X,  welchen  wir  dnrcn  Msdchnen 
wollen,  gleich. 

Für  jeden  Punkt  der  zweiten  Seite  ist  .t=  X.  und  folglich 
Sp(<^>  v)  =  jp(A;  y)-  Für  s  =  c^  und  «  =  c, ist  yrsy^  und 
ysx;  also  ist  der  Kzcess  Ton  y)  für  die  Gränzen  «r=s0, 

und  #  =  dem  Fxcesse  von  yfX,  y)  für  die  Gränzen 

y  =  yo  und  yssiY,  welchen  wir  durch  durch  JBji  beseichnen  wol- 
len, gleich. 

Für  jeden  Punkt  der  dritten  Seite  ist  y=  1',  und  folglich 
5p(.r,  ^)  =  a{j:,  Y).  F8r*  =  c, -f-c,  und  #  =  c,  +  r,  ist 
jc=jC  und  Ofssaf^;  also  ist  der  Excess  von  9»(«,  y)  Ar  die 

Gränzen  ;T  =  r,-t-r,  und  *  =  r,-Hr,  H-r,  dem  Excesse  von 
5p(a:,  1  J  tiir  die  Gränzen  a:  =  X  uud  welchen  wir  durch 

jE'y  bezeichnen  wolleo,  gleich.  , 

Für  jeden  Punkt  der  .Tieften  Seite  ist  orassdr»,  nnd  folglich 

9f)e=<jp(^„,  y).  Für  ss=Be,H-c,H-<r,  und  j=c,-M,-H?,-^c..==<: 
ist  y  =  1  und  y  =  yoi  olso  ist  der  Hxcess  von  (p{a:,  y)  für  die 
Gränzen  *  =  r, -|- -+- r,  und  *  =  f , -f- c,  H- -h  =  c  dem 
Excesse  von  ^{^'o-,  y)  für  die  Gränzen  y=  Y  und  yz=.y^^  welchen 
irir  dnrdi  J^jr»  beseichnen  wollen,  gleidi. 

Auf  der  Stelle  erhellet  nun  aber  aos  deai  nllgeaieinen  Begriffe 
des  Excesses  die  Richtigkeit  der  Gleichung 

Ey^,  Ex,  Er,  Bs. 
die  Bzcctose  der  Functionen 

fiir  die  Gzänsen 

lind»  weldie  nneh  den  in  der  zweiten  Äbtheilung  dieser  AUaud^ 
long  gegebenes  Regeln  inaer  berechnet  werden  können« 


Bezeichnen  wir  nun  aber  die  den  Gränzen  .r^,  X  und  ^ 
entspreclieDiieii  lj)xcesse  der  Fuuctiooeo  ^(^r,  und  9)(^o)  y) 
dnrai  Er  und  so  erhellet  aot  dem  ulfeneucii  Begnie  des 
Bzeesieii  anf  4w  Stolle,  deu 

iat,  und  Rsdi  dem  Qblgeo  iai  folglich 

und  also  die  Grösse,  welche  unr  snchen, 


Exi  Es^f  Et*  Ega 
die  Execsie  der  FluieiioneB 

sK^>  y)»  9(^o>  y)»       i"),  sp(*»  yo) 

für  die  Grttuen 

sind,  welche  nach  den  in  der  zweiten  Abtheiiung  dieses  Aufsatzes 
etttwickelteD  Regeln  jedeneit  gefunden  werden  konven. 

Das  in  dem  Vorhergehenden  enthaltene,  von  Cauchy  g^eftto- 
dene,  in  jeder  Beziehung  höchst  merkwürdige  und  wichtige  Theo- 
rem ist,  in  Verbindung  mit  dem  Satze  von  Sturm,  und  den  im 
Obigen  entwickelten  allgemeinen  Regeln  zur  Berechuuuff  des  Ex- 
cesses  gebrochener  Functionen,  im  eigentlichen  Sinne  als  nen  ge- 
wonnenes Land  in  der  Theorie  der  Gleichungen  zu  betraclitpti, 
und  wird  als  eine  der  wichtigsten  Krfiudungen  auf  dem  Gebiete 
der  Mathematik  dem  gegenwärtigen  Jahrhundert  jederzeit  zur  t)hre 
nnd  zum  Ruhme  gereichen  ,  wobei  auch  noch  die  ganz  elementare 
Darstellang,  welche  man  im  Obigen  kennen  gelernt  hat,  ganz  be- 
sonders hervorgehoben  zu  werden  verdient.  Ganz  richtig  sagt 
Herr  Abbö  Aloigno  im  Eingange  seiner  Abhandlung:  ,, Lagrange 
et  Legendre  auraient  en  effibt  en  de  la  peine  k  croire  qu*on  anrre* 
rait  [)iir  des  procdd^s  tr^s  dldmctttaires  k  d^terminer,  pour  nne 
^quation  de  degrd  quelconque,  le  nombre  des  racines  imaginaires 

dont  la  partic  reelle  et  le  coefficient  de  \/'  —  1  sont  compris  entre 
des  limites  donn^es*';  womit  wir  unsere  DarsteUung  dieses  höchst 
wichtigen  Gegenstandes  heschliessen  wollen. 
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VI. 

« 

Neoe  Beweise  einiger  Satze  und  AHgemeine 
Bemerkungen  über  eine  in  der  Analyals  in  ge- 
wisse Fälen  gebrftuehliche  Art  der  Beweis- 
fuhrung. 

Von  dea 

ff 

Uefm  Doctor  Stern 

SU  Güttingen. 


Eine  grosse  Anzniil  comhinatorisclicr  Lehrsätze  wird  bis  jetzt 
in  den  Learbücheru  dadurch  bewieseo,  duss  mau  sie  «n  die  B«- 
tniclit«B|f  «Mr  Mek  den  PotenijeD  einer  beliebigen  Gröne  »  fort» 
schreitenden  Reihe  anknüpft.  Dahin  gehört  x.  nm  nur  ganz 
Elementares  zu  erwähnen,  das  übliche  Verfahren,  wie  man  die  Ke- 
cursioDsformel  t]ir  die  Cocfücienteu  der  «ten  Poten»  eines  Poiyno- 
ninins,  den  ZmuunMenhang^  der  Cocfficienten  in  der  Ex|ieBentielreibe 
und  Aehuliches  findet.  Auch  die  merkwürdigen  Untersuchuni^ra 
über  die  Theilun^  der  Zahlen,  welche  Eulcr  in  dem  It).  Cap. 
seiner  ICinleitunff  in  die  Analysis  des  Unendlichen  angestellt  hat, 
beruhen  gänzlich  auf  Betrachtung  solcher  Reihen  und  es  ist  bis 
jetst,  no  viel  mir  bekannt  ist,  nicht  gelungen,  die  dort  gefundenen 
9&tB€>die  elementarsten  abgerechnet,  ohne  HUIfe  der  Reihen  abzu- 
leiten. So  fruchtbar  auch  diese  Art  der  Beweisführung  ist,  so 
scheint  sie  doch  einen  wissenschaftlichen  Mangel  zu  haben,  inso- 
ftrn  nie  ein  BleaeBt  einflibrt,  welebci  in  den  sn  bcwebenden 
Sätzen  gar  nicht  Torkommt.  Sie  hat  bierin  Aehn liebkeit  mit  dem 
Verfahren  der  synthetischen  Geometrie,  die  Hülfslinicn  einführt, 
welcUe  ebenfalls  den  zu  beweisenden  Sätzen  fremd  sind.  So  wie 
ei  aber  iii  leMicr  Zeit  gelangen  igt,  solche  HilficonetmetioBen 
fiMt  gänzlich  Ottlbehrlich  zu  machen,  so  scheint  es  auch  wünscheni- 
wertn,  dass  man  alle  Sätze,  die  nicht  zu  der  Theorie  der  Reihen 
gehören,  ohne  deren  Uülfe  finde,  ich  hofie  bei  einer  anderen  Ge> 
legenheit  nachzuweisen,  wie  dies  bei  allen  erwähnten  Eul ersehen 
Sätzen  geleistet  werden  kann  und  will  hier  vorläufig  nur  tür  eiaea 
derselben  elnea  aebr  «infachii  Beweis  geben.  Dieier  aebr  bekaaata 
Satz  sagt, 

dass  man  alle  ganzen  Zahlen  aus  den  Gliedern  der 
nach  den  Potattaan  van  t  fortgebaBdan  gaametri» 
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scheD  Progreiiion,  so  dati  iedei  Glied  mnr  eiiMal 
torkommt,  durch  Addition  bilden  kann  nndswar  nnr 
auf  eine  einzige  Weise. 

Die  AnzabI  der  CombinatioDen  ohne  Wiederbolungen,  die  HUUI 
aiu  den  «■  + 1  Elementen  1,  2,  'i* , ,  »"i^  bilden  iuinp,  ist 

•"♦■*  +  ~r72 — "  1.2.3 —  ...=«»«—1. 

Unter  diesen  CombinatioDsformen  können  nie  zwei  dem  VVerthe 
Ducb  gleich  sein,  wenn  man  sich  die  Elemente  durch  Addition  ver- 
Iranden  denkt  Die  awei  FormeB,  weldie  gleiek  «ein  sollten, 
r  beide  oder  keino  von  beiden  dan  VlesMnt  1  aaU 


müssten  entweder 
halten«  üel  nun  die  eine 

 |.2^  +  if, 

die  andere  , 

2/. +  2/.;... -1-2/. -4- üf, 

wo  Af  die  Somme  der  Elemente  bezeiehnen  soll,  die  beiden  Grup- 
pen geneinschsftlid  sind,  so  dass.also      /r,, ...  /i» 
säsiflitlicli  unter  einander  Tersehiedene  SSablen  sind.    Man  liitta 
■Itbin, 

nnn      den  kleinsten  Exponenten,  so  bitte  man 


namöglich  ist,  da  keine  der  Zahlen  Xr, — At^,  ...  Air  — 
/, — ...  /n  —  gleich  Noll  sein  kann.  Jede  der  t^"**— 1 
Coinbinatlonsformen  nulss  also  einen  anderen  Werth  haben.  -Nun 
ist  der  Werth  der  ersten  und  kleinsten  Combination.sform  =1,  der 
der  letzten  und  grössten  =  1 -f- 2 2»  .  .  .  -h  2"«  =  2«-+-i  —  Ij 
mithin  müssen  die  dazwischen  liegenden  Combinationen  alle  gan- 
sen  Zahlen,  swisehen  1  vnd  Ä****  —  1  und  swar  jede  nnr  einnwl 
g^en. 

Auf  dieselbe  Weise  kann  man  auch  den  anderen  bekannten 
Satz  beweisen,  dasß  man  jede  Zahl  aus  der  nach  Potenzen 
von  3  aufsteigenden  geometrischen  Progression  durch 
Addition  und  Subtraktion,  und  zwar  nur  auf  eine  Weise, 

bilden  k#nB* 


In  den  Nov.  Act.  Acad.  Petr.  T.  IX.  p.  44  liadat  Bsler  SMt 
Bilfe  der  Integralrechnung  dan  Ausdruck 

i_  i_  .  j_  5  .  JL  A  i. 

2  — J       7  •  11       7  *  11  •  15  

Die  Richtigkeit  dieses  Ausdrucks  lässt  sich  auch  leicht  vermit- 
telst  der  Theorie  der  Kettenbrüche  nachweisen.    Es  ist  nämlich 

T^T^  5  =  1515»  *  =  «.«.w.,  mithin 
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24— «t>l» 
SS  «le. 

•  Verwandelt  man  diesen  Kettenbruch  nack  der  bekiUtmi  Mtfthsde 
im  «i^  Rflike,  so  erfcHH  mo  den  obigmi  AmMtmIc, 


% 

Torners-EigeiHidiaft  d<»>  nngmideo  Zahlen.. 

Mitgetheilt  and 'bewiesen  vooi 

Herausgeber. 


In  der  Tenumlang  brittiseher  Gelehrten,  irelcbe  im  Septea* 
'ber  1837  so  LiTeriiool  gehalten  wurde,  theilte  Sir  W.  Hamilton 
foIs:cnde  von  Tomer  gefundene  Eigenschaft  deV  ■ngenden  Zah- 
len mit: 

Wenn  man  die  Snmnien  der  Isten;  der  tttu  «iid  Steix 
der  4ten,  5ten  und  Oten;  der  7ten,  Sten^Hteunud 

lOten;  u.  s.  tv.  unp^eraden  Zahl  bildet;  so  erhält  mmu 
die  Cuhi  der  natürlichen  Zahlen  nach  der  Reihe. 
Es  iiit  uämlich 

1«=  1, 

2»=  3-1-5, 
3»=  7-h9-+-ll, 

5  •     21 H- S3  H- S5 S7 + tO> 
o.  1.  w. 

welehei  unf  folgende  Art  leicht  bewiesen  werden  kan^. 

Die  ersten  Glieder  der  arithmetisckeu  Reihen,  deren  Summen 
durch  die  Cobikxahlen  1%  2j,  3',  4*,  dargestellt  werden 

Bollen,  sind 

1  .0-f-l,  2.  1-hl,  3/2-4-1,  4.3-1-1,  5.4-M,...,»(#»— l)-hl; 

welches  leicht  durch  den  Schluss  von  »  auf  is  +  l  bevriesen  wer- 
te krau,  inden  nämlich,  wenn  dieses  Qcseti  ftr  i»  gilt,  4tm 
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erste  Glied  der  arithoiftischen  Reibe,  deren  Saame  nach  dem 
TarBeriehtfn  S«titt  dmeh  dargesteilt  w«rdeii  mII,  auh 

der  Lehre  tob  den  aritbnetiielieB  PiogressioneB  offenbar  ^ 

so  dMS  Biso  das  besneikte  Geseti  fär  »+1  gilt,  wenn  es  filr 
ft  gilt,  nnd  daher  allgemein  riehtig  ist. 

Hiernach  kommt  es  nun,  um  den  TnrBCTiehen  Sats  sa  bo« 

weisen,  bloss  darauf  an,  zu  zeigen,  dass 

I» » =  I  «(is  - 1 ) -I- 1 } -h  I      —  1) 3 }  +  I « ( «  - 1 )  +  5  j -h  . . . 

H-ji»(«— l)-f-2/*-l| 

ist.  Die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  ist 
aber  eiue  gewöhnliche  arithmetische  Reibe,  deren  Summe  be- 
kanntlicb 

Ml»  - 1)  -I-  1 1  H-  I      -  1)  -j.  ftl  -  1 1 

ist,  welebes  bewiesen  wetden  sollte.  • 

Mittelst  dieses  Turnersohea  Satzes  kann '  man  nun  anob  leiebt 
die  Reihe  der  Cuhikzahleo  P,  2%  3',  4%  , , , ,  m*  snmmiren« 

Nach  demselben  ist  nämlich  ofteobar 

1 » -h  2  •  +  3 '     4 « -4- . . .  4- <»»  =  1 3 5  H- 7 -4- 0 . . . 
und  folglich»  weil 

also  l{n-{-l)t»  die  Anzahl  der  Glieder  der  arithmetischen  Reihe 
auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  ist,  nach  der  Lehre 
Ton  den  aritbm<^iseben  Progresnonen 

1. +a. +3- +4. +         =  i±iöf±ii2=M . 

wodurch  die  Summe  der  dritten  Potenien  der  natUrlieben  Zableo 

gefunden  ist. 

Als  eine  Eigenschaft  der  geraden  Zahlen  kann  man  sieb  fol- 
genden ebenfalls  leicht  zu  beweisenden  jSatz  merken: 

P-t-l  =  l(l»H-l)=  2, 

2«-f-2  =  2(2»-M)=  4-h6, 

3«  +  3z=3(3^-i-l)=  84-10-1-12, 

4»-^4  =  4(4»-t-l)  =  14H-16  +  18-i-20, 

5*  H-  5 = 5(5  * i)  3=  32  4-  ^ + M  H-  28  30, 
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VIII. 

Einige  Resultate  aus  verglichenen  Barometer- 
Beabachtungen  in  Berlin  und  jNeustadt- 

fiberswalde. 

Vpo  den 

Herrn  Professor  F.  \V.  Selm  ei  der 

an  der  Küuigltcheu  hölieru  Fori>t*L«br«AuüUlc  zu  Neu«Udt-Ebers\valde. 


Eine  Reihe  fortlaufender  meteorologischer  Beobachtungen,  die 
idi  im  des  Jahren  1835  nnd  1836  ifnf  Varanlaasang  des  Herrn  Praf. 

Berghaus  am  hiesigen  Orte  (Neusindt-EberBwalde)  sechsmal  täg« 
lieh  anstellte,  vertflicli  ich,  soweit  sie  das  Barometer  heiraten,  für 
den  Zeitraum  vom  I.Januar  his  11.  März  1836  durch  graphische 
Darstellung  mit-  deo  gleicbteitigeu  Beabachtungen  des  Harm  PfoC 
Mädlcr  in  Berlin.  Der  Nullpunkt  meines  BarOMeters  (Pistor'schea 
mikroskopisches  Heber- B.  Nr.  135,  der  hiesigen  König!.  Forstlehr- 
anstalt  gehörig)  lag  04,8d  pariser  Fuss  über  der  Ostsee  bei  feiwine- 
miade,  wie  dvrch  aiaaB  toii  dem  K.  IngMiieurgeographen  Rami 
Bertram  und  mir  bewirkten  Anschluss  an  das  Nivellement  des 
Herrn  Majors  Baeyer  zwischen  Swinemiinde  und  Horlin,  und  zwar 
an  die  Station  Pimpinellenberg  hei  Oderherg,  ermilteit  wurden  war. — 
Die  analoge  Bestimmung  für  das  Mädle^scbe  Barometer  ist  mir 
■iebt  belcMnt  geworden;  aar  so  yiel  ist  gewiss,  dasa  eine  HHheiH 
differcnz  beider  Beobuchtungsorto  vorhanden  war,  und  diese  wenig- 
stens 'i 5  Fuss  (Berlin  über  r^ieustadt)  betragen  musste.  (\ergl.  Ni- 
vellement zwischen  Mwiuemünde  und  Berlin,  von  J.  J.  Baeyer, 
Berlin  1840,  Seite  11t.)—  Die  M ädlerseben  Bcabaebtnagen  ent- 
■abB  icb  (UM  dor  Berliner  Vossischen  Zeitung,  wo  sie  für  •+■  IQ^R, 
Normaltemperatur  des  Quecksilbers  ,  täglich  mitgetheilt  werden, 
nachdem  ich  sie  wie  die  meinigen  auf  0"  Normaltemperatur  reducirt 
hatte.  Die  bomoatale  Entfemnn^  beider  Beobachtungsorte  beträgt 
ehngefäbr  CiMeilcu,  und  ihre  Verbindungslinie,  von  Berlin  aua 
norilöstlich,  fällt  in  diaBichtnag  dar  kerrachenden  stärkeren  Winde 
und  Stürme. 

Die  Barometerstände  während  des  oben  bezeichneten  Zeitraums 
•waren  sehr  verinderlieb;  Parioden  hdherer  nnd  bober  Stinda  (über 

^  Zoll)  wechselten  in  kurzen  Uebergängen  mit  ausgeseiehnet  nie» 
derem  Luftdruck ,  der  einmal  sogar  unter  27  Zoll  liemb(png  (den^ 
30.  Januar  Mittags,  wo  ich  321,92'"  beobachtete). 


Den  ffieiebneitigen  Ganjg  beider  Rnr?en  bnbe  Ich  nnf  Tafel  I. 
in  einer  SSeicbnnng  intwormi>  in  der  Art»  daü  ikra  Ordlnaton  die 
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lSaroiiieter1i9hMi  namittelbv  in  pariser  HawH^  linga  sw«i  wat  27*  md 

28^'  bezeichneten  Abscissenuxen  darstellen,  woraus  derVorftiieil  ent- 
steht, dass  man  den  Gan^  der  barometrischen  Diiferenzen  sofort 
in  demselben  Maassstabe  erblickt,  wie  ihn  die  Scala  des  Instrumenta 
aaseigte.  Obgleich  der  Zeitraum  der  verglidieBea  Beobaehtnnffea 
nur  kurz  ist,  SO  idgen  sidi  deck  als  deulich  herrortreCoid  fol- 
gende Phänomene: 

1)  Die^Neuatädtej^  Jikurve  üeffC  fast  überall  höber  als  die  Berli- 
ner, wie  sich  oDB'ehia  nach  dar  adhendilterenz  beider  Orte  erwar- 
ten  Hess.  Nur  am  lt.,  28.,  30.  und  31.  Januar  und  am  16.  Februar 
war  der  Barometerstand  in  Neustadt  kurze  Zeit  hindurch  niedriger 
als  der  in  Berlin,  aber  mit  so  geringen  Unterschieden,  dass  sie  bei. 
dem  Maassstube  der  Zeichnunjc  nicht  überall  sichtbar  werden. 

2)  Alle  badeatenden  ^afgänge  and^Nledergänga-aiad  * 
heiden  Kurven  gemein. 

3)  Aber  das  Phänomen,  weiches  ich  hauptsächlich  hier  zur 
Sprache  bringen  wollte,  ist  dieA'^eränderlichkeit  in  derDiffe- 
raars  der  Baro«etenit&ade  an  beiden  BeobaehCaagaartea,  nnd  dabei 
das  Gesetx  dieser  Terändcrliehkeit  in  den  mit  sahireichen  Wind* 
and  Sturmperioden  durchzogenen  Monaten  Januar  und  Februar: 

Bei  jedem  bedeutenden  .und  plötzlichen  ^iiedergan^ 
des  Barometers  nfthera  sieh  drie  Nanstädter  und  Berli- 
ner Kurven,  zuweilen  fast  bis  zur  Kongroeas  (a.a.a.daii 
18.,  23.,  29.  und  30.  Januar),  bei  jedem  Aufgange  trennen 
sie  sich  wieder,  und  in  den  Perioden  der  höheren  Baro- 
meterstände und  bei  mehr  windstiller  und  beständiger 
Witterna|[  sind  die  Abweiehnngen  am  grössten.  Kio 
Gleiches  findet  Statt  bei  Niedergängen,  die  allmählich 
erfolgen,  und  bei  tiefen  Barometerständen,  welchemeh* 
rere  Tage  mit  geringeren  Schwankungen  anhalten. 

Anar«Bffs  kaaa  dlalNiferans  der  BaraaMterhÖhen  aa  iwal  9tr  ' 
tan,  die  nient  in  demselben  Niveau  liegen,  nicht  konstant  bleihefl, 
sondern  muss  sich  vermöge  des  3Iariottischen  Gesetzes  bei  niedcrem 
'  Luftdruck  yerkleiaern;  dass  aber  diese  Ursache  nur  einen  fast  un- 
merklichen"  Aatheil  an  dos  so  bedeuteodea  Zasammengehea  dar 
heiden  Kurven  in  ihren  tieferen  Regionen  haben  kann,  erg^ebt  sidk 
ans  der  einfachsten  Rechnung,  und  bedarf  keiner  Erläuterung. 

Die  in  Nr.  3  gemachte  Bemerkung  berechtigt  zu  folgeadea 
Schlüssen: 

a)  Bei  sCilrmiacfaem  Wetter ,  aut  welchem  eia  schnelles  Sinke*  . 

der  Barometersäule  verbanden  zu  saia  pflegt,  sind  die  Luftschichten 
von  gleicher  Dichtigkeit  nicht  horizontal,  sondern  ihre  Laga 
nähert  sich  der  Parallelität  mit  dem  Boden. 

In  dar  Richtung  von  Berlia  her  arfaebt  sich  das  Tervaia  tob 
100  zu  150  bis  20(V,  und  fällt  dann  in  das  Fiuowthal  Tab  AKy  abso- 
luter Hiilip  nb;  die  Luft  wird  also  in  ihrer  Bewegung  von  Süd- 
westen her  zuerst  aufgestaut,  und  sinkt  dunu  in  die  tiefere  Gegend. 
Hiermit  scheint  der  eben  ausgesprochene  Satz  in  ^anz  einfachem 
Zusammenhange  zu  stehen,  insofern  die  wellenförmige  Gestalt  der 
Erdoberfläche  auf  den  Weg  der  bei  windstillem  Wetter  horizontalen 
Luftschichten  von  gleicher  Dichtigkeit  unmöglich  ohne  Einfluss 
bleiben  kann.  Sobald  aber  dieser  Eiufluss  einzutreten  beginnt,  ist 
die  IKffcraas  dar  gleichzeitigen  Baronelentftada  nicht  mehr  eine 
ralBa  Fnnctian  dar  HohandiffiBraas  beider  Baahachtiuigsarta  im  ai- 
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Sentlicheii  SiBM,  sondern  sie  entspricht  coirleieh  der  relativen 
löheslag«  dieser  Pnokte  gegen  den  Boden.  Der  Nnllpunkt 

'  des  Instruments,  an  welchem  ich  in  Neustadt  beobachtete,  befand 
sich  pariser  Fuss  über  dem  Boden;  wenn  nuu  auch  das  Madler- 
8che  Barometer  vielleicht  20'  über  der  Erdoberfläche  in  Berlin  he- 
fiodUch  wer,  m  tat  eheo  die  Düfereos  deck  mar  m  gering,  Hod  der 
Detenchied  der  absoluten  Höhen  wieder  ee  gren,  dass  die  Annähe- 
rung der  beiden  Beobachtungsknn'en  mit  der  eben  versuchten  Kr- 
klärung  aufs  Beste  übereinstimmt.'—  Allerdings  war  das  lYladlersche 
Rereineter  mit  de«  aeietgea  mckt  verglichen;  da  aich  aber  bei  rm» 
Mgem  Wetter  die  Diflerenzen  dea  beobachteten  Luftdrucks  dem  Hö- 
lenunterschiede  der  iStationen  angemessen  zeigten  (s.  die  ZeicbDUng), 
so  darf  daraus  auf  gute  Uebereinstimmung  beider  Inatruaiente  ge- 
achlossen  werden. 

6)  Wenn  man  die  Höheadifferees  sweier  Punkte,  die  sieh 
in  gleicher  oder  nahe  crleicher  Kiitfernunp  vom  Hoden  befinden,  aus 
einer  oder  einigen  gleichzeitigen  Baromcterbeubachtungen  ableitet, 
so  erhält  man  dus  Resultat  um  eine,  weder  durch  Rechnung  noch 
derch  BrMirong  jenala  ait  einiffer  Sieherheit  m  beatiaaieBde 
Grösse  viel  wahrscheinlicher  zu  klein  als  zu  greaa.  Der  Fehler 
wächst  mit  der  Geschwindigkeit  des  Windes,  wenigstens  wenn  der 
Strich  desselben  nahe  oder  ganz  in  die  \  erbindungslinie  der  beideo 
Stetieaea  Ulh ,  und  wean  der  Bareaietergang  am  Tage  der  Beek- 
aehtung  eine  schnelle  Bewegung  aufwärts  ooer  abwärts  erleidet. 

r)  Die  Berechnung  des  Höhenunterschiedes  derselben 
Punkte  aus  den  durcii  mehrjährige  Beobachtung  gefun- 
denen mittleren  Barometerständen  giebt  um  so  gewisser 
falsche,  nämlich  zu  kleine  Reanltate,  je  geaauer  die 
Mittel  sind,  d  b.  aus  je  längeren  Beobachtungszeiträu- 
mcn  sie  abgeleitet  wur«len*).  Denn  die  mittlere  Differenz  dea 
Luftdrucks  an  beiden  Orten  (oder  der  Logarithmus  seines  mittleren 
Qnetienten)^  aelst  aich  snaaBMo  naa  deai  Mittel  der  nennalen  Dif« 
rerensea  hei  hohem  Baroaieteratande  und  ruhiger  Luft,  und  aua 
den  viel  zu  kleinen  Differenzen  während  der  Sturmperioden.  Kine 
Bestätigung  üieiies  Satxea  glaube  ich  nachweisen  zu  können  durch 
die  Zttlen ,  in  weldbes  Herr  Hafer  Baeyer  (Nirelleaent  bw« 
$winemünde  und  Berlin,  Seite  V)  die  Berghana'achen  Berechnun- 
gen der  Höhe  Berlins  über  der  Ostseefläche  zusammenstellt,  die  sich 

-  auf  zwei-  bis  neunjährige  Beobachtungsreihen  in  Berlin,  Swine- 
aiünde,  Stralsund,  Dansig,  Königsberg,  Apenrade  und  Altona  g^n- 
dea.   Diese  Bereekonngen  gaben  fir  die  Hdhe  von  Berlin  (Strasaea- 

rflaster  im  Thorwege  der  alten  vSternwnrte)  re.sp.  M,7i,  14,33,  11,75, 
4,75,  15,23,  14,92,  im  Mittel  14,78  Tuiscn,  mithin  sämmtlich  um 
Beträchtliches  zu  kleine  Werthe,  da  durch  das  Baey  er'sche 
Niveliement  dieaelbe  Höhe  s  17,376  Teia.  gefnnden  werde. 

Haa  kann  also  diesen  Fehler  bezeichnen  als  denjenigen,  wel- 
chen die  nicht  horizontale,  vielmehr  der  Parallelität  mit 
dem  Boden  »ich  nähernde  Bewegung  der  Luft  bei  hefti- 
geren Winden  herrerbringt,  nna  es  dir^  MMli^aeln,  den-  ^ 
gelben  dnreh  eine  Kenrcktien  beieitigen  an  wellen,  die  wohl  weit  • 


')  Diesen  allerdings  etwas  paradox  scheinenden  Satz  empfiehlt  der  freehrte 
Herr  Verf.  in  emem  an  mich  gerichteten  Schreiben  der  sorgfaltigen 
Pküfiog  dar  Leier*  0. 
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oDiicherer  und 'im  AOgMieiiieii  weit  bttrScUliciMr  MMfkllei  dfliAe, 
als  etwa  die  Korrektion  wegen  Differenz  der  Breiten,  oder  dio  we- 
gen* Abnabme  der  Schwerkraft  in  der  Richtung  der  Vertikalen,  leib 
'  glaube,  man  würde  zuverlässigere  Nivelicments  aus  Barometerbeob- 
aebtongeii  erhalteii,  ala  bialier,  wobb  san  dia  IMiode  der  vieljlih* 
rigen  Mittel  gäBslicfc  verliesse,  dafür,  zar  Erleicliterung  dar  üabai^ 
siebt,  die  korrespondirondcn  Bcobuchtung-en  grapliisch  zusammen-^ 
stellte,  und  alsdann  nur  diejenigen  Perioden  aus  den  Moiumcr-  und 
Herbstmonaten  aaawäbtta  aad  aar  Barecbnong  der  Mittel  verwen- 
dete, welche  durcbaaa  kelBe  plötalicbaa  ScbwaakiiBgaB  das  Lafik- 
drucks  gezeigt  hätten. 

Obgleich  ich  kaum  zu  hoffen  wage,  durch  Vorstehendes  gelebr- 
ten  Meteorologen,  zu  welchen  ich  mich  nicht  rechnen  darf,  etwas 
Neues  gesagt  zn  habeo,  so  liedaure  ich  docb,  dass  es  sir  Biebt 
Tergönnt  war,  die  graphische  Verg;Icichung  des  hiesigen  und  Berli- 
ner Barometerganges  während  eines  langem  Zeitraumes  fortzu- 
setzen. Bei  dem  jetzigen  Stande  der  Wissenschaft  wäre  es  gewiss 
Biebt  mebr  obae  lateresse,  folgende  Fragen  darcb  lablrciebe  lior- 
reapoBdireade,  und  ül»eriicbtiieb  aoaaMBeageilellte  BeobaebtaagaB 
baaatwortel  aa  erhalten  : 

IVie  Terb&lt  sich  der  gleichzeitige  Baronieler|2fang: 
1)  Weaa  die  Statioa  A  aabe  am  Boden ,  die  Station  B  eal^ 
fernt  vom  Bodea  (z.B.  auf  einem  hohen  Tburme|  aber  in  deaK 
seihen  Niveau  mit  A,  befindlich  wäre.  Sollte  hier  nicht  hei  ru- 
higer Luft  und  hohem  Druck  ein  gleicher  Barometerstund,  aber 
während  der  Windperioden  bei  niederem  Druck,  in  der  Station  A 
aia  bdherer  Barometeratand  als  der  gleidaeitige  ia  B  aa  erwartaa 
sein?  Die  Kurven  würden  also  die  entgegengesetze  ü^rscheinaag 
zeigen,  als  die  der  beiliegenden  Zeichnung,  d.  h.  die  Berührung 
würde  in  den  Regionen  der  hohen  und  länger  anhaltenden  niede- 
rea,  die  Abtveiebaag  ia  dea  Biederen  vob  i&lraeffer  Daaer,  aiairatea. 
IKe  Berechnung  der  Höheadiffereaa  aaa  dea  Mitteln  ci|fp&be  aidUiO, 
aoadern  A  tiefe r  als  ii. 

2)  Wenn  die  Stationen  A  und  B  in  gleicher  Entfernung  vom 
Bodea,  aber  ia  Teraobiedenea  NiYeana  UffeBf  Bin  Beitrag  zur  Un- 
tersnebang  ^dieses  FaUea  war  der  Zweck  dea  TorliegeadeB  Aafiiataea 
nad  der  beii^cgehenen  Zeichnung. 

3)  Wenn  sich  der  Boden  unter  A  und  B  in  demselben  Niveau 
befände?  iJier  würden,  wenn  A  und  B  verschiedene  absolute  Uöbe 
httttea,  anch  bei  sebaell  abaebmeadeai  Luftdruck  nebr  nonaala 
Differenzen  der  Barometerhöhen  zu  erwarten  sein,  mithin  die  Kur- 
ven bei  den  Niedergängen  nur  geringe  Konvergenz  zeigen,  und 
die  Berechnung  der  Höhendifferenz  aus  den  barometrischen  Mitteln 
Hesse  die  relativ  zuverlässi^stea  Resaltote  erwartea. 

4)  Wie  unterscheidet  sich  der  gleichzeitige  Gang  der  Barome-" 
terstände,  jenachdem  die  Verbindungslinie  der  Stationen  in  die 
Richtuuff  der  herrschenden  Winde,  oder  mehr  rechtwinklig  mit 

.  dieser  Riebtang  fällt?  Ancb  dörfie  die  Lage  des  Beobachtnngs* 
ortea,  auf  einem  langgestreckten  Erdrücken  oder  isolirten  Bei|(e, 

•  welcher  den  bewegten  unteren  I  uftschichten  ein  Ausweichen  zur 
Seite  gestattet,  nicht  weniger  wesentliche  Modifikationen  in  die 
Erscheinungen  briugep. 
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IX. 


Ue  b  e,r 


Reisebarometer. 


Von  dem 


Herrn  Professor  F.  VV.  Schueider 
an  der  Königiichen  höliem  Forst>Ldir-Aiiscalk  zu  NeuAtadt-EbenivaMe. 


Bekapntlieli  ist  die  Reduction  der  Barometerstände  auf  eine 
feste  Normaltomperatur  des  Quecksilbers  eine  so  wichtige  Korrek- 
tion, dass  die  Vernaclilässiguns^  derseliten  bnroroetrisclie  Beobach- 
tungen für  wissenschaftliche  Zwecke  fast  werthius  macht.  Man 
versiebt  desshalb  jedes  Barometer,  das  zu  genauen  Unterauchnngea 
dienen  soll,  mit  einem  Thermometer,  Behiits  der  T^roperaturangabe 
einer  Masse  Quecksilbers,  welches  in  einer  kurzen  Röhre,  von  glei- 
chem Durchmesser  mit  dem  der  Barometerröbrc.  sich  so  nahe  neben 
dieser  befindet,  dasa  eine  gleiche  Temperatur  beider  rorausgesetst 
werden  darf. 

Leider  aber  wird  noch  fortwährend  im  Bau  der  Barometer,  na- 
mentlich der  zu  Beobachtungen  auf  Reisen  bestimmten,  ein  Verse« 
ben  bef^angen,  dnrcb  welcbea  die  iHcbcrbeit  in  der  Korrektion  der 
^lieeitsilbertemperotlir  bedeutend  gefabrdet  erscheint.  Ich  meine  die- 
jenigen Insfrumonte,  welche,  wie  die  sonst  so  vortrefflichen  reiner- 
aclien  und  Pistorschen  mikroskopischen  Heberbiironioter ,  mit 
einer  etwa  auf  l  der  Länge  fest  in  einen  Holzrahmeu  verschlosse- 
nen, im  iJebrigen  frei  dem  Lnftange  nusgesetzten  Qneeliailberröbre 
versehen  sind.  Bei  der  schlechten  Wärmeleitung  des  Holzes  bedarf 
es  offenbar  einer  längeren  Zeit  (oft  sind  -J  Stunden  nicht  ausrei- 
chend), bevor  die  Temperatur  des  eingeschlossenen  Uuecksi Ibers 
^iteh  mit  der  Lnfttemperatnr  ins  Gleicbgewiebt  »etst,  wäbrend  dies 
bei  dem  im  oberen  Theile  und  im  kürzeren  Scbenkei  entbaltenen 
Quecksilber  viel  eher  geschehen  muss.  Hat  man  sich  nach  einer 
im  Freien  gelegenen  Beobachtungsstation  begeben,  ist  vielleicht  das 
Futteral  des  Barometers  und  somit  sein  ganzer  Inhalt  durch  die 
aufprallenden  Sonnenstrahlen  bedeutend  erwärmt  worden;  so  seifift 
innerhalb  geraumer  Zeit  nach  dem  Aufhängen  dos  Instruments  das 
Thermometer  desselben  eine  um  mehrere  Grade  höhere  Temperatur 
als  die  umgebende  Luft,  da  doch  ohne  Zweifel  derjenige  Theil  der 
Unecksilberaäole,  der  in  den  dnrebbrocbenen  Räumen  der  Holzfas- 
snng  liegt,  bereits  einen  der  Luftwärme  näher  kommenden  Grad 
angenommen  haben  muss.  Man  hat  daher  durchaus  keine  Gewähr- 
scbaft ,  dasa  das  Quecksilber  des  Barometers  glctchförmig  er- 


TImU  I. 
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«Unat  sei,  wenn  mein  niebt  einen  oft  lehr  liitiffen  ZeitF«rliiit 

dnrch  BtundeolaDges  Warten  sich  hing^eben  will.   Selbft  dann  n«eb 

möchte  unter  gewissen  Umständen  zweifelbaft  sein,  ob  die  Tempe- 
ratur der  verschiedenen  Theile  der  Säule  unter  einander  und  mit 
der  Temperatur  des  T Ii ermo Bieters  bis  anf  Zebntelgrade 
übereinstimmeu,  und  es  bleiat  eine  Unsichertieit,  welche  der  sonstig 
gen  Eiurjchtung^  des  Instruments  (der  mikrosküpiscben  BinsteUttng 
und  dem  Notiius  auf  50tel  Linien)  wenig  angemessen  ist. 

Beim  Gebroucli  ähnlicher  Barumeter  au  Beohacbtsnffen  im  Zim- 
mer verliert  zwar  der  erwähnte  Nacbtheil  an  BrbeblichKeit,  sobald 
nian  in  ungeheizten  Zimmern  beobachtet,  wo  sich  die  Temperatur 
langsam  ändert;  in  geheizten  Zimmern  aber  ist  der  Celielstand  um 
so  grösser,  weil  itiau,  an  beslimiiito  Bcobucbtungszeiten  gebunden, 
die  Ausgleichung  der  Temperatur- üi^rerenzen  nicht  abwarten  kann. 
Bs  entsteht  also  die  Fra|^e,  ob  niebt  bei- der  Verfertigung  der  Bs* 
,  rometer  folgende  Grundsätse  sn  b^olgen  wären: 

1)  Die  Quecksilbersäule  muss  nacli  der  glänzen  Länge 
beider  Schenkel  frei  liegen,  entweder  in  einem  durch- 
brochenen, durch  schmale  Metallbänder  zusammengehal- 
tenen Gestell,  oder  vor  desiselben,  und  so  weit  davon 
entfernt, 'dass  sie  ringsnai  von  der  Luft  bestrieben  wer- 
den kann. 

2)  Eine  ganz  gleichartige  Lage  muss  die  Quecksil- 
berröhre haben,  in  welcher  sich  die  Kugel  des  fixen 
Tbermometers  befindet 

Da  es  längst  transportable  Barometer  giebt,  deren  RSbren  frei 

Tor  der  Holzwand  liegen,  so  fällt  der  Einwand  weg,  dass  die  par- 
tielle Einschliessung  zur  Sicherung  des  Instruments  unvermei  dlich 
sei.  —  Bei  dieser  Gelegenheit  möchte  ich  auch  noch  behaupten, 
dess  ein  ThermoBeter  der  SltAla,  womit  man  genauere  Instm* 
■ente  sn  versdien  pflegt,  ganz  füglich  entbehrt  werden  kann.  Denn 
wenn  angenommen  wird,  dass  die  Längenausdehnung  des  >lcssings 
beträgt  von  der  Ausdehnung  der  Quecksilbersäule,  so  genüfft  es 
selbst  bei  den  genauesten  Messungen ,  die  Temperatur  der  Skala 
nur  in  gansen  Graden  zu  wissen,  und  nsi  ganze  Grade  wird  das 
Tbermometer  der  Skala  nie  vom  Thermometer  »l<^s  Quecksilbers 
abweichen,  wenn  letzteres  nicht  im  Holze  eingeschlusscn  ist.  Man 
kann  folglich  die  Temperatur  der  Skala  vom  Thermometer  des 
Qneeksilbers  ablesen,  obne  flrcbten  sn  »isseii',  «die  redneirl» 
Bnrometerhöhe  nicht  mit  eben  so  vielen  Bnnderttheilen  der  pariser 
Linie  zu  erhalten,  als  wenn  man  die  Temperator  der  Sluda  msob- 
ders  gemessen  hätte. 
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Das  Binomialtbeorenj  für  positive  ganze  Expo- 
nenten, ab»  qpecieUer  Fall  eines  allsemeinem 

Satzes  betrachtet 

Vom 

Herausgeber. 


Längst  ist  den  MafkejnatikerD  der  merkwfirdige  SaCs  rtfo  den 
BinomiaUCoefficienteB  ^duinnt,  auf  welehen  Kninr,  Segner,- 

L'Huilior,  Rot  Ii  p.  Russe  und  andere  neuere  Geomcter  den 
kürzesten  und  einleuclitrndsten  Beweis  des  binomischen  Leftrsatzes 
in  seiner  grössten  Allgcmeinlieit  geffraadet  habeo.  Nicht  so  allge- 
nein  bekamt  dürlte  mw  die  Beaerkang  sein,  dast  in  dem  in  Rede 
■tebenden  Satie  Ten  den  Binomiul-Coenicienten,  wenn  man  denael« 
ben  nur  auf  eine  zweckmässige  Weise  erweitert,  der  Binoniiscbe 
Lebrsata^  für  positive  ganze  Exponenten  selbst  als  ein  specieller  Fall 
'  entbalten  tat,  trelebei  sa  aeife»  der  Hnapteweek  des  vorSeyenden 
kleinen  Aüfsattea  ill. 

Der  &örse  weg^n  wollen  wir  im  Folgenden  -die  dtöaie 

1.2.3.4.../)  » 
WO  «  und  Jk  beliebige  Grösien  sein  können,  ^  aber  eiae  pviiSfe 
ga^  Zairf.bhMlidiiier  aoll»  dnrcb      besei^bnen»  lo  dtai  «Im 

nnd  folglicb  für  ibs — 1 

Ist,  welcbe«  Letstere  die  bekannte  Form  der  Binomial« Coeffieiew ■ 
ton  ist.  . 
Nacb  1.  ist 

,  J»^ »  1.2.J.J|...;j  • 

'      »  njn^k)  (n-^2k)  . . .  jn-^pk) 

1.2.S.4...(|i-l-l)  » 

5* 
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fblglieli  oiTenlMir 
Weil  Daek  1.  , 

*  n 

•'  =  r 

ist;  so  muss  mau,  wenn  die  Relation  3.  noch  fiir  /»  =  0  gelten 
soll,  offenbar 

4.   »0  =  1 

•eizen,  welches  im  Folgenden  niidi  immer  geecb^ben  wird«         -  - 

Nach  1.  ist  ferner 

*  *  .V   (»-*- ^)  (« -f- 2^)  ♦  •  ■  -hM) 

yn-^iejp —  1.2.3.^...;»  » 

und  folglicli,  weil  nacli  dem  Obigeu  oäenbar 

*  (n-h  ifc)  (n  H-  2X) ...  (/I  -f.  pk)  n 

ist, 

welclie  Relation  aveb  nur  dann  noch  für  ^sO  -gilt,  wenn  man» 

wie  schon  in  4.  gescheben  ist,  alfsemiein     ^  1  eetit 
Nach  3.  ist 

*  * 
und  folglich 

Nach  5.  ist  aber 

i^s=:(«+A)^i  .  —  oder.  («-i-^j»^  =  «^  .  -g-. 

Also  ist  nach  dem  Vorbergebenden 

eine  für  das  Folgende  sehr  wichtige  Relation.  Setzt  man  in  der- 
■elben  it=s<^l,  eo  erhält  man 

worin  ein  Bebr  bekannter  Sata  von  den  Binomial-Goei&cienten  eni* 

haltet!  ist. 

Nach  dieser  Vorbereitung  wollen  wir  uns  nun  mit  der  Summi- 
mng  der  in  vielen  Bexiehungen  wichtigen  und  merkwürdigen  Reihe 

k     t<  k      k  i 

>t§x  -f-  •  • .  +ats •  »;Mi+et|  •  npm^±»\»mf 


beschäftigen.  Der  Kfine  wegen  Ibeseicbnen  wir  dieie  Summe  durch 
JF{p)^  nnd  aetien  also 
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Die  Sunune  I^{p)  kann  aber  auf  folgende  Art  gefunden  werden. 
Bs  lit,  WOV0B  wun  neb  dweli  eine  ffans  «iiiCMbe  RÖeluiinir  Mif 
Stelle  fibenengea  wird,  . 

—  SLtiLr-Ji*' j.  2dt* 

/»-Hl 

u.  s.  w. 

MvItipKcIrft        mni  evf  beMee  Seiten  der  QleieliuDg  8.  nit  der 

indem  man  dabei  für  diese  Grösse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleich- 
heitszeichens in  der  Gleichung  8.  ihre  obigen  Zerlegungen  nach  der 
Reihe  einführt;  eo  erhält  aan  die  Gleichung 


-H  «»^2  •     P  I  ^      •  *»  "T"        •  *«  •  "jT^TT 

n.  s.  w. 


0t 


Weif  nan  nach  9. 

*     rn-\~pk      *     m-+-pk  y-f- 1  * 


*        «WH-(l>—2)*      »        m-\-{p—2)k  1      »        y—  1 


0«  g.  w. 
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m  m         1  *.  1 

tynd  ganz  auf  ähnliche  Art 

n  «       1  ^  *  1 

*   *  2.  *  g 

•  i»H-2>^        *  3    *  1 

U.  t.  W. 

«^2-      ;,-f.l— —   iJZn  -JIM— 

*  n-H(;i--l)^  *        n*^(p^)k      p         *  p 

*  7t-f-   *  n-^pk      ;>  -f- 1      *        ;>  + 1 

ist;  so  ist  narli  dem  Obigen 

*Y  t   m-^^  n-^k  ^   ;?-f- 1       *         *  1 

*         *        p         *      •   »  2 


t  • 


i 


*  *  2       *  *  4 

•   *  U.  8.  W.  ' 

.    *  *  3  *      «  1 

*  *  '     2         *      *  p 


ik  a.  w. 
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8o  wk  niu  obeH  in  8# 

4        *        *        A        *  «  * 

#1»  ae M^-f-iN^  ..«s-l- .     -f» ...  +  «I,  • 

irt,  MW  wMUk ' 
«    .     *    *      «       «       «  » 

gesetzt  werden  ,  und  aus  dem  \  orbergeheoden  ergiebt  sieb  daher 
nomitteib^  die  folgende  Relation:  ^ 

Weil  oun  offeobar 

iit;  so  ist  nacb  dieser  Relatloii 

>  *     •  • 

ass— j— -2     *  * 
•  * 

—    1    •      2      •       1  ' 


F(4)  =  #\3).== 

IL  i.  w. 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  geben  kann,  ist  klar,  und  das 
Gesetz ,  nach  wclcbem  die  obig^en  Ausdrücke  fortscbreiten »  liegt 
dentlicb  vor  Augen.  Also  ist  m  völliger  Allgemeinheit 
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10  Flß)  —  («»-KH-^)  (<ii-4-«-fr-2X.J . . .  («i-HH-(p— 1)^) 

d.  i.,  DMb  1. 

11.  jr(f»)=(«»4-/*)p» 

und  folglich  Da9li  8.  .  . 

*  *    I  * 

eine  auf  jeden  Fall  liöclist  merkwürdige  Relation.  Für  Ar  =  —  1 
wird  dieselbe 

-1         -1      -t      -1      -1      —1  -i  — t 

-1    -i  -1 

welches  der  oben  erwiliDt^  ISngat  befcsfiBte  Sats  toiT  dm  Biimialir 

^Goefficienten  ist. 

Setzt  man  aber  in  der  Gleidiang  12.,  wie .  es .  ventattet  ist, 

Xr  =  0;  80  erhält  man 

O.'O'O-O*  0  00 

^       ■  .'^000 

Weil  DUO  nacli  1^  überbenpt 
ist;  so  ist  wegen  Tontebesder  Gleicbnag 


^  l..(7?-3)  •  1.2.3  • 


..•1-  1,2  -  l..{p-2)^  I  M..(;t?-1)  ^ 
und  folglich,  wenn  mau  auf  beiden  Seiten  mit  \...p  multiplicirt, 

! 

l.*.i» 


—  +  l..,ip-2)  *•  l...(p-l)  «"""^ 


d.  i.  nach  1. 

—1  —1  —1 

14.  (aH-»)P=mP  -i- .mP-ijt  H- .  -f-     .«i^/i'  -f-  

-t  -4         •       .  -I 

. ..  -f-  Pp—2  •  .  mnP^^^pp»^  f 

in  welcher  Gleichung  das  Biaonualtheoreni  &t  positive  ganae  Bzpo* 
nenten  enthalten  ist. 

Hieraus  sieht  man  also,  dass  die  merkwürdige  allgemeine  Re- 
lation 13.  das  Binomialtheorem  für  positiTe  ganse  Exponenten  als 
dnen  spedellen  FaU  in  sieb  entbftit 
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XI- 

BemerEmig  zur  Trigonometrie. 

Vom  • 

Herausgeber. 


Wenn  der  Winkel  oder  Bogen  f  wuXtM  4mr  CHoiehnng 
coe  9  SS  ^  oder  lin  y  =3  ^ 

sn  finden  ist,  und  der  «bsolnte  Werth  Ton  ji  der  Binbeit  sebr  nnbe 

koniBt,  so  kann  9  mittefst  der  gewöbolichen  gonionetriicheD  Ta- 
fele niclit  mit  der  erforderlichen  («enauigkeit  berechnet  werden, 
wesbalb  man  auch  beim  trigonometrischen  Calcul  solchen  Formelo 
den  Vorzug  zu  geben  pflegt ,  bei  denen  die  gesachten  Winkel  alle 
■ittdst  ihrer  Tangenton  oder  Cotangenten  ffefonden  werden.  Wie 
es  mir  scbrint.  kann  man  sich  aber  in  solcnon  Fällen  wio  die  obU 
gen  jederzeit  auf  folgentle  Art  helfen. 

Man  berechne  einen  Hülfswiukel  O  mittelst  der  Formel 

tang  &  =  A, 

welches  jederzeit  mit  der  erforderlichen  Genauigkeit  geschoben 
-  kann.   Ist  duiiu 

cos  9  S=8 

SO  ist  cos.sp  s=5  tnng  6>,  und  folglicb 

1  —  CQgy      *  1  — 'tang  B 
1^C05  9>  l-#-tang6' 

.  also  nach  bekannten  goniometrischen  Formeln 

tnngi9>>  =  tnng(45<»— e) ,  tnngjy  =s  d=  |/tnng(4Ä«-ö) , 

mittelst  welcher  PorsMl  9  jederzeit  mat  der  erlbrderlidion  Genniiig- 
keit  berechnet  werden  kann.  Ist  dngegen 

ainyssutf, 

no  ist  sin  f  =5  tnng  Bf  snd  folglich 

1  —  smy        1— tangO 

l-l-sinf  l-i-tange' 

nlso  nach  bekannten  goniosietrischen  Formeln 
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t&ng {Ah" ~-\(py  =  tangr(45«-0),  tang(45°49)  ==♦=  V/taDg(45''-0), 

mittelst  welcher  Formel  9  wieder  j^deneit  mit  der  erforderlicbeü 
Genauigkeit  gefunden  werden  kann. 

Um  ein  Beispiel  zu  geben,  so  sei  aus  zwei  Seiten  a,  b  eines 
ebeoen  Dreieck«  nnd  dem  Geg^DWinkel  a  der  einen  «  dieier  lieiden 
Seiten  de?  G^enwinkel    der  unseren  Seite  b  sn  finden»  und  es 
gegeben  > 

'  b 

Weil  nnn  Itekannfliek  ein       —  sin  «  igt,  so  ist 

log  sin  a  =s  9,4953883 

log  sin =:ii;9M99r 

Bin  Blick  in  die  Calle  fachen  Tafeln,  deren  ich  mich  hier  be- 
dienen werde,  seigt,  dass  ß  in  dieseti  Fnlle  mittelst  meines  Sinns 
nicht  mit  der  erforderlichen  Genauigkeit  gefunden  werden  kant, 
weshalb  man  nun  die  ftecbanifg  auf  folgende  Art  fähren  wird: 

;  ,  •  :    log  tang,(5  ,==  9,Ö90W5  V 
.   .  »      *  .  ^  =a  44^  59'.  59",  88 

'    •    .  '  45"»— 0  =   0.    Ö.   0, 12  • 

'      . ,        log  tasg(45«— 0)  =  3,7W7562       .  .  .  .: 

'  log  tang (450-1/?)  =  6,8823781  ' 

#<»t*ji8.  ==  0».  2'.  37",  39 
W^zm  a  5.  U,  78 
.  ^^89.&ktö»S2 

Uebrigens  hat  ß  im  vorliegenden  Falle,  wo  offenbar  0<C^  ist, 
swei  Wertbe,  deren  Summe  180«  betrilgt  Der  «weite  Werth  ist 
die  Ergänzung  des  durch  die  Torhergehendd  Redmimg  |refllndunlni 
Werths  su  180%  nämUcI^  90^  5V  78. 
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XII. 

BHvellenieiit  sewischen  SwiMmlliide  uoA  Beriln. 

Auf  dienstliche  Yeranlassung  ausgeführt  Ton 
J.  J.  Baeyer,  Major  im  Generalstabe.  Mit 
.  einer  Uebersichtskarte.  Berlin.  1840.  4  ' 

Hera.ttfigeber. 


Die  aus  zn  Terscbiedenen  Zeiten  angestellten  barometrischen 
Messungen  und  Verp^leicbungen  für  die  Höbe  Berlins  über  dem 
Meere  gezogenen  Resultate,  welcbe  der  Verfasser  in  der  Vorrede 
SO  Mittat  iB  jeder  Besiehunr  hVehiC  leliXtslNirMi  Wjrke  tttsam- 
Henfltellt,  waren  bisher  höchst  ffehwattkend,  und  es  hömekte 
gei'ade  über  dieses  HIenient  noch  immer  die  grtfsste  Ungewissheit. 
Als  nim  dasselbe  bei  der  im  Frühjahre  1835  von  Besse  1  voraenom- 
iMMia  Bwtittnning  der  LABfC«  dM  SeeottMiipettdela  ttnf  4er  Berliner 
Sternwarte  als  ein  wicMges  RedncHonselement  zur  ^rache  kam, 
crsttckte  Alexander  von  Humboldt  den  Chef  des  deneralstabea 
der  Armee  und  General  der  Infanterie  Herrn  (irauseneck,  zur 
endlichen  Entscheidung  der  .Sache  ein  trigononetrisches  Nivellement 
swischen  der  Ostsee  und  Berlin  ausiUhreii  su  latses.  "Letsterer«  stete 
bereit  wissenscliaftliche  Zwecke  kräftiijfst  zu  unterstützen  und  zu  för- 
dern, ging  sosrlri(  Ii  mit  der  griissten  Bereitwilligkeit  auf  den  Vorschlag 
ein,  und  ertheilte  dem  Verfasser  den  Auftrag,  in  Gemeinschaft  mit 
dem  in  Nea-Vorpemmem  eben  mit  Meaeingeii  bescbiftigten  Inge- 
nieur-Geographen Herrn  Bertram  als  zweitem  Beobachter  die 
Arbeit  im  Laufe  des  Sommers  1835  auszuführen.  Im  September 
1835  war  die  ganze  Operation  beendigt.  Die  Rechnauffen  sind  mit 
Hülfe  des'Lientennnto  tob  Mrief»  einef  jungen  tnXtigen  und 
kennto issreichen  Ofiiziers,  sämmtlich  nach  Besse Is  Vorschriften 
ausgeführt,  welcher  Letztere  sich  der  Sache  überiiaii|it  mai  dm 
Eifrigste  annahm  und  seinen  Rath  nie  fehlen  Imss. 

Die  Instrumente  waren:  1)  Ein  Theodolit  von  Brtel  in  Mün- 
zen mit  15  zölligem  Asinratkalkreis  und  8  sölUg^  Bökenkreia» 
deren  Nonien  unmittelbar  respective  2  und  4  Secunden  angaben. 

2)  Lin  Theodolit  von  Gambej  in  Paris  mit  einem  12zÖlligen  Azi- 
muthalkreise  und  einem  eben  so  grossen  Höhenkreise,  d^ren  Nonien 
eine  unmittelkare  Ablesnng  der  Winkel  von  3  Seeanden  g^eetotteten. 

3)  Ein  Box-GkroBometer  von  Tiede  in  Berlin,  und  4)  ein  Taschen- 
dironometer  von  Tiede.  Mit  Nr.  1.  und  3.  beobachtete  der  Ter«' 
ftaser,  mit  Nr.  2.  und  4.  Herr  Bertma,.         '  • 


2« 

Die  Dreiec]ui?eriiiiMlDii§f  swiieheB  Berlin  und  SwinenSDde  konnte 

durch  Anschliessuiig  an  eine  trigonometrische  Vernessung  der  Oder 
bewirkt  werden,  welche  das  Königliche  Ministerium  fiir  den  Han- 
del, die  Gewerbe  und  das  Bauwesen  in  den  Jahren  1820  bis  1824 
dnreh  den  Premier -Lieatenant  AanaDn  liatte  anif&lireii  laMen. 

Die  HöhenineMnogen  wurden  natürlich,  um  den  i^influss  der 
Strahlenbrechung  so  viel  als  möglich  zu  beseitigen,  auf  bekannte 
Weise  durch  gleichaeitige  Beoba<ätuug  ffegeufleiiiger  ^nitlid^^n- 
sen 'ansii^fuhrt,  und  bei  oer  Bereehanng  die  folgenden,  dem  Weien^ 
Kdhen  nach  Res  sei  angehöreadeti ,  von  dem  Verfasser  aber  in 
zug  auf  praktische  Anwendung  erweitelte«  ood  TPWtef  e^lwiciteltea 
Formeln  in  Auwendung  gebracht. 

Die  Höben  zweier  Punkte  A  und  B  über  dem  Meere  seien 
^  und  h''^  die  in  A  beobacbtete  Zenithdistans  von  B  sei  die 
gleichzeitig  in  B  beobachtete  Zenithdistanz  von  A  sei  V.  Be- 
zeichnen wir  nun  die  entsprechenden  Refractionen  durch  und 
so  sind  die  wahren  Zenithdistanzen  von  B  und  A  respective 
s  +  ^x  und  x'-HA*'«  wobei  man  ni^bfc  an  übersehen  bat,  dan 
dnrcb  die  Strahlenbrechung  die  flöhen  vergrössert,  die  Zenithdistan- 
sen  also  vermindert  werden.  Obgleich  nun  ein  Durchschnitt  der 
Tertiltallinien  zweier  Punkte  auf  dem  Erdellipsoid  nur  bedingungs- 
weise Statt  findet,  so  wird  do^  ndt  BieKiicbt  auf  die  geringe 
Verschiedenheit  der  Lage  zweier  von  einander  sichtbaren  Pilttkle 
der  Fehler  unberücksichtigt  bleiben ,  und  man  wird  also  den  von 
den  Vertikallinien  der  beiden  i*unkte  A  und  B  eingeschlossenen 
Winkel,  soifohl,  als  auch  den  Durchscbnittspunkt  der  beiden  in 
-Rede  itebendea  Vertikallinien  dordi  C  beselcnnen  können.  Denkt 
man  sich  nun  das  Dreieck  ABC,  so  wird  auch  ohne  Figur  auf  der 
Stelle  ersichtlich  sein,  dass  dessen  äussere  an  A  und  B  und  der 
Seite  AB  liegende  Winl&el  respective  ;s-hA^  und  a'  +  A^'>  die 
ioMm  .Winker  dioMS  Dreieeki  also  180*-h(«+A«)>  ISO»^« +A«') 
nnd  C  sittdf  welcbes  die  Gleiebnng 

360»  4t  C—  (*     A*  -t-  *'  -i-  A*')  =  180«» 

oder 

giebt.  Setzt  man  nun  A»-\- ^AC,  wo  ^  nach  Gauss  der 
oefficient  der  Stranlenbreebiing  ist,  unter  welchem, die 
französischen  MathesMtiker  gewöhnlich  |^  Terstehen»  so  eth&U 
man  ;die  (^Iftichung 

Bezeichnet  r  den  Radius  der  Erde,  die  wir  hier  als  eine  Kugel 
betrachten  wollen,  und  s  den  dem  Winkjei  C  entsprechenden  Bo^en, 
d.  h.  die  horizontale  Entfcffnnng  der  beiden  Pnnkte  A  nnd  JEf,  so 
hat  man  die  Proportion 

nna  folglich 

sin 

•der  w«im  is=S0«8a4,S  giMlit  wSi4,  * 
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wodnrck  aan  C  in  Seconden  aoigedrilekt  crhilt.  Pttlirt  w» 
diesen  Ansdrnck  von  C  ia  die  obige  Gleichnog  swiscken  a,  C 
ein,  MI  ergiebt  sieb 

welche  Formel  den  Coeflicienfen  der  Strableubrechung  liefert,  aus- 

Sedrückt  durch  die  gegeoseitiff  gleichzeitig  beobachteten  Zenith- 
istonen  und  die  Entferanttg  der  lleobacbltingspaDbte.  Netiriidi 
muss  nun  aach  in  dieser  Gieichun|r  die  iirösse  M-i-x' — 180®  in 
Secunden  niisg-edriickt  gedacht  werden.  Hat  man  auf  diese  Weise 
Ar  gefunden,  so  kann  auch  A*  +  A*'  gcfnnden  werden,  weil  nach  , 
dem  Obigen 

ist.  Um  nnn  aber  und  ^x'  selbst  zu  Gnden ,  ist  man  nach  dem 
jetzigen  Stand  der  !siucbe  genöthigt  ^»  =  A»'  zu  setseu,  welches 
freilieb  nur  oabernngsweise,  und  «war  mit  deste  grosserer  Genauig- 
keit riclitig  ist,  je  geringer  der  Höhenunterschied  der  .beiden  Be* 

obachtungsorte.  und  mit  je  grösserm  Rechte  also  die  Voraussetzung 
gleicher  Dichtigkeit  der  Lurt  an  beiden  Beobachtungsorten  zulässig 
ist.  Auf  die  Gleichungen  /^»z=^x'  und  i^* ==iJtC  gestützt, 
erbÜtMan  • 

A»  =  A»'  =  T^^» 

wodurch  also,  da  ^  nach  dem  Obigen  schon  bekannt  ist»  die  Re- 
frnetionen       und  ^^x*  sieb  ergeben. 

Daa  Dreieck  ABC  liefert  nun,  indem  wir  jetst  an  der  Be- 
Stimmung  des  Höhenunterschieds  der  beiden  Beobachtungsorte  selbst 
übersehen,  nach  einem  bekannten  Satze  der  eheneu  Trigonometrie 
die  Proportion  * 

AC-^  BC  i  AC—  BC=z  cot  \C  :  tang  \(B  —  A), 

oder,  weil  offenbar  AC=r  -\-  /t^  BCzsir-^-  ist, 

2r-i-i5-t->i'  :  ^  — //  =  cot  \Ci  tangi(/r  — 

«nd  Iblgiicb,  weil  nacb  dem  Obigen 

ist, 

V^A^^  :  Jk  -A'ssscot       :  tang 
aleo 

oder,  weil  man  ^xzsz^x'  setzt,  und  bei  nicht  sehr  beträchtlichen 
Hohen  ^  oifeabar  als  eine  verscbwindende  Grösse  betrachtet 
Warden  kaia, 

^--A'ssSr  tang      tong  M«— »^)» 
•dar  aadüeb,  wall  2r  taag  id7aB#  gaaatat  «arda»  kaan, 
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Fflhrt  nsn  in  dieie  GleidiUDg  fdr  V  den  ans  dem  Obig«n  lieh  er- 
gnhendnn  Werth    « ' 

ein,  so  eibält  nan  .  ■ 

oder      .  .  .  ' 

Ä*  — Ässst  cot  (ä— iC), 


dder  eiidlicli  lÄich  nach  'den  Ohigto' 


wo  0)  den  obiffon  Werth  ]|at. 

Weil 

»'H-/\»'  =  180»  +£7—  (a-f- A«),  »-I-A»  =  180»  -t-       (»'-f- A»') 

ist,  8»  erhält  aan  aus  den  , Obigen  aneh  leicht  die  beiden  Glei- 
chungen 

ift'^ifc=ar(H-5^)  4ang^Ccot<«H-A»r-iO, 

Ä-Ä's=2r(l4-i^)  tangi^7cot(V  +  A*'-i^)i 

oder 

mittelst '  wdeber  die  'Miractionen  A^  und  A^  bestinnnt  firerden 

können,  wenn  die  Höben  der  beiden  Punkte,  ihre  horizontale  Ent- 
fernung und  die  glclclizclfig'  sregenseitig  gemesscndn  Zenitbdis(an> 
zen  bekannt  sind.  Funkte  io  der  Nabe  der  Meeresküste,  deren 
Höben  von  Sl^nde.nnt  nnebhängigyan  einander  nivelliit  werden 
können,  eignen  sich  zur  Lösunff  dieser  Aufgabe  an  besten. 

Wir  haben  liier  die  obi^e  Tbeorie  der  Bestimmung  der  Höben- 
ooterscbiede  »us  gleicbzoitig  gemessenen  gegenseitigen  Zenitb- 
distanzen, als  der  genauesten  bis  jetzt  bekannten  Metbode,  zu  sol- 
chen Bestimmungen  zu  gelangen  ,  in  der  Kürze  vollständig  ent- 
wickcU.  In  Bezug  auf  verschiedene  andere  instructive  und  praktisch 
wichtige  Aufgaben,  rUcksiclitüch  des  Details  der  Messunp:  und  der 
bei  derselben  zur  l^rfeicbung  müglicbat  grosser  Genauigkeit  ange- 
wandten Vorsichtsnaassregeln  Blässen  wir  auf  das  ansgeseiebnete 
WeriL  selbst  verweisen,  inden  wir  uns  begnügen,  einige  der  wich- 
tigsten aus  dec  jjfeasung  gesogenen  jRissultate  (n.Felgendon-  ansan« 
nenzustellen.  '' 

Dna  nittiera  NiveM  der  Ostnee  ber^irleeBiinde  findet  bei  ei* 
nem  Pegelstandn  von  0,5636  Toisen  Statt,  und  dies  i.st  der  NulU 
punkt,  auf  welchen  sich  das  ganze  Nivellement  bezieht.  Die  neun- 
'  :en  monatlichen  Mittel  des  Standes  der  Ostsee  bei  Swinemünde 


ieten  die  auffallende  Erschein  ungdar,  dass  das  Niveau  der  Ostsee  in 
der  ersten  Hälfte  des  JalifS  nn  oZoll  niedriger  ist  als  in  der  zweiten 
Hälfte.  Bs  wifape  «■  wte8eiMB»..rafli^  wm  nndem  Häian  der  OstiM 
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forgfältige  BeotefiMwogtB  iber  4c9  Staad  dcndboi  «p  «itMiiltBt 

sujD  ZU  ermitteln,  ob  der  narabaft  geaiaebten  sonderhilWl  feadjali 
aaog  eiue  localp  oder  eine  allgemeine  Ursache  xnm  Grunde  liegt. 

Folgende  Uubeo  einiger  Punkte  von  Berlin  über  der  Qitsee, 
d.  b.  fib^  den  vorber  nftaer  bneiebaatMi  WaHymbif  dir  Mgawiag^ 
4iirftea  von  allireBeineraai  IntcretM  seUi. 

ToiMD. 

Obere  Fläche  des  i^undsteinpfeilers  auf  der  Platefome 
der  Berliner  aeoeir  Sterawarl^e  ia  aordweatlicber  Bicb- 
tuiifc  \i)tnCeatrum  des  mden  Thurms  ....  +23,9512 
Fussbudeu  des  magnetischon  Hauscliens  hol  der  Sternwarte  -f-  17|60M 
Strasse njpflaster  unter  dem  Tborwege  der  alten  Stern- 
warte H-  17,37W 

Straäsenpnaüter  um  Fusse  des  Marienthurms         •     ,  17,9210 
Nullpunkt  des  Pepels  an  der  Fischerbrücke    .      .      .  «4*13)^43 
MormiiUvasserstand  der  Spree,  uelclicr  fiijr  die  Sonuaer- 
mouate  vom  Mai  bis  September  gilt: 

.  Oberwaieer   +16,^163 

Unterwasser  .........     «4-  15.97S9 

Auf  dem  erwähnten  Pfeiler  auf  der  Plateform  der  neuen  Herli- 
tter Sternwarte  stand  der  Theodolit.    Der  wabrscbeialicbe  Feblfsr 
der  HdbeabeftiwMiBir  dieses  Stationspanktes  war  0,317  Toiseo,  so» 
wie  denn  dieswabrscJieinlicben  Febler  für  alle  NivellemeatetaüoaeB 
bereebnet  und  in  dem  Werke  mitgetbeilt  worden  sind. 

Daa  Coefficienten  k  der  ttmatnscben  Strabienbrechuog  setsea 

die  li;Dgländer   0,2000 

die  Praazosea   0,1000' 

Corabcuf   0,1285 

die  ostprenssiicbe  Gradmessnog    .  0,1370 

Gauss   0,1306 

• "    IStruve  ^  0,1237  " 


Der  BestiwMHig  dasselbea  war  die  Toa  li«rrn  Baayir  ausge« 
fthrte  Operation  im  Allgemeiaao  aicht  sehr  gaaAlig«  weil  der  UaapU 

zweck:  eine  mö^liclist  genaue  Ermittelung  der  Höhe  vori 
Berlin,  die  Bedingung  auierlegte,  die  Entfernung  der  einzelneo 
Stationen  nicht  sehr  gross  anaanehmen,  und  in  der  That  wurda 
•neb  eine  BaHensHig  tob  t  bis  S  Meilaa  «w  da  abaracbritte»,  wo 
(es  die  Localität  durchaus  nicht  anders  gestattete.  Bezeichnet  man 
fibar  den  Febler  der  Summe  der  beobachteten  Zenitbdistunzen  durch 
flf(a+a'),  den  Febler  von  k  durch  </Xrj  so  ist  wegen  der  aus  dein 
ObigcQ  aakaBBtoa-  Glaichnag 

imft  «pa  diaaalba  diffariatürt, 

—  ^  4*-*-»')  oder  4^A=:-.  rf(»4-*'>, 

woraus  smb  sieht,  daas  der  Einfluss  der  Beobacbtaag^eUM*  ia  der 
Summe  der  Zmlthdistanzen  auf  den  Coeflicientcn  der  Strahlen- 
brechung in  demselben  Verbältnisse  abnimmt,  in  welchem  die  Ent- 
fernung der  Beobuchtungsguokte  zunimmt.  Ungeachtet  dieser  nicbt 
afcaa  gflnsligaB  Dnistfta<ß  bat  aber  der  VeHEMaer  dock  ana  aeiaa« 
Bepbidtegeo  «ad  BfeMWgeip  ela  iilih^igea  Bewltat  w  uAMk 
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asst,  welehes  wir  hier  zum  Schluis  notk  ^ittfaeilen  wAllen,  In» 
wir  «ligleitii  dlejenigeo ,  welche  dam  ddegeaheit  babea,  so 
einer  nähern  Prüfung^  desselben  mif!or<lern. 

Dass  die  Strahlenbrechung^  an  jedem  Tage  sieb  nicht  gleich 
Ueibt,  sondern  im  Allg^emeincn  vom  Morgen  gegen  den  Mittag  hin 
abnimmtf  nnd  von  Hittage  gegen  den  Abend  bin  wiebst,  iat  aebon 
früher  nicbt  vnbekannt  gewesen.  Dies  hat  den  Verfasser  zu  einer 
Vergleichung  seiner  Bestimmungen  von  ^  mit  den  Tageszeiten, 

Solchen  dieselben  entsprechen,  veranlasst,  wobei  er  von  der  Hjrpo- 
eie  ausgeht,  dasa  die  Wertbe  von  Jh  den  Abstünden  der  entspre- 
cbenden  Tageszeiten  vom  wahren  Mittage  proportional  sind,  nnd 
eben  diese  Hvpothese  ist  es,  deren  Wiihrscheinlicbkeit  er  aus  seiiien  . 
Beobachtungen  durzuthun  sucht,  wobei  er  auf  folgende  Art  verfährt. 

Er  drückt  die  Abstände  der  Tageszeiten  vom  wahren  Mittag^ 
in  Tbeilen  des  halben  Tagebogens  ans,  so  dass  0  dem  Mittage,  1: 
den  Sonnen-Auf-  oder  Untergänge  entspricht  Ist  näm  lieh  T  der 
Abstand  der  Tageszeit  vom  wahren  Mittage  und  X  die  Tageslänge, 
beide  in  einerlei  Zeitmaas  ausgedrückt,  so  erhält  man  den  Abstand 
der  Tageszeit  von  wahren  Mittage  in  Tbeilen  des  bblben  Tagebo- 

2  7* 

gens  ausgedrückt  durch  die  Formel  ,  welche  wir  im  Folgenden 
'durch  6  bezeichnen  wollen.  Ist  dann  die  obige  Hypothese  richtig, 
so  muss     eine  coostante  Grösse,  oder  es  mnss 

sein,  wo  a  eine  constaate  Grösse  bezeichnet.  Die  Uebereinstim« 
mung  dieser  Hvpothese  mit  wirklich  angestellten  Beobachtungen 
wird  man -aus  dem  folgenden  von  dem  Yerfrsser  mitgetlteilten  Tä- 
felcben  sn  beurtbeilen  m  Stande  sein: 


Anzahl 
der  Be- 

admmun- 
,gen  von. 

Zeit  in 
halben 

Tagebö- 

o 

0 

Beobaebtete 

Werthe  von 

k 

* 

Berechnete 
Werthe  von 

Fehler. 

1 
4 
10 
19 
15 
5 

0,376 
0,460 

0.555 
0.640 
0,738 
0,849 

0,0791 
0,1003 
0,1205 
0,1347 
0,1543 
0,1912 

0,2104 
0,2180 

0,2171 
0,2105 
0,2091 
0,2252 

0,0802 
0,0§8I 

0,1183 
0,1364 
0,1573 
0,1810 

+  0,0011 
.  —  0;0t22 

—  0,0022 
+  0,0017 
-+-0,0030 
-^0,0102 

54 

Mittel  . . . 

.  0,2132  = 

a 

Dass  .der  von  dem  Verfasser  aufgestellten  Hypothese  grosse 
Wabrscheinliebkeit  anr  Seite  steht,  nnterliegt  biernaen  keinen  %ir*i- 
fei ,  und  ,es  ist  sehr  zu  wünschen ,  dass  durch  vervielföltigte  Beob* 
achtungen'  dieselbe  näher  geprüft  und  der  Werth  Von  a  g(Mianer 
bestimnit  werde.   Bis  jetzt  wird  man 

=  0,2132. /y 

zn  setzen  haben,  wo  ^-die  ohig-e  Bedeutuna^  hat.  Bei  Souncn-Anf- 
o4er  Untergang  ist  nach  dieser  Formel  >(r==  0,2132,  für  den  wah- 
ten  Mittag  ergiebt  sieb  nach  derselben  =  0.  Der  erste  Werth 
nm  k  Btfannt  naeh  des  Veffiwsen  yefiiehernng  nit  oMbreren  «n* 
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dera  ven  ihm  gemachten  BtttimaiipyeD  sehr  o«Im  üherein;  den 
sweitea  Werth  vod  k  bat  «r,  was  freilieh  «ehr  m  .wünacbeo  ce- 
mwB  •  wfra  •  m4  «a4«ni  Ba«huhl«ni  guM  hwtoi  imfi^w/tn. 
werden  mara,  bis  Jetzt  noch  lieht  4«rcb  ditMto  Beobaelif  eg—  «i 

pröfen  Gelegenheit  gehabt. 

"•-l  Aiiee,  ^ie  sich  für  trigonometrische  Nivellements  interessiren 

zufuhren  bcabsichti- 


iMid  MMMstlicb  aelbat  dergleichen  Arbeiten  aasa 

El«  wird  das  in  jeder  Beziehung  höchst  schltsbare  Werk  4ea 
rrn  Baeyer  die  vielfachste  Belehrug  4arbieteB  Biid.aie b^ ihre» 
^jbeitßn  weaenüicb  untentützen« 


Hourey's  Beweis  des  Fundamentalsatzes  der 

Theorie  der  algebraischen  Gleichungen. 

•  ..    . .  •  . 

•Nach  zwei  Abhandhingen  des  Herrn  Lioaville  in  dem  Journal  de  Mathe- 
mtiques  purea  et  «ppUquees,  publie  par  Joseph  LioavilU«  T.IV.  p.&01 

,    j,,..       .,   ,  T.  V.  p.  31.  frei  bearbeitet  von 

"  dem  Herausffeber. 


1* 


Der  Fundamentalsatz  der  Theorie  der  algebraischen  Gleichun- 
preo,  weichen  in  npuernr  Zeit  vorzüglich  Gauss  uud  Cauchy  zum 
Crcgenatande  ihrer  scliurfsionigen  liBtersuchuogen  gemacht  haben. 
irtliiliMtttlieh  im  Sätet 

;.-4ta»  J«de  «Igebrftiscbe  Gleichung,  deren  Coeffieien« 

"  *^en' sämmHM  die  Form  «-f-^V^— 1  haben,  wo  «  und  £ 

'Ideelle  Grössen  sind,  die  auch  verschwinden  können, 
miDdesteoB  eint  Wuriel  Yon  derselben  Form  haben 
.»Hl^ai. 

Einen  sehr  einfachen  und  beachtungswerthen  Beweis  dieieo  in 
jeder  Boziehung-  hörhst  wichtigen  Theorems  hat  Herr  Mourey  in 
einer  im  Juhre  182H  unter  dem  Titel:  Vraie  theorie  des  quaotit^s 
negatives  et  des  quantites  pr^tendues  imaginaires,  erschienenen 
Bmiit  gegeben.  Dn  ober  dieaer  Beweia  bis  jetzt  nur  wenig  be- 
katH^t  gewogen  an  seyn  seheint,  ao  bat  Herr  Liouville  iu  den 
beiden  oben  genannten  Abhandlungen  von  Neuem  auf  denselben 
nltiliie^rkjMim  gemacht,  atod  hat  ihn  zugleich  in  einem  Funkte  ver- 
VMIÜiiMIgt;  w<^  ei<  ihir  VertoHatindignnf  aebr  bednrfiiai  Diean  .bei. 
den  Abbeifdlongen  des  Herrn  Liouville  legen  wir  unserer  folg:fB« 
den  Darstellung  des  in  Rede  stehenden  bemerkeoswertben  Beweises 
de«  oben  |[^nainnten  wichtigen  JSataea,  deaaen  Beweis  achon  auf  so 
TMii.  '    '  • 
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vkle  verschiedene  Arten  rmi  ilrii  hrrininifmfrni  lijiithnüitiiliiirnijlcif 
ttCniern  Zeit  versucht  wordeo  ist,  sam  Gruode.         '  ' 

Als  bekennt  Mtztn  |?ir  bei  dieser  ÜaisteUuofc .  die  ^leeodeo 

Algehr.-i  I>(»wicsen  werden:  :•  •  :  ,| 

1,  Unter  d  JT  V  o  r;in  J?!?«  trn  n  c* ,  d  ass  j  ede  Algebraische 
Gleichung  des  /tten  und  jedes  niedrigem  firftdes,  deren 
hocbs^cj  Glied  die  Einheit  zum  Cocfficicuten  hat,  iiBfl 
deren  '  Ulf  rt^e  Coefficieiit«ii  viMlrtt^lch  ->crw  daH  r«f^ 
^^•^|/IZT  sind,  mindestens  eine  Wura 

Furm  hat.  lässt  sich  die  Function  einer  jeden  solchen 
Gleichung  des  //tcn  Grades  in  u  F.i(  (oreti  zerlegen, 
welche  s  H^i  ni  1 1  i  c  h  ganze  t^« t»o  1  e  u  1  g  e  b  r  u  i  s  c  h  c  F  u  u  c  t  i  ü- 
nen  de«  ersten  Grades  der  iinbekaantea  GfSsse  «  der 
GleichuDg  Ton  der  Form  's  — — 1  sind. 

2.  Jede  algebraische  Gleicbung^  des  »  teo  Grades 
kann  höchstens  rs  säm mtl^^h  ^unter  eiaairdar  veracbia- 
dene  Wurzeln  hüben.     ,  i  ;  i  .X.  ' 

;^'.-v*-.         -  '»4*.  ^'-'U?  .''  r  -vr 

In  einer  Ghcnc  nehme  man  jetz^  zw/ei  rech^wtokjige  A^xen  der 

und  y  an  und  denke  aich  in  deV^^tbeii  Fben^^^^irft^tdi^tiige  völ- 
liff  ceschLossene  Curre  gezogen.  llf  sei  eiu  beliebiger  Punkt  auf 
finslr  Co^e  ,  und  J'nei  ehi  b^fi^fel^  InnirliaM  ti4e^  anaaeiliali 
»dersdben,  nlclit  auf  ihr,  riegcnder  runkt  in.  iier  in  Red^  itebdlUMl 
Ebene.  Von  dem  l'unklc  A  ans  donkc  man  sich  eine  mit  dem  po- 
sitiven Theile  der  Axe  der  a;  parallele  und  nach  derselben  Seite 
wie  der  positive  Theii  der  Axe  der  von  dem  Anlange  der  ary 
ans  hin  gerichtete  gerade  Linie  gezogen,  nnd  betrachte  alle  mt 
dieser  Linie  von  der  Linie  ^4/^1  eingeschlossenen  Winkel  als  posi- 
tiv oder  als  negativ,  jen.irlulem  dieselben  von  der  von  dem  Punkte 
^  aus  m|t  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  parallel  und  nach  der- 
selben S^ite  hin  gezogenen  geraden  Linie  atfUs  an  dar  LMf  ./MI nach 
der  Seite. der  poaitiven  oder  negafhren  jf  *iiitt*ge»iililtiwafden  '.sindi^ 

Dies  vorausgesetzt,  hezeiohne  man  nun  einen  der  von  der  F^inie 
j^Af  mit  der  vou  dem  Punkte  A  aus  mit  dem  uasitiven  Theile  der 
Axe  der  a:  paralfef  Und'^'nach  denNAhtn''8eiC9*lfln  ffezogeqe» '  gera- 
den Linie  eingeschlossenen  Wlalceli  •dnrili  <wb  MmT . iam aic||  »den 
Punkt  ßf  auf  der  in  der  Fhenc  der  .ry  gezogenen  gescblQsseaen 
Curve  immer  nach  derselben  Richtung  liiu  bewegen,  bis  er  wieder 
in  seine  erste  I^age  zurückkehrt;  so  wird  der  Winkel  w  sich,  «t^^ig 
Terlttdem,  und  nüfre  dnreh  dieae  •. stetige- VMndaraiig,  ivaat  der 
Punkt  3f  wiadar  in  seine  ursprünglicbe  Lage ' ZtttnfllKliftbtf ,  A»^ 
Werth  u)'  erhalten.  Zu  ischen-  den  beiden  Grössen  lo  und'  w'  wollen 
wir  nun  eine  Gleichung  aufsuclien)>;-<un(i  w<i>Uf}qi  dfibei  ff*.  und.  als 
dorch  KreislN»^  für  ainaftM  KiaMit  ajaicheii  Radiaft'^  genasen 
annehmen.  Wir  niiissen  ahdr  *4ei.  dtfHffcriTtaAaiaMhliag^  4U!/al§1^ 
den  Fälle  unterscheiden.  ; 

Wenn  der  Punkt  ^  innerhalb  der  in  der  Ebene  der  ^ff  <Kfi%ßr, 
venen  geschlossenen  Cnne  liegt,  un4  der  Punkt  i^j^cb  aut  difA^r 
tWte  «aeh  derstlhen  Richtung  bin  htewegt,  nach  welchea  npai^  spab 
bewegen  muss,  um  von  dein  poisitiven  Theile  der  Axe  der  diMTCh 
den  von  den  positiren  Thailen  der  A&eu  d«i:  iNid.y'.jMayttiplil^Meiiaii 

'  '  '  .1  Ii-dT 


t 


redtiten  Whikel  bfndarch  zu  dem  positlren  *rheile  der  Axe  der  y  zu 
gelsDffen;  so  wird  der  Winkel  ü»,  mag  derselbe  duo  pontir  oder 
»MftiV  iriD,  jedentft  stetig  zitiielraien,,  aiKl  et  ^rd  «nf  der  9M^k 
eviBM«»,'M'M  dieie«  Fk3le  ifMiebea  •  md  oi^  xmmi»  4te  CMd* 

ijfro  9r  seine  leknnDte  Bedeutuag-  hat,  Sintt  findet. 

Weao  der  Punkt  A  wieder  innerhitlb  der  iu  der  Ebene  der 

Stzpi^eDea  gescbio^seueii  Cunje  liegt,  der  Funkt  M  sich  aber  auf 
ÄflBT  Chfre 'nb'eh  *9ferMl60B  Kfclitiing^  Mo  fcewetft'.  naiii  .weleber 
■MO  sieb  bewegea  llia,  tan  dem  positiven  Taeile  der  Axe  der 
a:  durch  den  von  dem  iiositiren  Theilc  der  Axe  der  ar  und  dem  ne- 

f ativen  Tbeile.  der  Axe  der  y  eii^escbloasenen  rechten  Winkel 
tiidincli  SB  desi  negstiven  Tfceile  der  Axe  der  y  zu  gelangen;  ss 
wird  der  Winkel  Ctf,  MSg  derselbe  nun  positiv  oder  negativ  seia, 
jederzeit  stetis-  abnehmen,  und  es  wird  auf  der  Stelle  erhöUeB,  dass 
Mi  dieaca  Felle-zwisdieo  to  und  o/'  immer  die  (vieicbung 

W4  TT  wieder  seine  bekannte  Bedeutung  bat,  Statt  findel. 

Wenn  der  Punkt  A  ausserfaulb  der  in  der  ülbene  drr  .ry  g^zo. 
genen -gescitlotsenen  Curve  liegt,  so  findet,  wovon  man  sich  so- 
gleidi'itliiimdg«*  mhd,  w«*1i  SM»  nur  dieeea  Fall  an  eiaer  Figar 
etwas  näbeir  btttuthitt,  kwiisliea  dea  firttssea  aad  4/  Jedersak 
die  GMeliaag  • 

.  •  ai'as  6> 

Statt. 

IDeraas  eraiebt  aiili,  dass  swiicilieh  dea-^rSssea  afMd  ja* 
derseit  die  Gkieiiabg 

a/sswdbSir  ader  t/s=m' 

Stelt  findet,.  jaaadideBi  der  PaaliC^^  ianerkalli  adar  MMserlialb  der 

in  der  Kbene  der  .vy  crezopenen  geschlossenen  Curve  liegt,  und 
daM  man  in  der  ersten  dieser  beiden  lalcichungen  dos  ohero  oder 
untere  Zeichen  zu  nehmeu  hat,  jenachdem  sich  der  Punkt  auf 
dsiv  in  daii'.KMbe  d^.<ry  geaageae»  geechleisaaaa  CSart •  nacl^  der. 
aribaai  AidlWtog.  «ach  welcher  man  sich  bewgsa  ainss,  um  vaa 
deSi  pesitiveo  Tbeile  der  Axe  drr  .v  durch  den  von  den  positiven 
Theilen.  der  Axen  der  aad  y  eingeschlossenen  rechten  Winkel 
hindurch  sa  dem  pastCivea  Thaife  der  Aza  dar  p  sa  gela|igen,  odarv 
nach  der  eatgegeagesetstea  Richtaag  bia  bewegt. 

Dies  führt  aber  ferner,  indem  alle  vorhergebeadea  Varaasscftsaa« 
cen  auch  jetzt  4i(^di|jhit  <ßiiU>§bait  hahailea,  .«Bailtalbar  s«  dcai 

folgenden  Satze: 

Wenn. die  m  Punkte  A^  ...  ^tt—i  siimmtlich 

fa'  Aer  KIfenV  ddr  .ry  liegen,  von  jedeai  derselbe^  aas 

ibH  'deiS  pbsItWeii  Tbeile  der  Axe  der  ^  parallele 
und' üäch  derselben  Sei  tc  hin  gorichtefe  crerade  Linie 

Eezogen  gedacht  wird,  die  mit  diesen  Linien  von  den 
inien  AMy  A^M,  A^^M,  A^IU^  ...  eingesch  I  ossenea 

Winkel  respective  durch  01,  ai,,  or,,  ...  Cc^m-i,  die  Werthe 
AVer,' welche  diese  Winkel,  wenn  sich  der  Punkt  M  auf 
dar  in' der  Ebene  der  jcy  geschiofseaen  Curve  immer 
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8*  ■ 

aacb  der§elken  Richtung  liio  l^i«  wieder^  in  «eine.<or;* 
sprüDgUc^e  Lage  bewegt,  dvrck  ihrp  m\t  dieser  B^w^^g 
gu^ng  des'rip^ankteg  ßf  verbundene  stetige  Verändemv^gji 
indem  derselbe  wi  f>  d  er  in  sein  er  ursprünglichen  L>ge4t% 
kommt,  erhalten,  rcspective  durch  w,  w', ,  w',,  w', ,  . . , 
bezeichnet  werden,  und  x  die  Aozahl  derjenigen  der 
Punkte  ji,  A^,  A^^  Jf,,  ...^^».1  iit,  welche  iBi|«rhalb  der 
in  der  Ebene  der  gesogenen  l^esehroitenen'IÜiirTift 
Hefrf^n;  8»  ist  immer  .       '  j 


wenv  'nlan  nur  in  dieser  Gleichung  das  obere  oder  nn* 
terr  Zeichen  iiimnit.  jenacbdem  sich  der  Funkt  M  auf 
der  iii  der  biieue  derory  gezogenen  geschlossen en  €urve 
nack -^lerrelbeu  Richtung,  nach  welcher  «»»  laich'bewe« 
geu  musSf  u<A.  von  dem  poaltiven  Tbeile  der  Asce  der^ 
durch  den  von  den  positiven  T  Ii  eilen  der  Axen  der  x 
und  ei n ff eschlossenen  Winkel  hindurch  zu  dem  positi- 
ven Theile  der-A^e  der  f  sn  i^elangen,  oder  nach  der 
en tff cge ngesetxteo  Richtuog  bin  bewegt  hat. 

Weiaa  il«D  also,  dass  von  den  Punkten 
w^j,  ....  A„^\  wenic;^8tetis  einer  iiinerhalb  der  in  der 
£bene  der  a:y  gezogeuen  geschlossenen  Curtve  ü^gt«  so 
niird  mau,  weiia  man  «nr  des  l^uukt  M  a«f  dtCLter  Ctirvfl 
seine  Lage  der  Grösse  und  der  Biichtuuff  nach  auf  die 
erforderliche  Weise  verändern,  auch  nÖtliigeafalls  sei^ 
neu  liuilauf  auf  der  in  Rede  «tehenden  Curve  mehrere 
Mal  Tollenden  iässt,  die  Sumsie  iiH-<tf,+i(i,+fti,+...-Hi(i^i 
jede  beliebige  Zu*n»hMe  oder  Abp«h»e,  ül>«rh*u|»t  jede 
beliebige  Veränderuucc  erleiden  lassen  können; 
welches  sich  gan^  unmitteluar  aus  dem  vorigen  Satze  ergiebt,  wenn 
man  nur  bei  der  Anwendung  desselben  zugleich  nicht  aus  den 
A'agen  verliert,  dass  sich  die  in  Rede  siebend«  Summe  a*)wie  jeder 
ihrer  einzelnen  Theile  torlwähretid  stetig-  verändert,  wenn  sich  der* 
Punkt  iij  auf  der  in  der  P>hene  der  aiy  griogcncn  gischiosooncll 
Curve  ohne  Unterbrechung  bewegt.  j  .•    m'  .  *!  >    .  •• 

>•  Auf  diesen  wenigen  an  Bich  hüdisl  einfsclien  Princi]NieD^  vn* 
deren- Richtigkeit  man  sehr  leicht  die  Tollkommenste  Cebentengittg 
gewinnt,  beruhet  vorzüglich  der  Beweis  des  Herrn  filoHVnyj  dies 
wir  nun  sogleich  näher  kennen  lernen  werden. 

'  I  -•  JBs  «ei.  , , ,  .i  •: , , 

iüg^d^e^ne  Gleichung  dei  y/ten  Grades,, deren  i^.efficienteiB  s|üuit^ 

lieh'  Ton  der  Forin;  er -f- ä  1/  —  1  sind.  Für-'kf^|  WV^fM 
Gleichung  offenbar  eine  Wurzel  von  derselben  Form,  nnd  es  wii'a 
also,  um  di)s  wichtige  Fundamentaltheo/em.  ^er  Theorie  der  Gl^i- 
shupgj9i|»  von  .  dem  in  4-  ^  Rede  .gewesen  ist  ,  im  Allg^ieinei) 
BU. beweif  eil,  bloss  darauf .  nnkonnien,'  sn  zeigen,  dass  dasselbe! 
wenn  es  für  jede  dileichting  von  einem  niedrigem  Grade  als  dem 
sHten  richtig  ist,  dann  immer  /ui^  ijij;  j^e  Gleicl^uog  des  j^en  Gf/»-^ 
des  gelten  muss.  .      ;.  •  ...  .«i  -» 
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Dnber  wojien  wir  jetzt  anDebmeD,  dais  der  zu  beweiieode  Satz 
fir  jede  Gleicbong  von  einea  oiedrigern  Grude  als  den  «ten  ffiit. 
Üoter  dieser  WmtmHHamg  Um  tkk  Mck  ivm  Bttam  !•  fm  ^  I. 
dteFiiMti^jl    *        ,     '  .     'I.  . 


Mfffaei^  ■•)■  9m  mm       1  Factovea  bceteh^pito  Pkodaet  vom  der 

» om  ,  .  ^ 

darstellen,  und  et  irird,  um  nnsern  Sats  so  beweiMs,  nun  daraof 

ankommen',  dass  mnn  zpi|2^t,  dass  es  immer  mindestens  einen  Werth 
Ton  %  von  derselben  Form  wie  die  CoefiQcieiiten  der  gegebeoea 

Gleichung  j^ebeii  muss,  für  welchen 

oder         *  ' 
ist 

€m  dies  zu  beweisen,  setze  man      v    -  ' 

und  stelle  sich  a:  und  y  als  die  rechtwinklitfen  Toordinaten  eines 
Punktes  M  in  einer  Ebene  in  Bezug  auf  zwei  beliebige  auf  einan- 
der senkrecht  stehende  Coordinatenaxen,  deren  positive  Tbelle  Ojf 
udl  Oif  sein  mögea,  vak  .9tH»  seie»  wf»,  ji^  A^^n\*A»^x  4w 
dm!^  4if  CaaidiaateB 

•n  *>»  «i-i»  4»--t 

in  Bezug  auf  dasselbe  Courdinateasystem  bestimmten  •  — 1  Punkte 

in  dieser  Ebene,  ta  sei  einer, deir  von  dem  Rudins  Vector  OM=q 
mit  dem  positiven  Theilc  der  Axe  der  a:  eingeschlossenen  Winkel^ 
so  ist,  wie  sogleich  erbellen  wird,  in  völliger  Allgemeinheit 

*  =    -h  y  l —  1  =c=  Q  (cos  iu -H kin  Ui\^  —  I ). 

Sind  nun  ferner  w,,  ü>,,  »  .  .  ' U)h~\  die  von  den  Vertoren 
^,J/=o,,  >^,^==^a,  A^iä:==z(^^y  ...  A„—iM z=zQf,^i  mit  den 
▼OD  deif  Ptinkten  j^,,  • ..  An  \  9mm  akit  dem  positives 

Theile  der  Axe  der  a:  parallel  und  nach  denelbeo  Seile  hin«  geEO« 
genen  geraden  Linien  eingeschlossenen  Winkel;  so  ist  nach  den 
einfachsten  Formeln  der  Lehre  von  der  \  erwandiung  der  Coordiaa-r 
tesr  ^ffeiibaf  io  TilKger  AHgemeMieil  . 

;»—«,— Ä ,  V/^^==^—«i-*-(y— Ä ,  )W'^==:^ ,  (cosw  j    sin  w ,  1/ 

Si  W.  .   .     i  I  . 

.•<••  :    «.  .,,       -ff     I    .    .  •       .  ■•       r-     ■  • 


=  ^«_i(cos  a>rt_i-f-siu  1/  —  1);       "  * 

and  folglich  nach  eiacm  bekaanteo  Satze  ans  der  Lehre  voo  de» 
iMagiaäteo' Grosse«  '    •  ^     .  .     .  .  r^. 
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•+•  Bin  (w Hh     H- . . -h 

'  Weil  Dach  dem  Obigeli  nns'^iiÄ  so  sei^n  obliegt,  den  liek 

für  x±sje-{-yV—l,  wo  at  iHMl^  feelle  CMteMi  elfid»  iüM 
misdeetens  ein  Werth  angeben  läsit,  taf  welchen  •  ^ 

ist;  80  werden  wir  jetzt  zu  zeigep  Lüben,  dass  sich  fiif  y  immer 
aindcateoa  ein  System  sw'eier  reeller  Werthi^  aagislien  Mtaat,  für 

.welches 

•4- sin  (w  4- «1     . .  +  J  =s 1/ 

itt.  )|af1i  lUr  Veraiuefftuing . und  ni^.d^  LeJire  ynf  den  ipmi? 
näres  GrSisea  kann  aber' immer  ■  t. 

—  {7's=il(c(Mi«+siiiaV^>  . 

gesetzt  werden.  Düker  wird  das  Qiiige  bewiesen  sein ,  weuu  man 
sc|igen  kann,  d.'^ss  sieh  pLX.  op^^y  immer  mindestens  ein  System 
zweier  reeller  Werthe  angebeii  JiUst.  durchs  Welell^  Jlt  ttelHea 
C^i^icbungeo  •  *!     *  '   '       .  =  '7 

sttgleicli  erfüllt  werden»  wovon  ma»sicb  auf  folj|ten4e^A»lf  ihtt^ 

leugen  kann.  •  •» 

VVei^  iiacb  dem  Obigen  ,...»* 

*    ^,  =V/(^  cos  w  —  <7j' -h     sin  w  —  • 
€s^^  (^  eo«  o»_«r,)*-*|-(9sio.«»  — 4»)% 
.      c=s|/(^  eot-w— V,)*        sin  4*^A,)»,  - 

=         cos  w  —  «»-i)*  -t-     sin     —  <^«Zi)»  ^  ' 

ist;  so  ist  das  Produkt  q  q^q^  .  ,  .  q„—u  dessen  Werth  immer  posl- 
tiv  ist,  für  jeden  bestimmten  Werth  von  (a>  eine  stetige  Function 
v«B  welohe  fttr  ^seO.  Tonchwindei  dnd  fnr>smaDf:«Miidliii& 
wird.  Daher  muss  es  oifenbsr  ftte  jeden  bestimmten  Worth  tioii'.et 
mindestens  eilten  Werth  tob  ^  «eben,  fnr  welchen 

also  die  erste  der  beiden  obigen  Gleichongen  erfüllt  ist^  Denkt 
man  sich  folglich  in  der  Ebene  der  ary  von  dem  Anfatisrc  0  der 

,  so 
des 

d«miFBadiiis 

Vector,  fdr  ^  in  die  Gleicbvi^^   ^  ^      ,  .  ' 

gOMtst,  dersolboo  geofigt,  und  es  frBgt  iieh  Jot«kjniBsM»mft;^ 
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diese  Pttiikte  eine  stetig«  völUf  geM^lemie,  den  Punkt  O  alionack, 

aJlea  Seiten  hin  ohne  iJnterbreciifiDg'  uiiGrebeiide  Curve  bifdeo.  Dass* 
dies  aber  wirklich  der  F^Jl  kano  «nf  iolgfmi^  Art  ge^eig^. 
werddD. 

Weil  naek  dea  Obi^  - »  ' 

ist,  so  ist  die  Gieiekiing 

oder  vielmehr,  weno  Maa  dieselbe  rational  macht,  die  Gleickuag 

dVenbar  sowohl  In  Bezug  auf  ^,  als  auch  ia  Besag  aaf  y  vom 
2n  ten  Grade,     flfie  Gleiehaüg  tüfa^  Mm  Mradea  Uale  kat 

dieFor»         »        •     '   :  ^  ^ 

y=ljr-h«i  oder  «=sX. 
^fi|{kt  man  aidi  ioi.^prtea  Fälle, in  dfr  Gleichnng  ' 

fiir  y  den  Ausdruck  ^H-Zu  gesetzt,  so  erhält  mau  eine  bloss  die 
naUekaaaie  Qriiaar^  catkalfeMde  Gkiehung,  d«MB  kMOaa  Glie4 

aÜBnfaar  (l  +  X*)»  a:^,  und  die  also  vom  tUten  Ci|ra4e  ist,  folglick 
Duch  ilem  S<i(z(>  2.  in  §.  1.  höchstens  2n  reelle  Wurzeln  habeo 
kann,  zu  deren  jeder  wetren  der  Uleichung^  y  =  >U2:  +  /A  nur  ein 
bestiauater  reeUer.  Werth,  von  y  geitort«  iai  zweiten  Yaliit  erhält 
■aa,  weaa  «WD4il«der  Glaieknilg  I   .i 

die  Grösse  a:  =  /.  setzt,  f^iqe  bloss  diu  uub<ikui^ato  Grpsse  y  ent- 
kalteade  Gleichung  des  ^teo  Grades,  welche  also  nack  den  Satze 
2,  ia  §.  L  wieder  böcbstbns  reelle  Wurzeln  babea  kaan.  Bier- 
aoa  aiffieH^jsichj  diiBs  tott  det  dnrek  liie  GUiffhaag 


•  ■ 


charocteriwb-tea  Caurve  kaifie  gerade  lAtAn  in  mehr  als  2/»  Punkten 
gescbuitteu  werden  kann,  und  dai>M  also  diese  Ciirve  jedenfalls  nicht 
der  GuttMug  dier  ÜjHralpj^  angehört,  welche  ohne  jemals  in  sich 
salkat  -aairäiiifiiiikiibrea  i»  aaemlUck  fielea  Windungen  eiaea  fcstan 
Fialtt  umgebea«  Btstüial«  aber  die  darck  die  IfleiabaBg 

ekaracierisirte  Carre  aas'geWissen  von  einander  gesoadertta,  also 

in  keiaem  stetigen  Züitaliimeohahge  stehenden  Tbeilea,  sa  würde 

■MB  ?on  des  Puakkk  Qi  bb  diir^  die  ;j|ilR^6b•BBi^MM  swiiiBbfiB  dfv 
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efntelDen  Hidlen  hindardi  bis  zu  eincM  von  dem  Punkte  Owtnd" 
lieh  -weit  entferoteu  Punkte  eine  stetic^e  Cnrve  liehen  köndeOf 
auf  welcher  der  Radios  Vector  kwioes  Punktes  der  Gleichung 

geniigen  würde,  welches  ungereimt  ist.  Denn  die,  dem  diese  Curve 
beschreibenden  Punkte  entsprecht  enden  Vectoren  q  verändern  sich 
•tetig  von  0  bis  C0  >  «öd  es  .^erdeil  iitb  elfo  aacb  die  entsprechen- 
den Werthe  der  GiriäMKB  . 

etetig  veribideni.  Weil  nnn  ^  Pi^s  •  •  •  fir'^sO  vcfMbwin- 
det,  ao  iit  in  der  Nfthe       Pnnktea.t^  die  CrSaae 

offenbar  negativ ;  poiitir  iat  dieae  CkSsse  dagegien  in:  dfii  Q^hp  dea 
Punktes  O.y  weil  QQiP9-*»>0»-i  fiir  ^ssOD  anandlleb  wird.  Da- 


her  mnss  die  Grösse 


irgebdwo  auf  der  Clirvc  OOi  vom  Negeirveo  cum  Positiven 

Sehen,  welches  wegen  der  stetigen  Veränderung  dieser  Grösse  nup; 
aon  gcfeeheben  kann,  wenn  dieselltQ..4urcb  Knll  hindurfi^  geht, 
worana  aieh  alan  ergiebt,  dass  jede#iell  lür  einen  gewissen  ^nlMf 
anf.  der  Cnrve  00^ 

aein  Ansa,  welches  gegen  daa  'Öbige  streitet,  folglich  ist'did  dnreli' 
die  Gleichnng  '        -  »  \  ,v-. 

ciiamet<ilMe  Cmv%'  nnthwendig  ^inn  fUtige  gncblasaantv  •'dkn. 
Pniikt'  0  nach  allen  Seiten*  hin  •  ohne  UnterbiMhnng  ni^b«ndn> 

.'Oninre.  ;  ' 

Yen  den  Punkten  O,  v^,,  . . .  <^„_i  liegt  immer  min- 

destens einer,  nämiicb  der  Punkt  innerhalb  der  in  Rede  stehen- 
den ^  Curve.    Ferner  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  keiner 'dieser 

Punkte  auf  derselben  liegt.  Von  dem  Punkte  0  versteht  sich  dies 
von  selbst  Läge  aber  z.  B.  der  Punkte,  auf  der  Curve,  so  würde, 
da ^'ür  jeden  Punkt  derselben  die  Gleichung  '       ^  r.t-. 

erfüllt  ist,  dies  auch  für  den  Punkt  vi,  der  Fall  sein,  welches  aber  . 
ungereimt  ist.    Weil  mau  uäuilich  unter  diesen  Voraussetzungen 
de|^  oben  in  Allgemeinen  durch  Jf  besei(ehneten  Punkt  als  ait  den 
ljuokte  y/,  zusamnienfaTlend  betrachten  muM,  aW  wflr^  oflnribnr 

S',  =  ,  iV— 0,  und  folglich  auch  ^  ^  .  .  .  ()„_i  =  0  sein  ,  da 
och  otienbür  Jfi  nie  verschwinden  kann,  weil  natürlich  U  als  nicht. 
vvrarlMndeiid  angeneihmeniwird.  Nleinit  nuin*  tmu-ulles  diesea-sn'^ 
aaniBen ,  so  ergiebt  sich  aus  dem  letnten  Satze  des  vorigen  Para- 
graphen unmittelbar,  dass  auf  der  in  Re4e  stehenden  Curve  der 
Pufi^t  M  iojmer  so  angenommen  werden  kann,  dass.  die  Summe 

Jiiden' bliliehigen  Werth  erhlllty  nlai»  iiieb'  so,'  dluii . 


■II 
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+  «4 -f- 4- • . .      ««-1  =  o 
ist  Da  DOD  nach  denuDbigaa  für  jedeii^  ßiinlU  ^oaerer  Cnnre  die 

erfüllt  ist,  so  sieht  man^  dass  sich  auf  derselben  isner  ein  Punkt 

•Bfebea  Rast,  diurdr  deaM»  CiHirdiaa^«B  dit'  lM%m  GleidMomto 

•  •  •    ■       ,  i_ 

.. .  ^»_i5c?iC,  w  4- w, -h     H- . . .  H-w«_i=:a 

zugleich  erfüllt  werdep:  auf  den  Beweis  dieses  Satzes  ist  aber  ob«« 
d«r  Beweifr  4m  PMda«Mtalialsat  der  Tkaari»  algebwiich«. 

Gleicbun^n  tnrUrkcrerübrt  worden,  so  duss  alt«. Am  Mck  di 
wiektige^mdaaentalaat»  aelhat  Y<»Uatä»d^(  h«#idto«.  iat. .  • 

•         ist  .       .  ..  ij  . 


••'»•*  •    •  •     .    iV  I    •   •    ...  u-  .  .  l'! 
.  ,   ..  .  • 


•     '  XIV.  • 

üeber  eiee  merkwürdige  Relation  zwischen 
den  rechtwinkligen  Coordinaten  von  vier  Punk- 
ten in  einer  Ebene  und  den  drei  Winkeln,  wel- 
che die  yier  Tta  diesen  Punkten  nach  einem 
fünften  Punkte  in  derselben  Ebene  g€20g€iien 
gerade»  Linieniniit  ekittiider  eiiMMsUtessc»^  abd 

Ober  acMl  whjhtfge  geodAttsdie  ikidjpibeii. 

•  I»'.  • .  • 

r       dem  Heraasgeber.  . 


En  aeiep  A\  A^y  A\t  •^•»  vier  Punkte  in  einer  Ebene,  deren 
eihirdiAalini  in  Besag  auf  4fio  ^IMUges  reektiHuliligw  CMfd!» 

tedilysteni  respective  a:\  i/\  ^i«  ;  y'«;  y«  mIb  Mögen*. 
Ein  fünfter  Puokt  in  derselben  Kbene  sei  vi,  und  a:^  y  seien  die 
Coordinaten  dieses  Puoktes  in  Bezug  auf  dasselbe  System.  Durch 
den'  Punkt  A  denke  man  sich  ein  dem  primitiven  paralleles  Coontt- 
natensysteni  der  ^  17  gelegt,  oed  *twzeicbiie>  die«  Ceardi»etffi 
Punkte  A\  A\,  A\y  Af^  in  fiexug  auf  dieses  fiM  S^tep  resp^- 
tive  durch  ij';  ri\;  ij',;  r]\;  so  hat  man  nach  des 
einfacksten  Formeln  der -Lehre  voii  der  Verwandliug  dar  Coor^i-» 
BsteB  die  folgendes  ÜletokMgeai 
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tUe  .fMi  .den  Linien  ..4<4't«>i>^^'s»  welche  durcl^ 

Qi  Qti  Qt  bezeichnet  werden  sollen,  mit  dem  positiven  Tlieile 
der  Axe  der  |  eingescblossenen  Winkel,  welche  v^n  den  positiven 
Tbü1e'4tw  Az»'(l0rf  donsli  ^  ^ 'dbo:  i[>otMUreir  IfWilw  4«r 
ikten-der  ^  und  rj  etngeac&Iavsenen  rechten  Winket  hindurch  immeif 
nach  derselben  RichtUDg  hin  von  0  bis  360**  geKähll  werden,  wol- 
len wir  durch  (fi^  ^ 9>  +  /^)  +  /  bezeichnen,  indem  wir  duii, 
auf  besonders  aufmerksam  zu  machen  nicht  unterlassen  ^  dass  die 
durch  a,  f  beseichneien  Grössen  zwar  nicht  in  allen  Fällen  die 
180»  nicht  übersteigenden  W  A'JA\,  A*JJ\,A'AJ\  selbst 
sind,  aber  doch  nus  diesen  WirikPfT»  jederzeit  leicht  gefunden,  und 
daher,  wenn  dieselben  etwa  bei  einer  geodätischen  Aufnahme  ge- 
meaaeo  worden  sind,  imner  nis  heknnnt  nnffenomaen  werden  kön- 
nen. Dies  Yomuegeielst  iit  offonhor  in  TdlDger  AllgeBeinheit 

1*  =^  coe9,         if  =^  iby;  . 

tx^Qx  C08(9P  +  a),  i,^t=:Q^  sin  (sp  H-a); 
l'a  =  ?a.co8(5p-|-/9),      =  8in(<ip-f-/J); 

und  liiU^clst  der  Gleichungen  \.  ergeben  eich  daher  jetat  die  lolgen* 
ded^ Beichlingen:       f  T):!i    'H!  ?  ■  f     v  )  v]  .:  j 


=  «r-hC»  c«8(y4-^),  y^^=5;y^ß,  8in(9PH-/J);  r 

Doreh  BliniinaCion  der  Gritesen  ^,  Qu  Qt^  ani  diesen  achl 
Gleichungen  erhftit  nuin  die  vier  Iblgeuden  Gieiehugen: 


a:hin(p  —  ycosy    »»  *t^^.  sin        y  cos  9) ; 

2   a:a\n(y>-hct)  —  y  cos  (yH-a)  r=       sin  (9)-+-«)  —  y'j  cos(9)-f-a); 
^  8in^(5PH-/J)  —  y  cos  {^>-hß)  =  ^'a  »in  (yH-/^)  —  y  2  cos  (y-H/S); 
sin  (sp+/}  -7-  y  cos  (jp+/)  =      »in  (sp-f-/)  —  y ,  cos  i 

aavünnoir  sich  feraerv  WMrMiill'«ps.4B>^.eretf)||  apd  ^weiten,  ,9p% 
der  ersten  und  dritten,  aus  der  ersten.  |in^  yier^ßn  die  Gftesn-.y 

eliminirt>  leicht  die  drei  Gleichungen  .   .    >.  I 

/ arsmas=:}a:',sin(y4-a)— y* iCos(y-f-a)j  cta^i-^Cor^sinT^ — Sf'cosq)cos{(f-^\ 
4i-i«r8in^a}:r',sin(7->f-/')— y'sCOsO^H~/')(  cos^— (or^sin  ^y'cos^p)  005(9-*^^^ 
(a*8itt9'H^tn^9Hh/H^fO0<lH»y)|  eof^-4K'i^9*-ycoi9i)eei(^H') 


ergehen,  A  ^hutt.dwek  SlialMikB'MIl  i^.'iPe^Mi  ^  4m  h«id(Ni 
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^  sin  (y-p^)— f^,  ^ty-^/)  {  cos  y  —  (jr'sin  7  —  r/  .dsy)  ros 

•der  .     '     \-  '  Jr'"\'.     v  "**  * 

ssar',(l+ cot/?taDg9>)  >-y,(cot|9-' ta4ig9>)-C^tSBf^9-y')(cot/¥- tangy) 
sa:',(lH- cot  /  taog  9^) ,  (cot;' T  taqgp^H'*^^*"^?  y^-y  )(<:o^M  ADg  9>) ; 

oder»  wie  »fiii  pmek  leieb^rRecliiiiipj^  fiB<iejt,  sa^eo  f»fldeBGleiclip,ii|pf[i^ 

— «'»-(y'*-y)c«t/*-|-|('«^»-"<«^')«o*i^-Hy'a-y'{  tangy+i/tanj^y»  * 
~«'«-(/i-y)cotr.H-|(:r',-.rOcot/4-y,-3^i  tang9)4->OTgy»^ 

odeTf  wenn  man  in  diesen  Gieichu-n^eo  die  letijjjBH  eiyMidyt  ^piftche» 
Glieder  aufliebt,  zu  den  beiden  Gli^icbuniren 

5:       jp'j —Wi'^y)  cot a -h  I  (o:', — o/)  cot a y',  —  y }  tao^^sp 

=         (y'»— y  )  ootß-}-  |(jr',— ^  cot/J-l-y,— y'}  tangy 

ittfen.  Abs  dkaCri  Mdeii  Qlle9eb*ngea  ^llft'äft^rteieht    *  ' 


also 


^      ■g'a— X',—  (y'a— y')  ^"^^ß  -h  (y'i  ^.y')  .  .' 

y»T-|'^«r*-  («'»r-«')  «Qli^— (jr't— «'iwty ' 


Brhiflfl  man  über  diene  (ilcichung  auf  Njull,  so  erhält  mau  nach 
einigeD  leicliteB  Verwaaöluugcn  die  folgendtft  lierkWilrdige  €lef.' 
chtiD|p:t  ..-  •  |.  ,   ,  •»     ,   .  '\, 

H-  {(^  — — ^',)H-(^— y',)!/,— 8inasin/9cos;' 

K^r'  —  o:',)  (y  —  y, )  —  (Jj'  — Jr!,)  (y—  y',)}  «in  a  co»ß  cos/ 
H-  } —  or', )  (y<  —  y, )  —  (-a^—  ^i)  iy'^tU  «OM»  sin  /S  cosy 
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j     .....^   ,  y'^i)co8a8in(/9— s.: 

(^y.— 3^^9)cos/Jsin(/'— a)  "  '~ 

—  (^^i — y^r',)  cosy"  8io(a — /?)  r  »!,«; 

<     .ti;*'  "  w..  j:  . -^(a/,y'|T-y>»«^i)8iD/Jco»(r--a)  ..»..1-4-1 

mid  dt<^e,€ijeicbung  läMt  |^f;|i,vendlich,  y^n^  aiao  die  Producte  der 
ffoniomeirischen  FiiDctioh^n  auF  bekannte  "Weise"  !n  Agji^regate  von  " 
CosinusaeQ.upi^.Simip^n  .Tfrpandelt»  «ack.Hnl)Br,4«r,,fQlge^4^9  l^e- 
s^lt  darstellen:  ,   

IQ.  Q==  1  {a/-^ j W',-^, H-Cy-y. )  (y'.-y ,) I  cos Ha-f-/?^ 

'    +  }(^-:r'j(^.-^.)H-(y'-y'.)(y.-y'.)l  co8(a-/J4-/) 
l(^-^.)(y'.-y'i)~(y'-y',)K.-^,)l  8io(a-/?-Hy) 

MittelB^  der  iai.  yorbergelieaden  entwickelten.  Formeln  jassev^ 
•icb  swei  wichtige  geodätisch«  Probltee,  die  in  der  Ptexia  binfig' 

mit  Vortbeil  in  Anwendung  gebracht  werden^  auflesen. 

Bei  der  nnter  dem  Namen  des  Pothenotschen  Problems 
bekannten  Autgabe  sind  drei  Punkte  ihrer  Lage  nach  gegeben,  und 
die  Lage  eivea  irierleB  Puiiktii^  ^ßU  bfBstimnit  weriüfl^V'wenW  iu  die- 
■eui  Punkte  die  beiden  Winkel  gemessen  worden  sind,  welche 4dUI. 
drei  von  demselben  nach  den  drei  ge|^bei|eaP|UBkteB  gesogenen 
Linien  mit  einander  einschliessen«  ~ 

Nehmen  wir  a^i,  dass  A'y  A'^  die  drei  gegebenen  Punkt» 
lind  und  A  der  gesuchte  Punkt  ist,  so  sind'  die  imObigen  durcb 
^c'y  y;  y', ;  y*,  bezeichneten  Coordinaten  und  die  beiden 
yirinkcl  M,  ß  bekannt,  und  djjB. beiden  Co^r^uatej;!  ae^^^  werdej^  ge- 
sucht.  Weil  nun  nach  6.     '  •  ■  * 

■    11  — j;^!— ar^,— (y',— y*) cot«-|- (y^a—y') cot^  • 

.   lA.  cBDgy —  ^)cot«-(a<,— ar')cot/J 

jiat,^  so  kann  der  WinkeL  |gp  ans  den  gegebenen  Grüsse;i  gebunden 
ifefdeul  Da  na^  jeddiclk  ntaf  weiss ,  ^dass  didier  ^Winkel  3w>**Jiicbt 
Qbentei|l^,'^sö  frä^t  es  sicb^'v^b  inun?ifenselben  Iwiseben  O'ind-180** 
oder  Kwi8cbf;n  180<^  und  $60**  zn  nehmen  hat.  I^ine  Entscheidung 
hierüber  kann  aber  leicht  auf  fol&;ende  i^i  gegeben  werden.  Nach 
9L  Ut  IM  IM  ;fst|^D«l6d *6teichungen :       '       v    ~      . :  '  • 

'Ijp'  =:jc-f.^  cosy,  y'  =sy4-^  sin^;   *  •  «  - 

lt.  ji^,  ==z^-f-^,  cos(y)-f-ä),  y',  =y-|-^j  sin(9)-f-a)p- 

i>:io'2  ^«^^f>StS.iVr*i«sCiNi(sH^>  ^%^y^Qkm^{sH^\k..  , 
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ti^Hiß  fUrtitaniyi .  -  ..Wff  t«.-..i  fsr.v 

3C^—  a:\  =  ii  tQ%if—i^  tfi1i{tf'\-^\  y^y,  =^11115?  —  ^,  8iii(y— 
und  hieraus  die  beiden  folgenden  Aasdräcke  Tbb  ^  ergeben: 


13. 


(j:^-^,)«iD(y-h/?)~(y-y^)«>^»rtT^).  i. 

—  dn  ^ 


II* 


Da  i)un  die  beiden  Wertbe,  welche  9>  haben  kann,  jederzeit  vqndev 
Pom  9»  und  ^p+lSO**  sind,  SQ  liebt  nan,  dau  diete  batden  W^he, 
für  ^  in  einen  der  beiden  vorhergehenden  AoadiVcke  gesem,  für 
0  jederzeit  zwei  Werthe  mit  entgeji^n^patetzten  Vorseichei  liefern. 
Weil  aber  q  seiner  Natur  nach  uositi?  ist,  so  muss  aian  für  5p  ini- 
ner denjenigen  feiai^  beiden  Weiibe  letten,  wekber'fiir  q  etnee 

Kiitiven  Werth  liefert,  und  kann  alwieilCidieBe  Art  immer  mit  vöU 
jer  Sicherheit  entscbeiden,  ob  man  9  fwiicliea  0  Bad- jlj^  oder 
awischen  180°  und  360^  zu  nehmen  bat. 

.  Hat  man  y  und  q  auf  diese  Welie  gefttaden,  so  enreben  sieb 
die  ffeMMbtea  .C#i»rdiB«teB  m^M  jnUtabt  der  «ae  JUL-l^eieBdeB 
ForaelB .  . 

14.  'd^ssj/— ^eei]Pt3r=sy— ^slofl 

und  and  q^  erbilt  «ear  •Mm' Ibruar  leictit  mttf eti t  der  folgendeB 
«eb  ebeefaUs  BBWtt^lbif  a|is  IS.  ergebesdee  .e«nielB: 

) di—x   ^  —  jf, 
-  a«  —  y  »~y 

co«(y-H/J)  "~  sin(y-f-/fr 

Auf  dieee  Art  ist  jetst  de»  Potbeaotiobe  Frobka  foUstandig 

aufgelöst. 

Inline  andere  geodätische  Aufgabe,  deren  Auflösung  sich  ous  den 
im  Obigen  Entwickelten  Gleichungen  ableiten  lässt,  ist  das  folgende 
schöne  Lembertsche  Proble^: 

Man  soll  die  gegenseitige  Lage  von  acht  Punkten 
A^^  A^  und  A^  A\^  A\^  A\  bestimmen,  wenn  in 
jedem  der  Punkte^, die  Winkel  gemessen 
werden  sind,  welebe  die  von  die'sen  Punkten  nneb  den 
Punkten  A\,  At^^  iP,  ||^esii^|fen~en  geraden  Linien  siit 
einander  einschlieasen. 

«  Man  nehme  den  Punkt  A'  als  Anfang  der  Coordinaten  an,  und 
iatnntalse  ^c=ia,^=rO,  be  wird  die  «lleicbtong  9.  - 

•."i,  .    ö  =  (A-,.r',+y,y,)sina8in(i9-/')      .     .  . 

»--^     >    -f-(ar',  -|-y',y',)sin/J8iu(;'— -a)    •  ..11  .«t  •i.».;j'w. 

^      -#-(^,y',— y',^,)«na.cos(/S(r-f), .  •    .•.  ir 
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Setzt  mao  hud,  mm  ofeaW  KiWWftil  iml  «M' Md  y«  t:±^ 

rlr       l^?',  sin  (y— a)  — g/',  cos  (/— a)^  sin  ß 
H- l^r',  sin(a-^/9)4-y',  cos(a— siny,  • 
und  folglich^  jteim  man    -*  * '       f . •  •  t.  -j • )  ^. 

16.  ^,  =  ^, 

•in  a  cos  (/?— —  MD   cos  (r—a)  =    cos;'  aiq  (a— /?) 

ist)' 

ij.j^.M  ^  .  .  17.  r(>3;;;<«V,  H-^,j^,)  «»a,ain(/J^  p 

^r^i  (^r=='4P',rf-*)  «inrsiÄy«— /!?). 
•  Gleichung^  wirU,  wenn  man  der  Kürze  wegw..i 

19.  0  s=   sIb  a  k  !  d  • 

.  H-ysioacosd?^/) , 

'     -f.rsiBycos(«~/J)  •  •"♦L 

V«...  -h*coay8in(a-/J>.     ^  • 

üeberlegt  iiHli^y.  dasp  diese  Glelehungf  sich  auf  ilen  Pinkiv^ 
bezieht,  und  dass  man  für  die  Punkte  y/,,  .Y,  offenbar  gaai 
äbnliebe  Gleichan|^en  bilden  kann;  so  erhellet,  dass  die  Data  der/ 
Aufgabe  immer  vier  ^leüshtiageQ  .def»  «r^ten  Grades  zwischen  den 
fünf  unbekannten  Grössen  f,  ^  ▼pii  iper  obira  Fom  liefern^ 
mittelst  welcher  man  also  die  lerhältniäse  d^r  GrOisen  ^»  ^»  # 
unter  einander  bestimmen  kaoit.   Daher  wird  mdiH~ 


setzt, 


'.  »•.         •  •  f, 
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folgende  Fora: 

Dies  liDÜ  vier  Gleichnofi^en  mit  vier  unbekaonten  Grötsen,  die 
fich  also  nitteltt  dieier  QhichwfgA  IMmmett  laue«*  Doreb  Eli- 
■lination  tod  y'„  wenn  man  nkiiiiicb  den  Werth  dieser  Grotte  ans 

der  dritten  Gleichuns^  in  die  b^ideq  ersten  GleichfMMafieiBfilblt, 
erhält  man  leicht  die  drei  folgreaden  fllleichuDgen:  -  ^"^ 

und  durck  BliiiüaatEoB  Hu  %  erhält  aan  ferner  die  beides  Siet- 
.choagen 

sWticliiin  den  CooiifinateB  a^.  nad        Mhrt  maV'AeB'Weriil 

af  ^  aus  der  ersten  dieser  beiaka  Gieicbuog'eii  iti  die  zweite  eini' i|0 
erhält  man  für  y\  die  t'olgedd^'  Gltichang       iweit«^»  '\ 

•V-..  .aa,  0a9(iH-ib,)(^,H-A^  • 

M#  iMmiso,  dMi      In  •AHgeiiehieB'  «#%l*W««»e'iac<,  kie  iSer 

«1^  iiibid»-«Beil^fli«(  tvi^len  kttnnev.  ^^1A  müti  auf  dib««  Art  ^, 
gefunden,  so  erg'<>hen  sieb  s,  r/^  leicht  mitteht  der  GleU 
ehnngen  22.,  21.,  16.  und  20.,  wobei  man  immer  fest  an  halten  hat, 
diea  ^,  »1  gesettt  ##r#M  ist.  Me  CoeMiaMMi  f  M  Pnnk- 
fcs  A  findet  nran  nftn  ferner  gans  aef  dieselbe  Art  wie  oben  bei 
der  Potheoot^schen  Aufgabe  gezeigt  worden  ist,  und  auf  g^anz  ähn- 
liehe Weise  ergeben  sich  attcn>  die  f^ordinaten  der  Punkte 
A^y  A^,  /     .      :    .  .  •       "  , 

Alle  Bsbek^h^  Gröapen  aiad  hier  dorek      Clf#Mie  ala 

Einheit  ausgedrüclf.^  worden,  und  mehr  als  die  Verhältnisse  ,4er  g% 
suchten.  Grössen  zi^  der  Grösse  jc\  als  Kiniieit  lässt  sich  auch  aus 
den  iUatis  (l^r  Aufgabe  in  der  Tbut  nicht  lioden,  weil  die,sämm^> 
^^bj^n  jDatp  .  der  ^ufj^ahe  anr  WiaMl  *>nik  •.  e^  sich  np 

absolute  Crdsseahestimmangea,  so  .mii^ate  i^adeHeas  n^ph  eine 
der  in  der  Figur  vorkommenden  Unten,  etwa  die  Linie  a/^^ 
welche  unter  den  oben  gemachten  VoraQssetzunji^ea, offenbar  die  Ent- 
fernung der  beHHil- Punkte  A'  und  A'^^  von  einander  ist,  gemessea 
werdea.  .  r  •..»'»  <■ 
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•  ••     ••■  ■■  XV. 

Täfd  der  pytbagoc&isdicw^lM 

Henn  Prafoksör  C.'  A;'  Bretselmeiiler 


itt  Gotha. 


Dass  die  in  den  Schulze'scben  Tafeln  Bd.  II.  Seite  308  £  unter 
der  Aufschrift  rationale  Trigonometrie"^'  enthaltene  Tafel 
der .  pjthaflroräifichco  Dreiecke  in  einzeloen  Resultaten  bedeuiend^ 
Fehler 'eöuSit^  wird  allen  den  Lehrern  der  Trigononetrie  nicht  un- 
bekannt sein,  die  diese  Tafel  zu  Aufgaben  für  ihre  Schüler  benutzt 
haben.  Neuerdings  hat  jedoch  Herr  Professor  Kunze  in  Weimar*^) 
nachgewiesen,  <itt8s  die  Menge  der  in  jener.  Tabelle  vorkommendea 
Fehler  io  hedentewi  hrty  ^i««  l«ti^  ^Mm^ 
yM*  Da-#ie  Wi.  gleMvirohl  dem  Lehrer  eine  sehr  braochhiMfe  Bel- 
spielsanunlnng  ^r  rechtwinkliche  und  scbiefwinklicbe  Dreiecke  dar- 
)|t)>)tfti  :po  Ji^he  ich  mich  der  kleinen  Mühe  unterzogen,  sie  nofcb* 
vals  «■  hciifichneii  iipd  dabei  die  Wiirfrel  r  hia  .mif  ^ehntelsecundes 
genuu  zu  bestimmen«..  0»  jedes  Resultat  mittelst  der  Callet^scben 
Tafeln  doppelt  berechnet  und  die  Winkel  bis  auf  Hundertllieile  der  - 
fi^ecundep  ^^esuclit  worden  sind,  wobei  die  doppelten  Werth«  hoch- 
«tens  iiur.  um  Q,.''U4..difieriren  durften,  so  wuchteu  die  exhakeaeo 
Eetnltate  woU  Tollei  Zatmuen  terdieien.  ..\ 

raer  nor'die  eilie  ungerade  seyn  darf,  und  man  setzt  den  einen 
CatheteU  a  eines  recliUvinkliclipn  Droipckrs  gleich  2z»ä.  so  i^t  der 
andere  Cathete  ä  gleich  — die  Hypotenuse  fi  gleich  «r'-|-»*, 
woraus  sich  die  den  Catlieten  a  und  6  gegenüberliegenden  Winkf^ 
i#<  Md  M  'ddMÜf  di^  CReidhingen:  ■  - 

  to«giurfÄ£«Bdt»nyiir  =  2: 

«tfehei.  Die  Tdel  aelbat  iit  aui  folgende: 


*j  In  der  Vorrede  lu  Cbr.  Gottlr-Trabot  Tafel  der  Sinuü,  Tangenten  und 
SeMBlneie.  Jeat  IM  bei  Hoahhamm.  181  &  12. 
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Eine  genaue  V  erg^Ieiclmng  dicüer  Tafel  mit  der  Schulzescheii 
zeigt  DUD  allerdings  sdur  viele  uod  zum  Theil  bedeutende  Hech- 
nongsfehler.  Der  fMeMiger  der-TaM  hat  onter  200  Dreiecken 
Vicht  weniger  alt  OSOMieeM  Ooppalt  tereeliBet,  weil  er  ferkaniit 

liat,  dass  die  Werflie  tang  —>:/  =  -- und  tnsl Bzss--  ndem- 

selben  Dreiecke  gekoren.  Von  diese«  68  Dreiecken  sind  wiederum 
83  falieh  bcreeliM^  inifeMMl  «vMr  «Im  04  Unieekeo,  welclM  bloM 
einmal  TorkomMi »  'O  i^össteiftheils  tatal  Calsche  sich  befinden. 
Ausserdem  sind  atdbt  wiehiger  als  18  Dreiecke  vorlianden,  in  wel> 
eben  die  Winkel  gerade  am  0/5  za  gross  oder  zu  klein  angegeben 
sind,  ao  daaa  deaiiiftdk«Of  138  wiiUieh  Ton  «inander  veriehiedene 
Dreiecke  38  ganz  falsche  und  18  ungenaue,  zusammen  also  50  fehler- 
hafte  kommen.  Für  diejenigen  ,  welche  die  Scltulze»clieD  Tafeln 
besitzen ,  folgen  die  nöthigen  Verbesserungen  im  uacbatabaa/Aan 
Schema: 


80°  3'37",9 
70  16  6,  2 
60  45  29,7 
51  38  31,2 
43  010,3 
34  53  39^  8 
87  2033^4 
20  21  3,  7 
54  21,  3 
58  54,  6 
3245,8 
1341,8 
27  48.  3 
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24  32  14 

25  35  25 
20  59  25 
33  23  54 
35  244. 
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6*43' 5r 
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12 
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1  5 
40  49 
25  11 
11  21 

16  15  37 

17  29  32 
17  56  43 
21  14  22 
21  34  .  7 

23  46  38 

24  31  46 

25  36  31 

26  59  29 
33  23  55 
35  3  4 


38*21'28'' 

50  41  33 
55  0  2 
61  10  29 
61  55  57 
64  56  32 
68  45  39 
72  56  16 
70  39  21 

74  4S  38 

75  15  54 

78  12  44 

79  8  50 
79  35  S6 
81  12  2 
81  49  43 


55 
61 
61 


50  41  32 
6  20 
0  30 
55  39 
64  56  33 
68  45  38 
72  56  IS 
70  37  21 

74  48  39 

75  45  0 

78  II  16 
79.  7  10 

79  36  46 
81  12  9 
81  49  44 


ff 

l)oter  den  DreieduteiteD  befnte  l&iAt  folgende  Fehler: 


anstatt 

muss  sein 

perp. 

hyp. 

bas. 

perp. 

hyp. 

12»  1'  4" 

78 

76 

13  41  8 

308 

317 

317 

3^ 

30  30  37 

23 

33 

42  44  28 

203 

207 

60  30  46 

183 

193 

70  30  28 

929 

949 

71  40  31 

468 

Unter  der  Rubrik  endlich  j,tang  ^  tu  in  Decina^theilen"  sind 
folgende  Fehler  gefunden  worden: 


anstatt 


i 


muss  sein 


0,2608691 
0,2941179 
0,3076938 
0^3157363 
0,5909001 
0,6086965 
0,6956526 
0,7058823 
0,7619047 
0,0623809 


0,2608696 
0,2941176 
0,3076923 
0,3157895 
0,5909091 
0,6086957 
0,6956522. 
0,7058824 
0,7619048 
0y052381O 


In  der  oben  stehenden  nou  berechneten  Tafel  ist  die  zuletzt 
erwähnte  Columue  der  Schulzescheu  Tafel  weggelassen  und  di^fiir 
eine  CoIom«  für  die  PUcheninhalte  der  PythegoriiacheB  Dreieieke 
beigefügt  worden ,  da  die  letzteren  dem  Lehrer  nöthiger  sind  als 
der  Werth  von  tang^  i^  in  Decimaltheilen.  Die  Einrichtung-  (Im* 
Schulzescben  Tafel  uLer,  welche  die  Oreieckswinkel  A  und  B  zu 
ArgnaeBteB  kat,  int  gänslieh  Terlasien  Wörden»  weil  man,  wie 
Herr  PlnifiBaior  Knnie  adir  liditig  beMtkl»  beiti«arte      '  *  - 
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.  weniger  nach  dem  Winkel ,  als  vielmehr  nacb  den  bestimmten  ub4 
bMtiMMiiimi  VarUltviflsen  m*m  Mirfhwi ■  pflegt.  Die  Tli. 
fti -gwirlihrC  bei  dieser  Veränderung  zugleich  Vorilieil,  dass 
man  sie  jeden  Augenblick  weiter  fortsetzen  knnn,  ohne  sie  völlig 
umordneu  zu  müssen,  was  hei  der f09 Schul ze getroffeaoalSiDrich- 
tug  nicht  ffeteM«B  luma. 


XVI. 

.  Üeber  die  Yerwandlang  iriMS  g«wMiiiltdMsa 

Bruches  in  einen  Decinialbruck. 

Herrn  Doctor  J.  A.  Arndt, 

Subrector  und  Lebrer  der  Mathematik  uud  Pb^  sik  am  Gymnasium  zu  Xorgau. 


Du  Verfahren  selbst  ist  bekaont,  eheato,  daaa  zuweilen  ein 
gewöhnliclier  Brurb  sieb  \o!lknmmcn  in  einen  Decimalbrucb  ver- 
wandeln iaüst,  zuweilen  nur  uäberungsweiee,  und  dass  im  letzteren 
Falle  eine  Periode  entsteht,  welche  aie  aiebr  Ziffera  hahea  kaea,' 
«la  der  Nenner  des  Bruches  Einheitea  ealiiält  weaiger  eiae.  Bier 
■ollen  die  Fraofen  beantwortet  werden: 

1.  Wann  entsteht  eine  l*eriode,  wann  nicbt'^ 

%  Wann  fängt  die  Periode  sogleich  nach  dem  Komma 
an,  wann  nicht?  ' 

Der  ia  einea  DeciMalbrach  sa  ferwaadelnde  gewdkaliche  Brack 

■ei  y ;  ea  werde  aageaanaMa,  er  eei  avf  aeiae  lüelaite  Beaeaaaag 

gebrackt,  ebenso,  er  sei  eia  Sebter  Brack,  laie«  die  aaicktoa  BrMe 

sogleich  in  vermischte  Zahlen  verwandelt  werdea,  die  Gaaaea  aber 
■oaaaa  aaberäcksichtigt  bicibeo  können. 

Da  bei  der  Verwandlnag  des  Braches  y  ia  eiaea  Deciaialbnidi 

der  Zähler  des  Bruches  nach  und  nach  immer  mit  10  niultiplicirt 
und  dieses  Pruduct  dann  durch  den  Nenner  dividirt  wird,  so  kann 
die  Division  nur  dann  aufgehen,  wenn  der  Nenner  p  in  10  oder 
einer  Potenz  von  10  autgebt;  nun  ist  aber  10  oder  eine  Po- 
teas  voa  10  aar  dnrcb  %  aad  5  IkeUbar,  es  kaaa  daker  der  Brack 

^  nur  daoir  Tollkoataea  ia  einen  Decimalbrneh  verwan- 

deit  werden,  wenn  der  Nenner  keine  andern  Primiacto- 
rea  entktlt,  als  %  «b4  9b  ABsh  liasl  siek  dmck  Zeriegung 
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4w  NeBMTO.iii  MMM  Mafaot^ien  lekkt  beottheilen,  wiefiä  IM* 
■Mbtelfen  der D*ci«aU>f uch  liaben  werde;  p  muss  nämlich  mm  W9m 
fol^endeiL  Foriiea  haben:  2",  5?,  >.5<",  >».5«/)  w»  m  uuBtr 
kleiner  oder  höchsten.s  =  n  sein  soll. 

Voa  welcher  Form  Uer  iNeooer  p  »her  auch  sei,  immer  wird  er 
in  2* .  5*  =  ^2 . 5)«  ==  10» ,  nicht  aber  in.  wimn  ■Mdrigereo  Potej«  ^ 
Ton  10  aufgehen.  Man  muss  demnach  den  Zähler  des  Bruches  mit 
10"  multipliciren ,  damit  die  Division  durch  den  Nenner  p  aufgehe, 
woraus  uumittelhar  folgt,  dass  der  Quotient  dieser  Difision  aus  n 
SSiffeni  iMitdieB,  der  Deeinalbrocli  alio  »  Dedmalitenen ,  d.  h.  lO 
viel  Decimslitelleii  haben  nüsse,  als  der  höchste  der 
beiden  Exponenten,  mit  welchen  nach  der  Zerlegung 
des  Nenners  in  seine  Primfactoreo  die  2  und  5  verseben 
sind,  Binheiten  enthält 

Biernach  gehen  die  Nenndf  t,  5,  10  einen  Decimalbruch  mit 
einer  Decimalstelle,  die  Nenner  4,  20,  25,  50,  100  mit  zwei  Deci- 
malsteUen,  die  x\cnner  8,  40,  125.  200,  250,  500,  1000  mit  drei  D«- 
cimalsteilen,  die  Nenner  10,  80,  400,  625,  1250,  2000,  2500,  5000, 
10000  mit  ?iev  VesfMühNln^  «%|is^ii«"« 

Enthält  der  Nenner  des  Bmdies  andere  Primfactorcn  als  2  und 
5,  so  kann ,  wie  ans  dem  Vorigen  erhellet,  da  diese  andern  Prim- 
factoren  nicht  in  10  oder  einer  Potenz  von  10  aufgehen  würden, 
derBmeb  nicht  veUkMunen.  In  einen  Decinuilbmc^  verirandelt  wer- 
den,  sondern  muss  einen  periodischen  geben. 

Hierbei  lassen  sich  swei  Fälle  unterscheiden,  jenachdem  der 
Nenner  p  gar  keine  2  und  5  unter  seinen  Primfactoren  enthält  oder 
nicht.  In  erstem  Falle  fängt  die  Periode  sogleich  nach  dem 
Koma  an.  Die  Fomi  der  Rechnung  ael  diese: 

.  p  \rO\ 0,7^,y,y,....$r4 
r.O 


r,0 


r,0 


>  a-0 

•    p  n 

,  ri 

M  dass  also  —  =  0,  y  y ,         . . .     '. . . .  Ist 

Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  unter  den  Resten  r,,  r,^  r,, ... 
rkf  ri  keiner  eher  wiederkehren  kann,  bevor  nicht  einer  gleich  dem 
Zähler  geworden  ist,  dass  also  r/  weder  =  r,,  noch  =  r,,  noch 
=:r,  u.  S.W.I)  noch  =rft  sein  könne.  Nach  .der  Natur. der  Rech- 
nung ist  *         *  *  "  . 


Setzt  man  ffiaO,  so  bat  man  als  besondere  f^«  für  die  beiden 
iMifeaBi  99mmL  die  haidMi  crafcun  Foimtib  u  c 
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m 

r,  =s  tO  r,  — 

.5=  10  r»  -  iPf  ^ 


m        •  • 


=5 19  r/  ^  /'«^ 

•  f   •  •    •  • 

•  •   »  •    •  • 


.  r/  =  10  --•ff» 

1*  ff^ «~       833  10  rt f  fit»  «H* 
10  r/  — >  10  rji  =  p^f  —  /rfii^Ader  *'  < 

•    10  (r/  —  «  )  «  ;^  (7/.-^     )  Mis. 

Da  ;>  nicht  in  10*  aufg'ebt  nnd  ancli  niclit  in  r/  —  ,  indem 
rr  und  rx  kleiner  als  p  sind,  so  kann  n^lielk  nlßht  !■  10 («/—fl)^ 
a.ii,  in  der  linken  Seite  der  Gleickiang 

10  (r/— rir')'szs|»  (f/— f«)  airfjpiheD,  Oi^  . 

lOirf^n)   .  .  .  . 

— fcju-          mijiji  =  ^  —  qj^  gern,  da 

10  (r/  —  r^)  .  .  rr  . ,    •    ,  , 

'  ^  p          keine  ganze  Zulu  sein  kann,      — aber  eine  ganze 

2<alii  sein  muss.  Es  J^ann  demnacli  nicbt  10  (r/ — ri)  =  p  ($/ — Oie)  ' 
d.  Ii.  r/  nicht  gleich  sein.  De  «her  nothwendig  eine  tob  des  • 
Zahlen  r,  ri,  ili.  w.  wieder  als  Rest  erscheinen  muss,  so  kann 
dies  nur  die  erste  r,  d.  h.  der  Zähler  des  Bruches  sein;  dann  aber 
kehrt  auch  aLbt  Uiwttenl,  ^  un4  die  auf  ihn  folgenden  nach  der 
Reibe  wieder.  Es  fängt  also  die  Periode  sogleich  nach 
dem  Komma  an,  wenn  der  Nenner  gar  keine  »  oder  5  na* 
ter  seinen  Prirafactoren  enthält. 

Enthalte  nun  p  unter  seinen  Primfactoren  ausser  anderen  auch 
2  und  5  und  sei  z.  B.  /i  =  2*  .  5"  .  /  oder  =  2*  .  5" .  wo  » 
■kht  kleiaer  nie  «■  eoll  nnd  $  eine  nlchfr  dateh  2  oder  5  iheU- 
hare  Zahl  ist ;  man  hat  demneeh 

7"    ^r^Tf  •  ^  ^.wTt  •  • 

Nun  ist  10»  iminer  dvreh     .  5"  and  dnreh  9" .  5»  theilhar  und  der 
10«  iiyi 

Quotient  ^       oder  -^pg— werde  durch  «  bexeicbnet;  dann  ist 

Der  Brach  ^  gieht,  dn  $  keiae  2  aad  5  ab  Primfteiom  ent- 
hält, einen  periodischen  Decimulbrnch,  dessen  Periode  sogleich  nach 
dem  Komma  begiant;  nun  muss  aber  —  noch  durch  10"  dividirt, 
daa  Koniaa  ^ibf  4|  ^Kiljb'li.fM^      Unken  Hand  hin  genickt  wer- 
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den,  es  wird  daher  —  einen  Decimalbruch  geben,  dessen  Periode 

erst  nach  n  Ziffern  d.  h.  nach  so  viel  Ziffern  anfängt,  als 
der  hüchstt:  der  beiden  Exponenten,  mit  welchen  nach 
der  Zerlegung  dei  NeiiBeri  in  seine  Prinfnetoren  4ie  % 
and  5  'Vereehen  slndf  Sinkeiten  enthält. 

Fasst  man  Alles  zusammen,  so  hat  man  folgende  Bestimmungen: 

1)  Ein  Bruch  lässt  sich  vollkommen  io  einen  Deciraalbrueli 
verwandeln,  wenn  der  Nenner  desselben  sn  seinen  Printfsctoren 
nur  2  und  5  enthält ,  und  zwar  ist  die  Anzahl  der  Deeimalstellen 
immer  dem  höchsten  der  beiden  Exponenten  gleich,  mit  welchen 
nach  Zerlegung  des  Neoi^era  in  jeioe  Pximfactoren  die  2  und  .5 
versehen  sind. 

2)  Bin  Bmch  ffiebt  einen  'periodisch eil  Oeeinialbruch,  wenn 
der, Nenner  nicht  bloss  2  und  5  zu  Primfactoren  enthält  und  zwar 

a.  die  Periode  fängt  sogleich  nach  dem  Komma  an» 
wenn  der  Nenner  zu  Primfoctorea  gar  keine  2  oder  5  enthält. 

b.  die  Periodn  fängt  nieht  frleich  naeb  desi-Komnia  an« 
wenn  der  Nenner  ausser  andern  Primfactoren  auch  noch  2  und  5 
enthält,  und  zwar  ist  dann  die  Anzahl  der  der  Periode  vorherge- 
benden Zifiern  gleich  dem  höchsten  der  beiden  Exponenten,  ^oiit 
welchem  nach  Zerlegung  des  Nenners  in  seine  Prinnctoren  die  % 
und  5  Teneben  »&£ 


XVII- 

Uebungsau^aben  filr  Schüler, 


(Der  Herausgeber* bittet  um  recht  vielfache  Mittheilung  solcher  Au^e» 
ben  in  möglichst  grosser  Mannigfaltigkeit.  Es  kann  seiner  Meinung  nach 
einer  soUhen  Mittheilung  nicht  unbedingt  der  Umstand  entgegen  «>tehen, 
dasS  sich  die  Aufgaben  schon  anderwirts  gedruckt  finden,  wenn  dieselben 
nur  weniger  Ix  kaiint  sind  und  in  irgend  einer  Beziehung  ein  besonderes  In- 
teresse darbieten.  Auch  können  späterhin  besonders  elegante  Autlösungen 
in  dem  ArebiTS  mitgetheilt  werden.  Die  folgenden  Aufgaben  soll«i  nur  ein 
Versuch  sein,  den  Artikel:  „Üebungsauf gaben  für  Schüler",  bei  des- 
sen Ueberschrifc  man  es  fibrigens  mit  4e(u  Zusi^txe  für  Schüler  nicht  all- 
m  genau  nehmen  niass,  su  «nesi  stiebenden  in  dem  Ardbive  sn  machen,  und 
dar  II ornusgeber  hofft  in  dieser  Beziehung  Torzüglich  auch  auf  Unterstützung 
durch^  seine  Herrn  Mitarbeiter.  Die  folgenden  Lehrsätze  soUep  natürlicn 
immer  bewiesen I  die  Aufgaben  au^elöst  werden,  worüber  eune  bssendste 
BemeKknng  tjfiibfAin  nieht  weiter  gemacht  «erden  wird^ 

.1*  Wenn  zwei  gerade  Linien  sieh  unter  Winkeln  von  60^  in 
einem  ffewiseen.PlmwB  \9  sehneideB,  so.  ist  der  geometrische  Ort 
der  Spitsen  aller  gleiehseitigen  Dreiecke,  dereik  «Inmdlinien*  «wi- 
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ichen  den  Sclienkeln  der  in  Rede  stehenden  Winkel  von  60%  und 
deren  Spitzen  aut  deraelbeo  Seite  ihrer  Grundlinie  wie  der  Punkt 
liegen,  loine  dank  den  Punkt  i9  celieiide  «nd  geeen  die  beiden  ge* 
j|«§eDeB  geradeft  lioiett  qnler  whkeln  von  W*  gezeigte  gerade 

Dieser  Sati>  welcher  zu  verschiedenen  geometrischen  Betrach- 
tungen VemlaiMing  gebes  kann,  ioll  beineieii  imd  nlltelit  iei* 
■eibes  daan  die-felgende- Aii%uiie  anweiset  werdeo. 

'  2.  Gleickieitige  Dreiecke  zu  besckrelben^  denn  Setzen  in  drei 
gegebenen  d^fcli  einen  Pnnkt  gebenden  geraden  liaien  Kegen« 

S.  Wenn  man  ein  Rechteck,  dessen  längere  Seite  sich  zu  sei* 
ner,  kärzern  wie  V^2:l,  d.  b.  wie  die  Diagonale  etaee  flnadiate  n 
seiner  Seite  verhalt,  durch  eine  mit  seinen  kürzern  Seiten  parallele 

Serade  Linie  halbirt,  die  erhaltene  Hälfte  auf  ähnliche  Weise  wie- 
er  halbirt,  and  diese  Operation  iu's  Unendliche  fortsetzt,  so  er- 
bftit  Ben  eiae  Reibe  von  ftecbteck^n,  die  iftaptlbdi  einander 
Heb  find,  and  deren  -Iftngere  Seiten  aiek  wie 


^      .    1.  1  .   1   .  1   .   *   ■  1 


• « •  • 


an  einander  veibaltan; 

4«  El  brt  ein-  Kreit  nnd  inaerbalb  desaeiben  sind  iwei  Pnnkte 

gegeben;  man  soll  durch  diese  beiden  gegebenen  Punkte  einen 
kreis  dergestalt  beschreiben,  dass  die  g^erade  Linie,  welche  seine 
beiden  Durchscbnittspunkte  mit  dem  geg^cbencn  Ikreise  verinnde^ 
durch  den  Mittelpunkt  des  gegebenen  Kreises  gebt. 

5.  üeber  zwei  s^eGrenüberstebenden  Seiten  eines  Vierecks  als 
Graudlinien  äipU  zwei  einander  gleiche  Dreiecke  cunstruirt,  deren 
Siiitaen  ia  deaselben  Fnakt  fallen;  nan  soll  den  geoBetriseben  Ort 
dienen  Pnnktia  bestiaHen. 

0.   Die  feigenden  gonionwtriscben  Fonaeln '  sind  sn  beweisen. 

1«.  8in(a-4-/J— ^)-h8in(a4-/— /JJ-*-8in(/S-i-/-a)— 8in(a-+-/J+y) 

=  48in a  sin sin 
«oa(a+/»— /)H-€es(o4-y-/?)4-eos(/H^-o)4-co»(a-HH-/) 

=  4  eos  a  cos  ßcoBy^ 

^  »siB»(«H-^»r)Hp<in^H-aia|(l-».aia4y 

4  cos  2a  cos^  cos2y -4- cos  4a -h  cos  4/J  H- cos-lly  * 

^  =2ces2ace82^coB2)^— eosSa*— eos%9*— ees%^*-|-l, 

5*.  4cas(a+/?H-/)cos(a-f^— f)cos(a--/H-/)cos(--«+^M-y) 

=5  SeostlaeesVces2x +cosSa*-hees8/$'  +cos2/*  —  1, 

6».  8  »in  ^ (a+ß-^r—^) sio  i(«H-/J  -r-^)  «»1  («-/^H-y-Hf) 
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co8^(— «-h/g  I  y  |  .<l) 
4coa^  004^/^  COS    cos    4- 4  sin  |o  sin  1^  sin    si  n d 

•+»  <o»a-f- 00» c«B/-4-cQ«d, 

m«.  aiii(a>«-/0)«^-Mii(»-^)s^-fliii(^)%<- 

Ä»}l~eoi(«--/J)w8(«^/)coB(/J-r)r,  • 
11*.  «OB(a—/?)»+co^(o—/)»-i- cos 

=  1 2  CO  s  f « — /9)  cos  (a—/)  CO«  (/J— y), 
12".  co8i(<H-/M-/)* -i-co8^ (a-t-/?— I'j'  -|- cos  i (a— /J-h;')» 

"  ,  -*-co»i(— «H-jJ-l-/)» 

=  2  ( 1  +  sin  a  sin  sin 
m  •iBi(o+^4^)»+Mni(o+/?-y)»H-ttBi(t».^^       .  . 

J|4«,  ••*i»«+'€ipiJ»*4'e«iy«-i^  cos  . 

sina' -|- sin/J' -f" sin;'' -i- sin (aH-|9-}-y)* 
*     •      ^  '  =:2{l-8io(«-h/?)8iD(a-i-;')8in(i9-H')|.«J 

7.  Ein  dreiseitiges  Prisma  mit  einer  Kbene  so  zu  .ducl»ehiftBi^ 
4eD,  duss  der  Sehnig  ein  gleichseitiges  Dreieck,  wird. 

8.  Zu  finden,  an  welchen  Tagen  des  Jahrs  die  Sonne  zweien 
Oertern,  deren  Längen  und  Breiten  gegeben  sind,  in  demselbeii 
Augenblicke  ouf-  oder  untergeht. 


*)  Diese  fonioinetrischen  Fonneln  finden  sicii  nebst  noch  Tielen  andern. 
,  auf  eineni  unter  den  Papieren' ^es  «TMstorlxeneB  A'ofessors  Mollweide 

*  '  beftadlichen  Blatte  Terzeichnet.  Aus  der  Handschrift  lässt  sich  jedoch 
mit  völliger  Sict^rheit  eckeniifen,  dass  dieselben  Ton  dem  ebenfalls  Ter« 
•tor^enen  Professor  Buzengeiger  in  Freibarg  herrühren.  Der  su 
fköhe  Tod  dieser  beiden  trernichen  Männer  wird  von  den  Aiathemati- 
ksni  joit  Beeht  HhnipleMt  ^ayfapdeit  vtA  be<fawwl»  G.  > 
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'  VoD  dem  künlich  verstorbenen  berühmten  franxöfti sehen  Ma- 
thematiker PoissoD  erzählt  mau  folgenden  Zeg.  Im  Jahre  1802 
kam  ein  Rekrut  zu  ihm,  gab  sich  für  leiaeo  Pathen  aos,  iiad.er* 
sachte  ihn,  ihm  eine  Sumnic  von  500  Francs  uufzulicbcn;  komM  er 
'im  Kriege  um,  so  solle  sie  seiner  Schwester  zugehören;  bleibe  er 
aber  am  Leben,  so  werde  er  das  üeld  selbst  wieder  abholeu.  — 
„Gans  recht,  meia  Freaadl**  antwortete  Po iaaon  »legt  ea  nnr  dort 
hin,  und  lasst  mich  arbeiten,  denn  ick  kabe  Tiel  zu  thun/'  Der» 
Rekrut  legt  den  Sark  mit  den  500  Kranes  auf  ein  Büchergestell, 
und  Foiston  legt,  um  ihn  vor  Besuchenden  nicht  sehen  zu  lassen, 
einen  Band  ftefl'mraa  ^nhnf.  Swvoaig  Jahre  später  komiat  ebi 
Mann  mit  sou overbrannte«  («esicht,  und  verlangt  aeioe  500  Franca 
znrück.  Poisson  kann  sich  nicht  erinnern;  Jener  schwört  Sfein 
und  Bein,  dass  er  ihm  das  Geld  zugestellt  habe.  ..Wie'^  ^^agt 
endlich  Poisson  voll  Wuth  ,,lhr  hattet  mir  die  Summe  in  die 
Hände  gelegt?'*  —  „Nein"  erwiederte  der  SoMat  „aber  auf  jenes 
Büchergestell;  Sic  seihst  haben  diesea  Bnck  darauf  gelegt.''  Bei 
diesen  Worten  bebt  er  den  Klassiker  anf,  und  findet  hinter  dem 
bestaubten  Octavband,  zu  seiner  nicht  geringen  Verwunderung,  den 
Sack  mit  den  500  Franca  ao  irieder,  wia  er  ikn  ror  swansig  'Jak* 
ran  biogalagt  katt^ 


Dar  baittkiitti  englisckt  Pkyaikar  «4  Cfceawkat  HickMl 
9wmdmy  ist  der  Sohn  eiaaa  gawöhnliekaa  Grobsehmicdes,  der  ikn 
an  einem  kleinen  Buchbinder  in  London  in  die  i^hre  that,  als  er 
'  erst  neun  Jahre  alt  war,  bei  dem  Faradaj  bia  an  seinem  awei» 
undzwanzigsten  Jahre  blieb.  Die  Onstände,  weleke  Teraalaaaln« 
*  daaa  er  die  Buckbinderwerkstatt  mit  den  eheniisc  hen  I^aboratorium 
vertauschte,  werden  auf  folgende  Weise  erzählt.  Ncd  Magrath, 
jetzt  Sekretair  bei  dem  Athenäum,  kam  vor  etwa  fünf  und  zwanzig 
Jahren  zu  dem  Buchbinder  ßibeau  und  sah,  dass  einer  der  Ge* 
aellen  eifrig  in  eikaa  Bocka  atndirte,  daa  er  einbinden  aollte.  Br 
tirat  näher  und  aak»  daaa  es  ein  Band  der  l^ncyclöpaedia  britannica 
war,  anfgieschlagen  bei  dem  Artikel  ,,Electricität/'  Er  liesa 
j^sk  mit  dem  eimgeu  Buchbindergesellen  in  ein  Gesj^räch.  eLo.  und 
.YWdieHtta.iif]^  j|i<iH  w^i|f  >.  bei  daa^ialbef»  ipjucU  ffBrijOga  idimiclie 
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Kenntnisse  zu  finden.  Er  gab  ihm  darauf  eine  Eintrittskarte  zu  deu 
VurlesuDgeu  Davj's  in  der  Royal  lustiti^ioo,  und  hier  konnte 
■an  Bnn  jeden  Tsg  den  BnehbindergeseHen  dem  Torleseudea  (ge- 
genüber, mit  der  gespanntesten  Aufmerksamkeit  zuhörend  oder  bis-  / 
weilen  schreibend,  sitzen  seben.  Die  Vorlesungen  nahmen  ein  Ende, 
aber  Faraduy's  Geist  hatte  einen  neuen  Anstoss  bekommen,  der 
nur  dnrch  die  gröaata  Noth  hfttte  unwirktan  genacbt  werden  kön- 
nen; dies  wurde  jedoch  durcb  die  Bereitwilligkeit  verhindert,  ait  . 
welcher  Davy  dem  verwandten  Geiste  zu  Hülfe  kam.  Er  ernannte 
Faraday  zu  seinem  Gehülfen  in  dem  Laboratorium,  und  nack 
zwei  bis  drei  Jahren  konnte  er  ihn  als  Sekretair  gebranchei^  Jetst 
steht  der  ehemalige  Bncbbindergesell  an  der  Spitze  der  Chemker  in 
England.  Diese  wenig  oder  gar  nicht  bekannten  Notizen  sind  einer 
Schrift  entlehnt,  in  der  man  sie  nicht  suchen  sollte,  nämlich  Ar- 
nett^s  History  of  book-binding. 


In  der  Eloge  de  Lambert  in  den  Nouveaux  M^moires  de 
l'Academie  royale  des  sciences  et  helles- lettres.  IITB,  p.  84.  wird 
bei  Gelegenheit  der  Berufung  dieses  berühmten  Mathematikers  nach 
*  Berlin  der  folgende  cbaracteristische  Zug  von  demselben  erzählt: 
Le  Roi  le  üt  appeler  a  Potsdam  au  mois  de  !V]ars  (17t>^i).  C'etoit 
noß.  conjoncture  bien  critique  pour  le  sort  de  M.  Lambert;  et 
d?ikbord  eile  p^nft  ddeider  pour  In  ndgatiye.  Le  fon  tranehant  de 
ses  r^ponses,  raasuronee  wec  laquelle  il  rdpondit  sans  hesiter  a  la 
question:  ,,Que  savez  vous?"  —  „Tout,  Sirc"  —  et  a  Tin-  , 
stance  „Comment  Tavez- vous  appris^*'  —  De  moi- mdme^', 
en  irappant  des  oreilles ,  pen  fiiites  a  ce  lang^age ,  ponvoient' faire 
l^gtr  que  la  plönitude  de  son  cerveau  en  avoit  alt^n^  quelques  res- 
sorts.  L'entrevue  demeiira  donc  iofructueuse  et  paroissuit  devoir 
rstre  sans  retour;  roais  le  Roi  mis  au  fait  de  la  singularit^  de  ce 
caractere,  qu'un  de  nos  dignes  Confreres ,  hooore  des  entretiens« 
joamaliert  de  S.IIL  Lni  assnra  ressembler  a  celui  de  La  Fontaine, 
*ne  voulut  pas  priver  son  Acad^mie  d'un  Membre  dont  eile  avoit 
tant  a  sc  promettre.  II  y  fut  donc  aggrege  avec  une  pensiou ,  et 
prononga  son  discours  de  r^ception  Uans  TAssembl^e  publique  du 
nroia  de  Janvier  1765.  Depnis  oe  tema^ii  le  Rot  Ui  a  donnd  den 
marques  fr^quentes  et  distiuguees  de  son  estime,  en  le  pla<;ant  dans 
la  Commission  economique  de  TAcademle,  et  dans  le  d^partement  des 
Batimens  avec  le  titre  de  Conseiller  sup^ieur,  et  en  augmentant 
considdrablement  sa  pension.  -  . 


Han  bnbe  m  belieliige  Pnnkle  utf i,  .  .  •  utf»  im 

Rattme.    Wenn  man  diese  Punkte  in  einer  beUebigen  Ordnung 
nimmt,  und  von  dem  Isten  nach  dem  2ten,  von  dem  zten  nach  dem' 
3teD,  von  dem  3ten  nach  dem  4te&,  u.  s.  w.  von  dem  («1 — 1)  sIen 
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nach  dem  »ten,  von  dem  «ten  nach  dem  Isten  gerade  Linien  siebt, 
Bo  wollen  wir,  den  ganzen  «rf  diese  Weiae  erialteneii  Zig  eine 

Polygonlinie  nennen,  und  man  kann  nun  frtig^en,  durch  wie  viele 
versctiiedene  Poiygonlinien  die  gegebenen  n  Fuokte  sich  mit  ein- 
ender verbinden  lassen.  Die  Antwort  auf  diese  Frage  kenn  leicht 
«nf  folgemie  Art  gegeben  werden. 

De  die  Anzahl  der  Permutatioaev  der  gegebenen  n  Punkte  be- 
kanntlich 1  .  2  .  3  ...  I»  ist,  80  g-ipl)t  es  natürlich  überhaupt 
1  .  2  .  3  ...  I»  Poiygonlinien,  und  es  eotäteht  jetzt  bloss  die 
Fra^e,  ob  diese  Polygonlinien  sämmtlich  von  einander  verachieden 
sind,  oder  ob  unter  meielhen  sich  nicht  vielleieiit  eioifi;-e  ideetiscbe 
finden.  I  m  hierüber  zur  Gewissbeit  zu  kommen,  denke  mnn  sich 
eine  beliebige,  aber  bestimmte  Permutation  der  la  gegebenen  Punkte, 
1.  B.  die  Permutation 

Nun  erhellet  zunächst  auf  der  Stelle,  dass  alle  aus  den  folgenden  Per- 
mutatiooen  der  »  gegebenen  Punkte  entspringenden  Polygonlinien 
witer  einaiHler  identieeh  aiad; 

»         •  •  •  •  -^n  I 

^%  •  •  •  •    -^H  -^l 

^1  ^4  •  •  .  •  -^1 
.  ■  .  •  .^n  i 

u.  s.  w. 

....        — !• 

Ferner  geben  aber  offenbar  auch  alle  die  Permutationen,  weiche 
aus  den  vorhergehenden  entspringen,  wenn  man  die  Buchstaben  in 
«aigekehrter  Ordnnog  selireibt,  ganz  dieeelbe  Polygonlinie  wie  <lie 
Torhergehenden  Permutationen,  und  es  erhellet  alio  hieraus  nun 
mit  völliger  Deutlichkeit,  dass  unter  den  1  .  2  .  3  .  . .  n  Polygonli- 
tiien,  weiche  es  überhaupt  giebt,  eine  jede  nothwendig  2m  Mal  vor- 
kommt, so  dass  man  also,  wenn  die  Ansehl  der  sämmtlich  wirklieb 
von  einender  YerecliiedeBeB  Polygo'tallBien  doreh  ä  beieieluMt  wird» 
die  €»eicbiiD§r  . 

^  =  1.2.3...« 

hat,  aus  der  sich 

1.2.S...IS       1 .2.S...(«i  — 1) 

1  2 

Farie=4  ist|rsr^^  =  S.  ' 

Für«  =  5  ist  p  =  ^  •^^^•'*=:  12.  Von  der  Richtigkeit  dieset 
Beraltate  kann  man  aich  leicht  anf  yraktiechea  Wege  üheneugen. 
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.  . .  An^'iler  dbei^flScIiip  eioer  Rüspel,  deren  äalWcMer  wir  der  Ein« 
.lieliltieit  we^en  der  Einheit  gleich  setzcB  wolleiiy  sei  ein  spliarisches 
Dreieck  A  ß  C  beschrieben ,  dessen  Seiten ,  «o  wie  sie  den  Win- 
keln u4^  C  G^cgeoübersteheD,  wie  gewöhnlich  durch  a,  ^,  c  be- 
xeiichnct  werden.    Durch  die  Punkte  C  ziehe  uitM  nun  an 

dl«  Seiten  des  Dreiecks  AMC  sechs  Tangenten,  bezeichiie  die 
'Parckschnittsponkte  der  beiden  an  die  Seiten  «r,  c  gezogenen 
Tangenten  respective  durch  A ^^  iff,,  6^,,  und  verbinde  diese  drei 
Puokte  durcb^erade  Linien  üut  eiattoder,  «o  erhält  man  ein  ebenes 
Dnieck  C^,  dessen  drei  Seiten,  so  wie  sie  den  Winkefai 

Ai^  S^,  6*1  gegenubei-stehen,  rea|>ective  durch  0^,  bezeich- 
net werden  sollen.  Die  Seiten  und  Winkel  dieses  ebenen  Dreiecks 
Ai  ßi  C\  wollen  wir  nun  durch  die  ij^eiten  des  sphärischen  Drei- 
ecks ABC  auszudrücken  sucheiK        .  >' 

Zuvörderst  ist  nath  kelumiiteii .  Fflvefai  der  ebenen  Trigono- 
Betrie,  wie  sogleich  erheUet, 

«1  *  =  tang  ^' •4- tang  0*    2  tang  ^  5  tnng  f  0  eos 

s=:tang<^c*  -|*^ng4^4i*  —  2  tnng'l-tftnngl  «cos 
e|*  =  Ung^<»'-^t8ng  ^         2tang^0tang|  ^coa  C* 
Weil  nofi.Bneh  einer-  bdcennten  Formel  4^  sphärischen  Trig^Ao- 

^     eos  a  —  cos  ^  cos  e 
sin  ^  sm  « 

•      •  • 

In»  ao  tst,  %ie  jnan  leicht  dindeit^  wenn  na» 

...      sin  4  Ä   .       ,         sin  i  c 

und 

sin^ssSsin}-^  eoi^'lft»-  tiliväfsltsin^e.  eosl^ 

,  2sin      »TO|jF»^'2eas|^  sin^^*— tcosü— ces  1  ees  g) 

Satat  mall  nnn  ferner  •  -  -  >..-..! 

-«OS« — eos^  cos0seoa«-^.(«oi^*— >nni^*)  (coa^*— 8iii|e*)i 

ao  erkillt  aan  nach  eraigen  leichten  Rednctionen' 


1  —  cos  a  sin 


.  '         ■"««•ei**  cos^»  ^  eosi^  Msi««* 
ond  folglich,' angielck  aut'  gäioriger  Vertanacbiiag  der  Bnchfltakeiii 

sin   sin  \b  sin^g 

cosiAcosV*    *""cos|c  eosiig»     —  «isiieoBp' 
Ava  ^ieaea  drei  FohmIii  eiklill  Man  laicht 
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sin  0  -4-  sin  ^  -4-  sin  c 


H-«,  — ^1  = 


•in« 

2cos4«  cosi^  ( 

sin  f -f.  sin  0 — 

sin  A 

sina  +  sin^  — 

sine 

Ist  ^,      FIXdienitthalt  4et  Draieeki  C,;  lo  ii 

und  folglich  nach  dem  Obigren 
.  ^V^Csiftirt^iDi^»^^ 

16  cos       cos  \h*  cos  ^r* 

Attcii  ergiebt  sich  sogleich  die  folgende  Relation 

sin 40  <in  7^  sin  ^        '  '%#np:^a  tang|A  tangjrC 

t  ^»^^cos^a*  cos^A'  cos^c»  "~    cos  ^  cos^  cos^C  * 

Nach  der  ebeoeo  Trigonometrie  ist  bekannUicb 

und  folglich,  wenn  man  die  obeo  gej^ndeoen  Ausdrücke  von  0^, 
einföhrt,  noch  eiBigea  Mebtoo  Vermui^loDgeD,  zugleich  mit 
gehöriger  VerteiMcbBDg  «er  Bocbeteben, 

sin  Ij'  ^  sin      —  sin 

iin  c*     «in0f*  —  lin  /ft* 
cos  /r*—        2ri]t«r  sin«  » 

^   sin  0^  -f- sin  ^*  —  sin  g» 

2sin0  sin  3  ' 

Die  weitere  Verfolgung  def  Vergleichung  der  beiden  Dreiecke 
ABC  und  !i  ^  mit  einander  überlassen  wir  dem  Leser, 
indem  wir  diesen  Gegenstand  als  eine,  wie  es  ans  scheint,  zweck* 
«läesige  Uebung  für  Schüler  in  der  ebenen  and  •phiriiehen  Trigo- 
nonetrie  hier  nnr  haben  andenten  wollen. 
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XIX. 

Beitr&ge  zur  Wahrschebdicbkeits  -  Rechnmigw 

Villi  den 

Herrn  Professor  Dr.  L.  Oettinger 

sn  Freiburg  i.  Br. 


I. 

Der  Wert!)  der  Erwartung  im  Verhäitniss  zu  der  Art, 
die  SV  wagende  Snnne  aiisiiiietieii. 

A  will  die  Summe  ra  wagen.    Die  Wulirscheinlicbkeil  zu  g-ff- 

winnen  ist  — — — .  «Ii«'  zu  verlieren  ist  — — .    So  oft  yf  crewinnt, 
m  -+-  //  fn  -\-n  r>  > 

erhält  er  den  Kinsiitz  //mal   als  reinen  liewinn.     Es  fr.jnt  sich: 

Soll  A  die  Summe  ra  in  einem  \  ersuche,  soll  er  sie  in  r  hinter- 

einander  folgenden  oder  glekbseitigea  VersnclMtt  waffeo? 

Vn  die  vorliei^ende  l*rap:e  zu  beantworten,  kt  der  l^erth  der 
Erwartunpr  zu  bestimmen,  dio  Jemand  bat,  wenn  er  die  Summe  ra 
in  einem  \  ersuche  oder  die  Suibme  a  \vi  r  Versuchen  aussetzt  und 
die  erhaltenen  Resnitnte  sind  unter  iiek  m  vergleichen. 

a)  Setzt  A  die  Summe  in  einen  Versuche  aus,  so  erpcbt  sich 
hokanntlicb  der  Werth  seiner  Erwartung  durch  das  Pr«idu(  t  dos 
Gewinnes  in  die  Wahrscheinlichkeit  diesen  Gewinn  zu  erkalten* 
Der  gesuchte  Werth  ergiebt  sich  hiernach 

1) 

ö)  Die  genannte  Summe  wird  auf  r  hintereinander  folgende 
Versuche  vertheilt  und  in  jedem  die  Summe  •  aasgesetst. 

Folgende  Fälle  können  eintreten:  ./  gewinnt  in  allen  Versuchen, 
oder  in  [r — ^I).  oder  in  (r  —  2),  oder  in  fr  —  3),  .,  .  oder  in  2, 
oder  in  einem  Versuche.    Uicdurch  sind  alle  für  deu  Luleroehoier 

SÜDstigen  Fälle  erschöpft.    Der  Gesanmt- Werth  der  £rwartnng, 
er  sich  hierauf  gründet,  wird  gefunden,  wenn  derjenige  der  ein* 
xelnen  Fälle  bestimmt  und  die  Summe  aller  ermittelt  wird. 
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Die  Wahrscheiolichkelt,  in  allen  Versuchen  zu  gewinnen,  ist 


In  diesem  Falle  gewinnt  A  die  SnniBe  q .  rä,  Oer  Werth  der  Er- 
wartung ist  *  ' 

Die  Wahrsclieinlichkeit,  in  (r-1)  Versuchen  zn  g-ewinnen,  setzt 
Toraus,  dass  A  einmal  verliere.  Die  Wahrscheiolichkelt,  dass  beide 
Ereignisse  auf  die  genannte  Weise,  eintreten,  int 

In  dieien  Falle  gewinnt  ^  die  Siuniie  (r—  Der  Werlb  der 
Erwartung  ist  dann 

Die  WafcnelieiididiiLBit,  in  (r— 2)  Versuchen  in  gewinnen,  setzt 
yhrnus,  dass  das  entgegengesetzte  Kreigniss  sweifliai  eintreten 
werde.    Die  Wahrscheiulichkeit  liictür  ist 

r  ,  (r  —  1)        rnr-2   ^« 

1.2     *  (//i  -I-  *  (//*  -f-'wp* 

In  diesem  Falle  gewinnt  A  die  Summe  (r — 2}^«.  Der  Werth  der 
Brwnrtang  ist 


Wirieii  diese  fleUflsse  fortgesetzt,  so  ergiebt  ineh  dnreb  Analyse 
saMsitlicber  für  A  günstigen  Fälle  für  den  Ctesansitwertb  der  Er- 
wartung folgende  Darstellung : 

—  m     r    nf—i  r  —  1      m''—2 .  n  • 

(r  —  1)2  -1       lwr-3  ^(r  — l)''-!  l-t  1 

m       (y/i  -f-  7?)^— 1 

also 

Das  g^leiche  Resultat,  wie  unter  2)  ergiebt  sieh,  wenn  die  Versuche 
gloielr/eitipr  gemacht  werden.  Die  Vergleichung  von  1)  und  2)  führt 
in  Fol{;e  der  eben  angetuhrten  Bemerkung  zu  folgendem  Satze: 

3)  Der  Werth  der  Erwartung  oder  der  mathematischen  HofiT- 
nung  bleibt  derselbe,  man  mag  eine  zu  wagende  SSnnime  in  einem 
Versuche  oJr»r  gleichheitlich  nur  mehrere  Versuche  aussetzen,  voraus- 
gcsf^tzt  dass  die  Wahrscheinlichkeit  su  gewinnen,  in  aUen  Fällen 
gleich  gross  ist. 

Hierher  gehört  ancb  folgender  Fall,  der  eine  besondere  Art 
fon  Versttcben  in  nch  begreift^  nünlicb  diejenigen«  worin  lieine 
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WiedfrholuDgeo  einCfetea  köBBea,  wie  de  bei  den  eben  betrachte-' 
ten  Fall  voransgesetst  worden. 

lo  einer  CJrne  sind  m  Kugeln,  die  rnif  dm  Zahlen  1,  2,  3, 
4  ....  in  bezeichnet  sind,  fcis  werden  p  Kugeln  hintereinander 
gezogen  und  nach  ti^eschehener  Ziebong  zosainnea  io  die  t'rne  zo- 
rflckg^orfen.  Jede  Zahl  kann  Mit  einer  beliebigen  Suuihm  Jke- 
aetzt  werden.  Erscheint  <lie  besetzte  Zahl  unter  den  gez.» ebenen, 
80  wird  der  Einsatz  «/mal  als  reiner  Gewinn  bezahlt.  A  will  die 
Summe  ra  wugeu.  Moll  er  sie  auf  eine  Zahl  setzen,  oder  auf  r 
Zahlen  in  einer  und  derselben  Ziehung  gleichheitlich  yertheilenf 

Aseh  hier  beruht  die  Beantwortung  der  vorliegenden  Frage 
auf  awei  Fällen  und  es  ist  der  Werth  der  Erwartung  zu  bestim- 
men, wenn  die  ganze  8umme  auf  eine  Zahl  gesetzt,  oder  jgleich- 
heitlich  auf  mehrere  Zahlen  derselben  Ziebnng  Tertheilt  wirüL 

a)  A  setzt  die  Summe  ra  auf  eine  einzige  Zahl.  In  diesem 
Falle  £i:ewitint  er  den  y  fachen  Kinsatz.  Die  Walirscheinliclilvcit, 
da88  sich  die  besetztjB  2<abl  unter  p  c^czogenen  heiinden  werde,  ist 

Mr_,  (m  -  1  j/^-i  1-1  p 

# 

Der  Werth  der  Erwartung  ist  fiir  dieaea  Fall 

&)  Die  fiirmittelung  des  Werthes  der  Erwartung  von  A  für  den 
Fall,  dass  die  Summe  ra  gleichheitlich  aaf  r  Zahlen  einer  Ziehnnfi^ 
YeHheilt  wird,  beruht  anf  der  Uateriachnng  folgender  Fälle.  Alle 
besetzten  Zahlen  erscheinen;  r— >1,  r — C  ^*-'3,  ....  3,  2  oder 
1  besetzte  Zahl  erscheint. 

Die  Wahrscheinlichkeit»  dass  alle  besetzten  Zahlen  erscheinen 
.  werden,  i«t 

^  jp»*!— I    r^l-l  (m~r)P—r  1-1 


In  diesem  Falle  ist  der  reine  G^nn  ^ .  r«.  Der  Werth  der  Er- 
^wrtOBg  ist  aalort 

^'  =  ^  ^ÄPi  9'^^ 

Die  W^ahrscheinlichkeit,  daas  (r — 1)  tob  des  besetzten  Zahlen 
cjraeheioen  werden,  ist 

In  diesem  Falle  beträgt  der  Gewinn  (r — 1)^«.  Der  Werth  der  Er« 
Wartung  ift  sofort 

IKe  Wabraebetnliclikett,  dass  (r — 9)  Zahlen  ersebeineii  werden,  ist 

jF5Tr*~         «tfii-i  ' 

Der  Gewinn  ist  in  dieiMi  Falle  {r^^fm,  Hiemaeb  ist  der  Werth 
der  ErwartOBg 

8* 
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Werden  dif^^c  IJ(  iiKTkiinscpn  weiter  forf£!^es<»fzt.  so  ergiebt  sich 
flir  den  (•esainiiitwei-lh  der  Krwartuno^  foi'rcnde  Darstellurip^: 

^ = —  + — ^  ^ 

,  r3l—ipr-2\~i  (///—r);>T-r ■4-21-1  rg|-i   ygj-i  (///— r);'-2|-l 

 Ti^Fi^i  7«-»-..H — — .  f» 

r  .  ;j  (y/i — r)p—i  I— > 


7«. 


Werden  die  jedem  Glicde  gemeiuscliuftliclieu  Grössen,  und  wird  fer- 
ner die  Fakultät 

ausgestüssen,  so  geht  diese  Darstellung  in  fuli^ende  über: 


Die  in  den  Klammern  eingescblossene  Reibe  lässt  sieb  bekanntlich 
auf  den  Ausdruck  {m — 1)'— il— i  zurückfübreD.  Uiedureh  geilt  die 
Torütübende  Gieicbung  in  toigende  i^ber: 

oder 


Aas  der  Vergleichnng  ron  4)  und  5)  ergiejiit  sich  der  vScbluss, ' 
dnss  ituoli  nnfor  den  eben  g-cnnnnten  BedingODgen  der  Werth  der  ' 
Erwartuüii:  in  lü'iden  Fällen  gleich  e^ross  ist. 

Die  unter  'i)  und  5)  gefundenen  UesuUate  wurden  unter  der 
Toraussetzung  gewonnen^  daaa  r  kleiner  oder  böcbsteu.so  gross 
als  p  ist.  Sie  gelten  jedoch  auicfa  noch  dann,  wenn  r  grösser  als 
p  wird,  und  dann  tritt  eine  Art  von  Paradoxon  ein.  Ist  nämlich  r 
grösser  als  die  Anzahl  der  Ku^^eln,  wdcbe  in  einer  Ziehung  ge- 
zogen  werden,  so  können  böcbstens  p  von  den*  besetzten  Kugeln 
Q^cwinnen,  und  dann  kann  y/,  wenn  er  auf  r  Kugeln  je  einswl 
ilio  .Summe  a  setzt,  im  ijlücklirlislcn  Fall  ^\^•n  Gewinn  p  .  f/a  er- 
halten, wahrend  er  bei  liesctzung  einer  einzigen  Zahl  im  glück- 
lichen Fall  die  8umoie  r  .  f/a  erhalten  kann.  Doch  dieser  Wider- 
spruch löst  sich  dadurch,  duss  der  Werth  der  Erwartung  den  milt-  -> 
leren  oder  Durclisclinitts-Wcrth  fiir  alle  mögliche  Gcwinnsfe  an- 
giehi.  mal  (la^^;  dieser  Durchschnitts^^ crlh  einer  bestimmten  Summe 
gleicbkuiiiiiien  kuuu,  oboc  dass  die  einzelnen  Gewinnste,  wodurch 
er  bedingt  ist',  zu  einer  solchen  Höhe  anwachsen,  als  diess  in  einem 
andern  l^allo  statt/ finden  kann. 

Untersucht  man  nun  die  möglichen  Fälle,  worin  A  geiriBbeii 
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ksDD,  wenn  r'^p  ist,  lo  ergeben  lioh  lelgeD^e:  Von  den  liesets« 

ten  Zahlen  prewinnen  oder  p — 1,  p  —  2,  ....  3,  2,  1.  Wird 
der  Werth  der  Krwartunjr  für  jeden  einzelnen  Fall  nach  der  vorhin 
angegebenen  Metiiude  bestimmt,  so  ergiebt  sich  toigencie  Darstellung 
für  den  Geaemmtwertfa  der  Erwartung: 

+  li;::2ir-  Ji^x  (/'  — 2)^«  +  ... 

1211  •        S?Fi        ^^'''^  SiSFi  9^ 


Wird  die  in  Klaminern  eingeschlossene  Reibe  wie  vorbio  bebaudelt, 
SU  ergiebt  sick 

«)  iS?=:^  r 

Der  Calcul  kennt  also  zwischen  4,  5,  0  kciucu  llntorsiläed. 
Der  unter  2  aufgestellte  Satz  ist  bekannt.  Er  findet  sich  unter 
andern  in  Lacroix's  Lelirhiich  der  W.ihrscheinüchki  it.srecljnuiicf  (iiher- 
setzt  V.  rri'j:cr)  §.  75.  hcwi'-sen.  Die  unter  i.  5  und  ti  autgestcll- 
teu  äiät2C  sind,  wie  ntan  siebt,  eine  Erweiterung  dieses  Satzes.  jSie 
irirden  bier  eine  Stelle  nm  so  eher  finden ,  weil  sie  nicht  gekannt 
xn  sein  scheinen  und  sogar  (lauthler  «riiiiufrscrve  in  seinem  Traitd 
«ur  les  ]>robab4  Probl.  P.  77.  derbe  V  erstösse  dagegen  ge- 

macht  hat. 

Dort  findet  sieb  nämlich  folgende  Aufgabe:  A  will  mit  3  Fr. 

im  Lodo  8{ueleo.  Soll  er  sie  aul  «  ine  Xinniner,  oder  auf  drei  Num> 
mcrn  als  Auszüge  in  einer  und  dorsplheti  7ä\v\\\\\\^  o'lcr  endlich  auf 
je  eine  Numincr  in  drei  verschiedeueo  Ziehunj'eti  scfzen^ 

Gauthicr  lindet  als  Werth  der  Erwartung,  wenn  er  3  Fr.  auf 
•ine  Nummer  setst,  wobei  er  den  Satz  14  mal  als  reinen  Gewinn 
'erhält,  2,3333 ...  Fr.;  dap,ec:en  hei  einer  \  crflifilung  auf  drei  Num- 
mern einer  und  derselhen  Ziehung:  i , . .  Fr. ;  für  den  Fall,  dass 
er  sie  hiutereinandcr  in  drei  verschiedenen  Ziehunu^en  vcrtheiit  2,001. 
INe  letzte  Metbode  wäre  demnach  die  Vortfaeilhslteste. 

Hätte  Hr.  G.  d'Huutesen  e  richtige  Schlüsse  gemacht,  so  hätte  er 
nach  der  rileichunp:  -i,  2  und  5  immer  nur  ein  und  dns«:elhe  KcsuU 
tat  erhalten,  uämlicb  2,333...  Fr.  Zu  dem  scheint  sich  in  das  im 
uugefübrten  Buche  mitgetbeilte  Resultat  1^5464 ...  ein  Druck-  oder 
Rechnungsfcliler  eingeschlichen  an  haben. 

Die  rnrichtic;keit  der  von  Hrn.  d'H;iiitc-rt vo  cremachten 
Schlüsse  tritt  ganz  besonders  auft'ailend  im  iliir cii  1  alie  lierAor. 
Ist  näuiiicb  die  Wubrscheiulicbkeit, . gerade  eiuaial  iu  drei  Ziehuu- 

«en  au  gewinnen ,  3 .  Vv«  wie  Hr.  G.  uMint«  so  wäre  biemacb  die 
irabrscbeinlicbkeit  in  18  Ziebvag«n'eiinMl  cn  gewinnen,  18. Vv=l 
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und  jeder,  der  18  mal  auf  eine  Nunimer  in  den  verschiedenen  auf 
einander  folgende»  Ziebungen  des  Lottos  setzte,  müsste  nach  der 
Ansicht  des  Uru.  G.  gewinnen;  was  offenbar  falsch  ist. 

Wir  icUiessem  mit  der  Beaerknii^f  d«u  obmi  uoter  1  bis  0 
aufgestellten  Sätze  nur  von  dem  objectiven  Werthe  der  ßrwar- 
tung",  nicht  aber  von  dem  subjectivcn  oder  individuellen  Werth 
derselben  gelten.  Um  letztem  ermitteln  sind  «ndere  Schlüsse 
sn  maeheo. 


II. 

yerhältniss  der  Ordnung,  in  welcher  die  Theilnehmer 
sum  Spiele  gelangen,  zum  Werthe  der  Erwartung. 

In  einer  Urne  sind  »  Loose  enthalten,  und  darunter  zwei 
Treffer  und  is~2  Nieten.  Deir  eine  Treffor  {^winnt  die  Snflime  0, 
der  andere  die  Summe  ^.  Die  beiden  Gewinnste  sollen  unter  n 
Personen  ^r/,.  ^4^,  yt ^  ....  An  durchs  l>oos  vertheilt  werden.  Jede 
Person  koiniut  in  der  genannten  Ordnung  zum  Loosen  und  zieht 
dann  ein  Loos  aus  der  Urne.  Wie  gross  ist  der  Werth  der  Kr« 
wortung  für  jede  einzelne  Person  vor  dem  Anfange  der  Ziehung? 

Um  die  vorliegende  Frage  zu  beantworten,  ist  zu  beacliten, 
dass  die  beiden  Gewinnste  in  der  angegebenen  oder  ia  der  um- 
gekehrten Ordnung  erscheinen  können.  Erscheinen  sie  in  der  an- 
gegebenen, so  können  folgende  Fälle  eintreten: 

«)d.€lewinnBt.  faU.  a.  d.  Ite  u;2te,  Ite  ii.3te,  Ite  u.4to«,.|te  n.ivtePei^. 
h)"  -  -  -  2te-3te,3te-4te,2te^5lie.,„2te-»to  - 

c)~  3te*4te,8te- Stetste- 6te..«3te- «te  - 


n)  die  Gewinnst«  lallen  auf  die        l)te  nnd  «te  Person. 

Diese  Zusammeuslelluug  uuifasst  alle  möglichen  Fälle.  Sie 
stimmen  mit  den  Zerstreuungen  von  zwei  Elementen  in  •  FScher 
üheroin  und  sind  deswegen  urer  Zahl  naeh  (s.m.  Comb.  Lehre*)) 

"     o      Jeder  Theilnehmer  hat  die  Aussicht,  dass  sieh  das  Loos 

in  (»— 1)  Fällen  günstig  für  ihn  entscheide.'  Für  jeden  einxel- 

nen  Fall  muss  der  Werth  .d^ur  Erwartung  bestimmt  und  siitnmtliclie 
Wertlie  müssen  zusammengezählt  werden.  Die  WabrscJieiniichkeit 
ist  für  jeden  einzelnen  Fall  veränderlich. 

Geht  man  zur  Werthbestimmung  der  einzelnen  Fälle  über,  so 
setzt  die  Natur  des  unter  a)  aufgezählten  Falles  voraus,  dass 
und        gewinne,  oder  dass  >/,  und       gewinne,  also  für  eine 
Kiete  erscheine,  dass  A^   und  A^  gewinne,  also  für  A^  und 
eine  Meie  erscheine  u.  s.  w.    Diese  Bemerkungen  führen  zu  fol- 
gender Darstellung* 

— *  

*)  Die  Lehre  Ton  den  Combinationen  nach  einem  neuen  Systeme  bearbeitet 
und  erweitert  von  Dr.  L*  Oet tinger.  Fnihuig»  1837.  S.  Seite  91«  6. 
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0    M  —  2      b  ab 


««  —  2w  —  3Ä  a  b 


n  '  n  —  1  '  n  —  2*«  —  3  j»*»  —  1 


Wendet  ii»  eben  gemachten  BemerkaDgen  auch  auf  die  noter 
i)  aufgeliihrtM  Fälle  ao,  ao  gewianl  aaa  felgeade  Zmauen« 
stelloag: 

n  1*»— 3  —  m'»— 1 

91  —  2««  —  SÄ  '0  b 


n    *  I}— 1  '  I«  — 2  '  »  — a  ~H*«— 1 

<i — 2       fl      n  —  8    » —  4       b  a  b 

n    *«— 1*1» — 2'jt  — S'ii  —  4  "^i»'«  — 1 


w  — 2      g      »  — 8   w  — 4   n — 5         ^     *  x       •  ^ 

Für  die  unter  c)  angeführten  Fälle  ergiebt  sich: 

•\  ^  — *   n  —  Z      a         k  0  h 

#<— 8  <» — 8      g      »»--4   «  —  >      ^  b 


H->8   «  — *  »  —  4   ft~-5         2    J_    -    Ä 

f»      » — 1    «—2    « —  3    I»  —  4  3     2  M 

n.  a.  w.  Der  letste  Fall  giebt  folgeade  Beatimmg: 

#»  —  2  o  — 8  0  —  4         A  ^  JL   iL  A  £.  Ä 

ir"*»-i«-2  5*4s*2*'— « r 

Erscheinen  die  OewinnstP  in  umgekehrter  Ordnung',  so  treten  auch 
dafür  die  oben  unter  0,  6^  c,  ä        »  angeführten  Fälle  wieder 
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ein.   Sie  führen  nacli  dea  beigefögten  fiemerkmigeB  «■  folg«nd?o 

Darstellungen: 

8) 


1  * 

a 

<• 

a 

/* 

b 

w  —  1 

a 

• 

n 
k 

n—l 
a 

h 

«  —  2 

11—2 
ff  — S 

i 

1:  m 

*  ■  "  ■  « 

Ii— 2 

n  —  t 

I»  — s 

» 

»— l 

• 

» 
• 

«  — 1* 

• 
• 

f.-2* 

• 
• 

•  • 

•  • 

t 

• 
• 

K  — 1 

• 
• 

• 

*  • 
b 

• 
• 

ft->2 

• 
• 

ff  — 3 

•  • 

•  • 

ff  — 4 

2 

1 

• 

• 

1» 

J»  — 1 

»-2' 

2 

a  = 

■  • 

«I» 

<t— 2  •  ^  m    b      a ' 

n—2       h  n — 3  a  b  0 

..   n  »—1  »—2  »  —  8                                     .«   « — 1 

41 — 2       Ä  ff— 3  «  ha 


ff    *»  — l^'ff— 2'*  —  S*9»  — 4  ff'ff— 1 


•    ff —  2       h      n  —  Z    ff —  4    ff  — S  ^    *      _  A  g 

ff  *ff  —  1*«— 2*»— a'ff  —  4'***  j'T**  »  *  ff — I 
n.  ».  w.  Eadiich 

#n  ^'"^   ff —  3    ff —  4         A    •    i-    ^  ha 


Ii    :«— l   ff-2  •       5  •  4  •  SJ  2  "  ^  ff  >-r 

Die  Hoffnung  fär       den  CewiiAi  «r  so  erhalten  ist  in  Ijjan- 

Segebeo.  (ff —  1)  Fülle  nnd  für  ihn  günstig,  die  aämmdich  «inan* 
er  gleich  sind,  ihre  Snaine  jist  hiernach 

ff  ff 

Nun  hat  offenbar  nur  auf  einen  Gewinn,  und  in  diesem  Fall 
auf  den  Gewinn  0  Anspruch.  Der  Gewinn  b  fällt  sofort  einem  der 
übrigen  Theilnehmer  zu. '  Dieser  Gewinn  ist  .von  dem  vorstehenden 
Resultate  zu  trennen.  Der  Werth  der  Erwartong  .ftr  jii  lüiudchl- 
lieh  des  Gewinnstes  «  ist  hiemach 

•  •    •  '  ä  '  ■ 

«■  = 

In  5)  ist  der  Worth  der  Krwartunj:^  für  yi,  in  Beziehung  auf  den 
Gewinn  6  augec^ebe».  Die  Wiederholung  der  gemachten  Bener^ 
klingen  hinsichtlich  des  Gewiunstes  b  gieot  hiernach  für  ^| 
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Der  GeMunmtirerth  seiner  Brwartmig  iit  lofprt' 

^         a  b 
'  n 

Auf  ganz  ähnliche  Weise  bestimnil:  sich  dor  Werth  der  Erwartung 
für  A^.  Nach  2)  giebt  es  für  ihn  2)  günstige  Fälle,  den  Ge- 
winn a  XU  erhalten,  während  ein  späterer  Theilnehoier  den  Ge- 
winii  d  «rhÜt.  Nach  5)  bat  er  »och  einpal  HoShvuiff  «nC  dedselbeq 
GewiDO,  ivÜhreDd  den  Gewinn  i  erh&lt.  Hiemaen  ist  der  Werik 
seiner  Erwartung  in  Besiebnng  auf  «: 


«3  ^• 


Auf  gleiche  Weise  ersieht  sich  der  Werth  seiner  Erwavtnng  inBe- 
stiebung  auf  den  Gewinn  It*   Er  ist 


n 


Der  Gesammtwerth  seiner  Erwartung  ist  also 

•       n  ^  n 

Wird  diese  Entwicklungsweise  weiter  fortgeführt,  so  ergiebt  sich 
der  Werth  der  Erwartung  für 

und  allgemein  der  Werth  der  £r\%artung  für  den  Theilnehoier  Au 

Diess  führt  zu  dem  Schlüsse: 

9)  Sollen  zwei  Gewinnste  m  und  b  durch  das  Looa  unter  n 
TbeiinehsMr,  die  in  einer  vorgeschriebenen  Ordnung  zum  Loosen 

gelanjren,  auf  die  oben  hezeichuete  Weise  vertheilt  werden,  so  ist 
der  Werth  der  Erwartung  für  jeden  Theilnehmer  vor  dem  Beginne 
der  Verloosung  gleich. 

Geht  man  von  der  oben  Torgeschriebenen  Ordnung,  in  welcher 
die  Theilnehmer  zum  I^oosen  c:elangen,  ab  und  legt  eine  andere 
zu  Grun<l,  so  hemerkt  man  leicht,  dass  sich  die  ouen  geuuichten 
Schlüsse  durchaus  nicht  andern,  und  sich  leicht,  auf  die  neu  ge* 
wählte  Ordnung  übertragen  lassen,  dsss  sofort  der  Wer^  der  Kr- 
wartnog  vor  dem  Beginne  der  Verloosung  für  jeden  Theilnehmer 
unverändert  Meibt.    Hiernach  rcchtfertitft  sich  der  Schluss: 

10)  Solleu  zwei  Gewinnste  a  und  0  durch  das  Loos  unter  n 
Theilnehmer  auf  die  oben  angegebene  Weise  vertheilt  werden,  so 
ist  die  Ordnung,  in  welcher  die  Tlicilnehmer  zum  Loosen  gelangen, 
ganz  gleichgültig  und  der  Werth  der  Erwartung  ist  vor  4em  Be* 
ginne  der  Verloosung  für  alle  Theilnehmer  tfleii  Ii. 

Alles  bleibt  wie  oben,    k  Mieten  sind  gezogen  worden*  Wie 
gvote  4st  der  .WM  der  Erwaiteng  %  Jmn  «inteineB.dar  -^-^ 
gen  TbelUiehmerl'  .    .t  •>  ^  '  » 
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Sind  h  Loose  gezoireD,  so  sind  andi  k  Tkeilnehner  »mgflM- 

ten  und  noch  {n  —  Jk)  Loose  in  der  Urite  nebst  den  Gewinnsten 
a  und  d  zurück^  worauf  n  —  /:  Personen  Anspruch  haben.  Der 
Torlieffende  Fall  ist  aaai  nach  der  vorhin  angegebenen  Weise  zu- 
bebandelD.  INe  TenMiideile  Ansalü  d«r  Loom  iliid€ft  dl«  SehtiiM*' 
fol^e  nicht:  Der  Werth  der  Erwartmg  för  Jeden  «nselmMi  der 
uoat  übrigen  Theilndinier  iit 

Ist  schon  ein  Gewinn,  etwa  a,  gezogen,  so  ist  der  Werth  der  Er- 
wartung- 

» 

Wir  kehren  SB  der  oben  •n%eateUten  Frage  BW&ck  und  ver- 

allgemeiaerD. 

In  einer  Urne,  die  n  Loose  enthält,  befinden  sich  drei  Treifer 
BBd  (<•— 3)  Nieten.  Sie  loUeB  nnter  n  PenoBeB      ji^,  .....uC« 
durcns  Leos  so  vertheilt  werden,  dasg  diese  in  der  genannten''  Ord- 
nung zum  Loosen  gelangen.    Wie  gross  ist  der  Werth  dei^  Er- . 
Wartung  für  jede  Person  vor  dem  Beginne  der  Verloosangl 

Die  Gewinnste  kdaaeB  ib  folgenoer  Ordnung  erscheinen:  < 

a,  c 

a,   c,   i  t 

Pür  jede  OrdBung  kSanen  folgende  Fälle  eiBtreten« 

Die  GewinBBto  fallen  snt  ^ 

«)demlt,  2t  n.8t;lt.,2t  11.4t;  lt,tStn.5t.„U,(ii-l)tii.iitTheil. 
6)  -  2t,3tB.4t|2t,ltii.5t;2t,3tik6t.......2t,(«-l)tv.iitiiehmer 

0)  -  3t»4tv.5t{3t,4tv.6t$3t,4tik7t..M~3t,(i»-l)tB.«t  - 

•  *    •  •  •  • .  ' 

•  •  •  •  •    ,  • 

«)  dem        3)ten,  (•»  l)ten  und  jiten  Theilnehmer. 

Dieses  Schema  fallt  mit  den  Zerstreuungen  von  drei  Elementen  in 
n  Fächer  zusammen.  Es  gilt  für  jede  einzelne  GewinnreftheiiuBg. 
Hiernach  ist  die  Zahl  aller  möglichen  Fälle 

Unter  diesen  Fällen  sind  1 . 2  — j — 5 — ,  worin  jeder  Theilnehmer 

in  Beziehung  auf  jeden  .«iBselnen  Gewinn  ein  fiir  lieh  gSnatiges 
Resultat  erwarten  darf. 

Die  Werthe  der  Erwartung,  die  fUr  das  eben  anfgestelite 
9^ma  sn  bestimmen  sind,  ergeben  sich  aa»  fiikpanden  Daratallmi^ 
gen  nad  iwar  der  Reihe  nach  für  die  Fille     ^  0  mt 
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ti\  *      ^        c  m      b  e 

«      ^      «—3     e               ^  ^  m      b  c 

n  '  m — 1  *  n—2  '  n—Z  «  *       1  *  «—2 

« 

a       b      n  —  3    n — 4      c  ab  e 

n  '  n—i  '  n—2  '  n—i  '  j»— 4  n  '  n—l  '  «—2 


•        •         •  • 

a     n—Z    n—k   n — 5 


4»    «1—1    »—2  4     S     2  I»    «—1    A— 2 


** — ^     g        ^        g   «      ^  c 


Ä     7?— 4     c  m  b 


n    '  n — l  '  n—2  '  /i— 3  '  n—A  n  '      1  *  «—2 

w— 3      g        b      n—k    w— 5      f  «r      £  c 

n   '  n — 1  *  «—2  *  «— S  *  «—4  ■  «—6  ~"  «  *  n — i  *  n-^Z 


«—3      g      «—4    ft— 5    n—&       2    l_   b     ^  •      ^  e 


U.  8.  W. 

Wird  eine  andere  Ordnung'  im  Erscheinen  der  Gewinnste 
c  g;ewälilt,  so  ist  in  11,  12,  und  13  die  veränderte  Ordnung  biu- 
sicbtiick  der  Buchstaben  a,      c  eiuzufiUiren.    Die  übrigen  Gebilde 
bleiben  nnverAndert. 

Um  nnn  den  Werth  der  BrwniiaDg  für  hina^btlich  dee 
Gewinnstei  u  zu  ermitteln,  iit  in  bemerken,  daii  er  ibn  in 

1 .  S .     — Fällen  erbnllen  kenn,  worin  Jedeek  ansier  ilim  neeh 

zwei  andere  Tbeiiuekmer  eich  in  die  Gewinnste  b  und  c  tbeilen. 
IKem  führt  sn  der  Bestlmmnng 

Auf  gleiche  Weise  heeHnimt  lick  der  Werth  der  Enrartaiig  von 
in  Beiiehnng  nnf  den  Gewinnt  Er  iit 

^*  =  m- 

Eben  ao  in  Benehung  nnf  den  Ctewfani  c.  Br  hit  . 

_  e 
t\  —  IT* 
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Hiernach  ist  der  Werth  der  Brwwrtong  för  in  Besiehnng  auf 
«lle*  GewioiMte 

Die  nanilichoii  ücuierkiingeD  führen  xur  Bestiahinog  des  Weithe* 
der  Erwartung  iur  A^x 

'      n  ^  n  n 
Hierans  folgt  endlich  der  Werth  der  Erwartung  für  ^it: 

14)  iiÄ  =  -  +  --h-^. 

Ifan  ist  sofort  zu  dom  Srhlusse  gelangt,  dass  auch  in  dem  vorlie- 
genden Falle  der  Werth  der  Erwartung  für  ullo  Tlioilnfluner.  die 
in  der  vorgeschriebenen  Ordnung  zum  Loosen  gelungen,  gleich  ist. 
Hieran  knüpft  sieb  ouq  die  weitere  Folgerung  leicbt,  dass  zugleich 
die  Ordnung,  in  welcher  die  Theilnehner  zum  i^oosen  gelangen, 

SIeichgUltig  ist,  da  die  Darstellungen  11,  12,  13  für  jede  andere 
rdnting  des  ohen  aufirostellten  Schernaus  gelten. 

Die  hier  angegebene  Fntwicklungsweise  bat,  wie  sieb  deutlich 
zeigte  einen  allgemeinen  Charakter.'  Sie  bleibt  dieselbe,  wenn  die 
Vertheilung  von  vier  und  mehr  Gctwinnst^n  unter  m  Personen  in 
Frage  kommt. 

2!>iud  nun  die  Gewinnste  a^,  «r,  . . .  .  ar  unter  n  Peräo- 
aen  anf  die  oben  angegebene  Weise  durchs  Loos  an  vertbeilen, 
und  fragt  man  nach  dem  Wertbe  der  Erwartung  für  die  einzelnen 
Theiloehmcr  vor  dem  Beginne  der  Verloo8ung>  so  ergiebt  sieh  für 
jeden  ohne  Unterschied 

15)  E  —    -fr-^*«-*-^«-*-^*-*-  *  * 
Uier  gilt  die  Bedingungsgleichung,  dass  * 

ff» 

Die  Gleichung  15)  gilt  eigentlich  unter  der  Vornussetzuog,  dass 
säromtliche  Theilnebmer  in  der  bestimmten  Ordnung  A ^^i^^  . . ,  An 
num  Loosen  gelangen.  Es  liegt  aber  dentiieh  vor  Augen,  dass  sie 
nach  den  oben  angeführten  Bemerkungen  noch  immer  gilt,,  wenn 
irgend  eine  andere  Ordnung,  worin  die  Theilnehmer  zum  Loosen 
gelangen,  gewählt  wird.    Diess  rechtfertigt  folgenden  Satz: 

16)  Wenn  r  Gewinnste  unter  «t  Personen  durchs  Loos  ver- 
theilt werden  sollen,  so  i.st  der  Werth  der  Erwartung  vor  dem  Be- 
ginne der  Verlosung  ftir  alle  Theilnehmer  gleich,  und  die  Ordnung, 
worin  die  Tbeilnebuier  zum  Loosen  gelangen,  ganz  gleichgültig. 

Die  gleichen  Gesetzie  gleiten  bei  Vertheilung  der  Lasten  durch  . 
das  Loos.  Diess  beweist,  dass  das  \  erfahren,  welches  gewöhnlieh 
hei  \  ertheilung  der  (»'ewiunste  oder  Laston  durch  das  Loos  ange- 
wendet wird,  ganz  im  Rechte  begründet  ist.  Man  ist  gewisser- 
masseu  einem  iustinctartigcn ,  natürlichen  Gefühle  gefolgt,  uud  bat 
recht  gehandelt,  ohne  sidi  der  Gründe  dafür  bewnsst  zu  sein.  Nir- 
gends ist  Bäsdich  der  vorstehende  Satx^  so  viel  mir  behannt  ist, 
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ipit  Hülfe  der  Mathematik  begründet  worden,  und  doch  bildet  er 
einen  der  ersten  Blementanltie  in  der  Lehre  Ton  den  Wertbe  der 
Erwartung^  oder  der  matbematitehen  Hoffnung,  wenn  dieser  Aus- 
druck der  „moralischen  Hoffnung:*'  ^tur  Seite  gestellt  werden  darf. 
Selbst  die  Berechnung  der  durcb^cbnittlicben  Wertbe  von  zu  hof- 
fenden Vorthcilen,  wie  sie  in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung^  so 
bäufig  vorkommen»  girMndet  sich  auf  den  Satz  10,  denn  es  ist  nielit 
mögiicli  den  Ü^rwariunp-swrrtli  für  irp;eud  einen  Theilnebmer  zu  be- 
stimmen ,  wenn  nicht  eine  bcstiuirnte  Ordnung  gilt,  oder  nicht,  wie 
hier,  vorher  nachgewiesen  ist,  dass  die  Ordnung  in  welcher  die 
Verlooaung  naoh  der  angegebenan  Art  vor  steh  gebt,  gleicbgüU 
tig  ist. 

Sind  mehrere  von  den  zu  verthollondon  (i?ewinnsten  einander 


ffleich,  so  ändert  dicss  die  obigen  Uestimmungco  nicht.  Di« 
Gleichung  16)  geht  dann  in  folgende  fiber: 


wobei  1 H- . . . . .  -^pr  ^  «  ist 

Sind  k  Nieten  gezogen,  ohne  dass  ein  Gewinn  erschienen  ist, 
so  ändert  sich  natiiruch  der  Werth  der  Erwartung  und  es  ist  ans  17) 


Hier  moss 


n  —  h 


sein.   Die  Art,  wie  die  Varloosttng  anssnfnhrai  ist,  gehört  nicht 

hierlirr. 

Sind  die  Uedingungen  der  Verloosung  anders,  so  werden  auch 
die  Beaaltfite  geändert.  .  Weitere  hieher  gehörige  Dntersnehnogen 

habe  ich  in  den  Abhandlungen  der  mathematisch  -  physikalischen 
Classe  der  Königl.  Baierschen  Akademie  der:  WissenstfhAften  %,  Bd. 
München,  1837.  p.  ^3  mitgetbeiit. 


Ii' 
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Ableitung  der  Sätze  ton  EoUe,  Fourier  und 
Descartes  über  die  Anzabl  der  zwischen  gege- 
benen Granzen  liegenden  reellen  Wurzeln  einer 
algebraischen  Gleichung  aus  der  Lehre  vom 
Excess  der  gebrochenen  rationalen  algebrai- 
schen Functionen.  Als  Fortsetzung  zu  der  Ab- 
handlung No.  Y.  in  diesem  Theile 

Vom 

Heraus  geb  er. 


Das  Theore«  tob  Rolle- :ka«i  oiif  MgvDde  Art  sosge>. 

fproclien  werden : 

Die  Anzahl  der  zwischen  zwei  beliehi^en  g-eg-ebe- 
nen  G ranzen  liegenden  reellen  Wurzeln  der  Gleichung^ 
/{a:)=zO  ist  ni«' grisaer  aU  »die  mm  oioe  Binbeit  ver- 
mehrte Arizalil  der  zwischen  denaelbea  Gränsen  liegen^ 
den  reellen  Wurzeln  der  Gl eichungf =  0. 

Um  diesen  merkwürdigen  Satz  zu  bisweitieu,  wollen  wir  die 
beiden  gegebenen  Gränzen  durch  a,  h  bezeiebnen,  und  wollen,  was 
offenbar  verstattet  ist,  annehineii,  dass  a-^b  aei.  Der  den  Grau- 
sen ar»  b  ent8|»reebende  Ezceaa  der  gebrodienen  rationalen  aigo« 

braiaeben  Fonetion  ^^j^  aei  J?,  und  die  Aosabt  der  swiaeben  den 

Grinsen  ar,  b  liegenden  yon  einander  veraebiedenen  Wurzeln  der 

Gleichung  y(^)  =  0  sei  m;  so,  i»t  nacli  dem  in  V«  '§.  30.  bewiese* 
*  neu  Satze  msszE,  lat  nun  E'  der  den  Gränzen  ar,  b  eotaprechende  - 

Bscesa  der  gebroebenen  rationalen  algebraiacben  Function  *y7-^v;  ao 
ist  nacb  den  in  T*  f.  23.  bewieaenen  Satse 

oder 

wo  entweder  t=0  oder  «==bl  aeia  kami,  und  es  ist  folglich 
ttadk  dem  Torbergebenden 


Uan  fttf^L  die  Note  auf  S.  45. 


« 
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Naci  den  am      f.  %h  IbalniiBteii  »IlgeaMiMB  Btfplii  4et 

gcwissm  g^^eVeoen  Gränzen  eotsprecbenden  EieetMi  «iBcr  et- 
brodieM  ni^ttttalea  dgebraaiebeB  cunctiMi  ut  nun,  weBn,'iomi 

^  aiisk  v»B  «  Ibk  »  MSg  ftnieii,  ^  FmetiM        «Ikl  nead- 

fich  wird  nod  dabei  von  dem  Negativen  'xum  Fositivea  fibergebt» 

und  n'  .Mal  unendlich  wird  und  dabei  von  dem  Positiven  zum  Ne- 
gativen übor£?eht,  E'z=zm — »'  oder  — =  — uod  folglich 
nach  dem  Obigen 

m  =  n'  —  n-i-t,  ^ 

Wird  sna  die  Faactiön  zwiiehaa  de«  GrXasea  #  aad  ^ 
ilberbanpf  ei' Mal  naeodlieb  aad  ändert  ibr  Zeicbea,  eo  iet  et'==j»'-H», 

und  folglich  offenbar  imner  e»'^»'  —     also  «v'+f ^i»'— 1»+«> 

du  u.  aadi  dem  Obigen  m^-^c^m  oder  a»^ei'+** 

Bezeichnet  jetxt  et*  die  Aaaabl  der  swi^chen  den  Gränzen  a 
und  /f  liegenden  reellen  von  einander  verschiedenen  Wurzeln  der 
Gleichung  y'(^)  =  0,   welche  nicht   zugleich  auch  Wurzeln  der 

Gleichung  f(a;)=z%  eind;  lo  iet  offenbar  iaaier  ev'^ei",  alao 
mf i'^m" und  folglich  nach  dem  Vorbeigebeadea  Sner 

Liegen  aber  swischea  den  Grilnxen  m  und  b  noch  ei^  reelle 

Ten  einander  verschiedene  Wurzeln  der  Gleichung  /*(.«>)  =0, 
welche  zugleich  auch  Wurzeln  der  Gleichung  y(.r)=:U  sind,  so 
ist  -|- m'"  =;  js«.  die  Anzahl  aller  zwischen  den  Gränzen  a  und 
b  liegenden  reerfea  von '  einander  verschiedenen  Wnrs^In  dev 
Gleichung =  Oy  und  folglich  mf=m^^m^,  also  nach  den 


«»  ^  ««j  —  m'"  f. 

Bevor  wir  jetzt  in  dieser  Betrachtung  welter  fortschreiten, 
wollen  wir  zuvörderst  völliger  Deutlichkeit  wegen  den  folgenden 
Satx  von  den  Gleichungen  in  der  Kürze  beweisen: 

Wenn  die  Gleichung         =  0  nicht  aiehr  und  nicht  weniger 

als  /r  Wurzeln  hat,  die  »ämmtlich  =:  «  sind;  so  hat  die  Gleichung 
y'(a^)  =  0  nicht  mehr  und  nicht  weniger  als  /• — 1  Wurzeln,  die 
sämiutlich  =  «  sind,  wobei  sieb  von  selbst  versteht »  dass  Ar  uicbt 
sBss^  leiw 

Weil  nämlich  nach  der  Vetaassetznng  die  Gleichung /(4^)  =  0 
nicht  mehr  und  nicht  wetfiger  ale  Xr  Wuraeln  hat,  die  e&amtlich 
=  a  sind,  so  kann 

/(^)  =  (or  —  «)*  sK-^), 

wo  5p(.r)  eine  für  ^  =  a  nicht  verschwindende  ganze  rationale  al- 
gebraische Function  von  a:  bezeichnet,  ffesetzt  werden.  Aimmt 
naa  am  vaeh  V.  4-  T  nnd  f.  10.  auf  beiden  SSeiten  der  vöreteben« 
den  GieiebiiBg  die  denvirteii  FancttamBi  bo  «ihitt  mm 
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oder 

•    .        /'(j?)  =  (jir  —  a)*-i  } (or  —  tt)  y'(/r)  -H  ^         | , 

woraus  sich  unmittelbar  ersieht,  dass  die  Gleichung  y'(^r)  z=  0  je- 
derzeit A'  —  l  Wurzeln  hat,  die  sämmtlich  =a  sind.  Dass  aber 
diese  Gleichung  auch  nicht  mehr  als  ^  —  1  Wurzein  haben  kann, 
die  sämmtlich  =u  sind,  erhellet  ebeo  so  leicht.  Sollte  dietelbe 
Dämlich  l:  W^urzeln  liubcn,  deren  jede  =:a  ist;  so  uiüssto  ^  — a 
offenbar  in  der  ganzen  rationalen  algebraischen  Function 

f.r  —  a)  5r'(.^•)  +  5p(d;) 

ftU^ehen,  und  diese  Function  also  für  .r=a  versrliwinden,  welches 
nicht  niöe;licli  ist,  du  di(  selbe  für  diesen  Werlli  der  (»rössc  :v  den 
Werih  /yt«),  erhält,  und  nach  dem  Obigen  weder  ^-  =  0,  noch 
9)(a)=sO' iiit,  midorcb  umi  aiiser  obiger  eingeschalteter  Sate,  der 
aicb  offenbar  aucb  umkehren  lässt,  betviesen  ist. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  die  GieicbuBg  /'(dr)=Q  svi- 
schen  den  GriUizeu  a  und  6 

*  '  '  # 

A'2i  /'j,  Xr,,  .... 

von  welchen  Grössen  eine  jede  grösser  als  die  Einheit  sein  sollj 
reeUe  Wurzeln  habe,  die  sämmtlich  respective  den  Grössen 

((,,  (/;,  «,,  «4,  ....  ai 

gleich  sind;  so  hat  ii.k  Ii  dem  so  eben  bewiesenen  Satze  die  Glei- 
chung y^'(^)  =  0  zwisclien  den  Gränzen  a  und  1/ 

—  1 ,  Ä\  —  1 ,  /•  j  —  1 ,  A:^  —  1 ,  ...  A'i  —  1 

rßelle  Wiirzelo,  die, sämmtlich  respcctive  den  Grössen  . 

«a,       a«;  . . , .  ui 

gleich  sind,  und  andere  einander  gleiche  Wurzeln  kann  diese 
Gleichung  nach  dviw  in  Rede  stehenden  .Satze  otlenbar  nicht  haben. 
Da  nun  nach  dem  Obigen  m  die  Anzahl  der  sämmtlich  von  einan- 
der Terscbiedenen  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  /(a:)  =  0  zwt- 
aehcn  den  Gränzen  rr  und  ist:  so  ist,  wenn  fi  die  Anzahl  aller 
reellen  Wurzeln  der  Gleichling  /'(ar)  =  0  zwischen  den  Gränzen  «r 
und  6  bezeichnet,  offenbar 

oder 

.:  \in = i» - 1 )- (/t,  - 1  1 (^j^    1 ). 

Weil  ferner  nneh,  dem  Obigen  «§,'  die  AnsnU  der  simmtKeli 

von  einander  verschiedenen  reellen  Wurzeln  der  Gleicbong  y*(.r)==0 
SWischen  den  Gränzen  a  und  l>  ist;  so  ist,  wenn  /i,  die  Anzahl 
aller  reellen  Wurzeln  d^r  Gleichung /'(.r)  =  0  zwischen  den  Grän- 
zen a  und  6  bezeichnet,  wie  eben  so  leicht  erhellen  wird, 

oder 

Oi,  =  f*.  -  (/r.  -  2)  -  {A-,  -  2)  -  (ifc.  -T.S^).-..  - .  -  - 
Well  Biift  Mch  tei  Obigen. 
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«  ^  «I,  — 

iit,  M  ist 

<     -      -2)  -  (Xr.-2)  -      -2)  - ...  -  (^-.2)  - 
und  folglich,  wie  sich  hieraus  sogleich  ergieht, 

Nach  dem  Obigen  ist  m'"  die  Anzahl  der  von  einander  ver- 
schiedenen reellen  VVorxeln  der  Gleichung- /"Yo:)  =  0  zwischen  den 
GräDsen  m  Hnd     welche  sogleich  Wnrseln  der  Gleiehang-  /(ar)=aO 
sind,    üeberlegt  man  nun,  dass  nach  dem  vorher  bewiesenen  !«>atze 
•jede  Wurzel,  welche  die  Gleichuns^  =  0  nur  ein  Mal  enthält, 

nicht  auch  eine  Wurzel  der  Gleichung /''(^)  =  0  sein  kann;  so 
wird  aaf  der  Stelle  eilielleo,  dass  immer  sr'sil,  ood  folgUch 
nach  dem.  Vorhergehenden 

sein  muss.    Weil  ferner  nach  dem  Obigen  immer 


ist,  so  ist  um  so  mehr  immer 

m  ^  Ml  -|-  £• 

Weil  nun,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  -\-\  der  grüsste 
Werth  Ist,  welchen  t  haben  kann,  so  ist  immer 

/*  ^     ■+•  1  und  «  3  «1  Ifc 

worans  man  sieht,  dass  das  Theorem  von  Rolle  nicht  bloss  von 
allen  zwischen  den  Gränzeu  ^  und  b  liegenden  reellen  Wurzeln 
der  Gleichung-en  yi.r)  =0  und  yf.i^)  =  0.  sondern  auch  von  allen 
zwischen  diesen  Gräozen  liegenden  sämmtlich  von  einander  ver- 
schiedenen reellen  Wnrseln  der  beiden  in  Rede  stehenden  Gleichun- 
gen gilt. 
•  Wenn 

f  \y  "»j  fl^j,  . . .  .  mq 

die  sämmtlichen  von  einander  verschiedenen  reellen  Wurzeln  der 
Gleichung  / V^:)  =  0,  und  diet>e  U  urzeln  nach  ihrer  Grösse  auf- 
steigend geordnet  sind;  so  liegt  swischen  —  OD  und  keine- 
Wurzel  der  GIcichun&c  =  ö,  also  nach  dem  vorhergehenden 

Satze  höchstens  eine  Wurzel  der  Gleichung  y(;r)  =  0.  Zwischen 
«1  und  0,  li(2gt  keine  Wurzel  der  Gleichung  yYar)  =:  0,  also  nach 
dem  vorigen  SMtxe  höchstens  eine  Wnrsel  der  Gleichung  /'(^)sO. 
*  Wie  man  auf  diosc  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar.  Zwischen 
und  -f- X  lieut  keine  Wurzel  der  (JIeichunt»-  /''(.r)=().  üIj^o  höch- 
stens eine  Wurzel  der  Gleichung /'(o.*)  =  0.  Hieraus  sieht  man 
folglich,  dass  es  höchstens  eine  reelle  W^urzel  der  Gleichung 
/'(j?)=sO,  welche  kleiner  als  «i,  höchstens  eine  reelle  Wunel 
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dieser  Gleichnng  geben  kaoo,  Welehe  grösaer  als       ist*  Ferner 
kann  nur  eine  reelle  Wurzel  drt"  Gloicliunir /*(.?•)  =  0  zwischen 
«r,  und  flfj,  nur  eine  rrrllo  Wurzel  dieser  dlleicliuoii^  zwischen 
und  0,,  u.  s.  w.,  nur  ciue  reelle  Wurzel  derselben  iileichuug  zwi- 
lekcn  a^-j^  und  liegen. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  f{a:)  eine  ganze  rationale 
algebraische  Fnnction  des  ivten  Grades  von  4C  sei,  und  wollen 
*  durch  siircossive  Kntwirkeliing  der  deriTirteB  Functionen  nach  den 
ans  V.  A*  bekannten  Regeln  die  Reihe 

f(a:l  /'(^).  /"'(^),  . . .  /t-)(;r) 

bilden. '  Setzen  wir  in  dieser  Reihe  für  a:  die  Grössen  a  und  6, 
wo  wieder  «-^^  sein  soll;  so  erhalten  wir  die  beiden  Reihen 

(1)  /(«),/'(-•),  rw.r'w  /f*)Wi 

(2)  /w,  m  rw.   /t-Wj 

in  denen,  wie  wir  jetzt  anaebmen  wollen,  kein  Glied  Terschwinden 
soll.  Ferner  wollen  wir  annebmen ,  dass  swiscben  den  Gränsen  m 
nnd  b 

reelle  Wni/clt»  dt-r  Cieic!iun2:en 

liegen,  nnd  wollen  üherhuupt  in  ISezug  auf  die  Functionen  . 

Aa^  nnd  /'(^), 
/'(^>  und  n^), 
/"(ar)  nnd /«'(ät), 
n.  8.  w. 

und  /0»){af) 

durch 

,  «»  *i»  «»»  «•»     •  «Ji-i 

Passelbe  bezeichnen,  was  im  vorigen  PiiragTaphen  in  Bezug  auf  die 
Functionen  /"(o:)  und  /"'(.^)  tlurc"  *  bezeichnet  worden  ist;  so  ist, 
wie  wir  im  vorigen  Paragraphen  gesehen  haben, 

U.  8.  W. 

und  folglicli,  wenn  man  anf  beiden  Seiten  addirt,  und  nnfliebt,  was 
sieb  auiiieben  lässt, 

I 

\ 
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Da  aber  nach  der  Voraussi'tzunif  /(jr)  eine  g-anxe  rationale  alg^e- 
braiscbe  Function  des  nten  (jruües,  also  nacb  V  .  §.  12.  bekanntlich 
ein  eooBtAute , niebt  venchwiadeBde  JGrSue  ist;  su  sind  die 
GrSasen  /^'*H*f)  und  /("H^)  «inander  gleich,  und  versebwinden  liicllt, 
woraus  sieb  unmittelbar  ergiebt,  dass  zwischen  den  Gniiizon  a  und 
6  keine  reelle  Wurzel  der  Gleichung  /(")(ar)  =  0  liegeo  kann, 
fd^lglicb  /iM  =  0,  und  daher  nach  dem  Obigen  jederzeit 

ist 

.    Nach  V.  f.  24.  is$ 

«=0,  oder  ts-f*!»  oder  ts— 1, 

wenn  respective  die  Vorzeichen  von  /"(«),  und  /(i),  fiA)  so« 

ffleicli  eine  Folge  oder  znsrlcicli  einen  Wrclisel  Lihloti;  wenn  die 
Vorzeichen  von  /\«),  /'(«j  einen  Wechsel,  die  Vorzeioiicii  von 
/(^j. /'(Ä)  eine  Folge  bildeu;  wenn  die  Vorzeichen  tou  /(«),/'(«) 
eine  Folge,  die  Vorzeichen  von  /(^),  f'ß)  einen  Wechsel  bilden; 
nnd  etwas  p^anz  Achnlichcs  ^ilt  vor»  den  (■nissen  f,,  f^,  fj,...f„_|. 
Seien  nun  w  und  /"  die  Anzahl  der  Wechsel  utui  der  l-'oltfcn 
in  der  Reibe  (I),  »'  und/*'  die  Anzahl  der  Wechsel  und  der  l^'ol- 
^en  in  der  Reibe  (2).  Die  Anzahl  der  Fälle,  wo  einem  Wechsel 
in  der  Reibe  (l)  eine  Folge  in  der  Heihe  (2)  entspricht,  sei  X-;  die 
Anzahl  der  Fälle,  wo  einer  Folge  in  der  Reihe  (I)  ein  Wechsel  in 
der  Reibe  (2)  entspricht,  sei  A-';  die  Anzahl  der  Falle,  wo  einem 
Weebael  in  der  Reihe  (1)  ein  Wechsel  in  der  Reihe  (2)  entspricht, 
sei  /r";  die  Anzahl  der  Fälle,  wo  einer  F'olge  in  der  Heihe  (1]  rine 
Folge  in  der  Reihe  (2)  entspricht,  sei  /sf"i  so  ist  nach  Vorhergeben* - 
den  uileubar 

« «1 -t- «1  H- «,       .  •  •  +  «»-l  =  Ar  —  X:'. 

Ferner  ist  aber,  wie  sogleich  erbellet, 

und 

U/  =  Xr'  +  Ä^,      =  X •  +  X- 

also 

«r — =s  *  -  Xf',  y  — /=    -  Ä», 
und  folgiick  naeh  dem  Obigen 

e  + e,  +    +  s, -4- . .  +  «11-1= »— •s'ä/'— /: 
Weil  nun  immer 

jtt  ^  £  4-  «1       f ,  -h  «,  4-  ... 

war,  so  ist  immer 

SP*  oder  f»^/'— >C 
f.  3. 

Im  Vorberffebenden  haben  wir  aogeDOuioien,  dass  kein  Glied 
der  beiden  Reiben 

fi^h  f'i^'h  /"(«),  /"'(«)  /t-H«)  5 

fW»  n^)>  rw,  rw^ ....  j^^w 

9* 


m 

Terscbwkidet.  lodem  wir  nun  zu  dem  Falle  übergehen  wollen^  wo 
diege  Voraassetzong  nicht  crfliUt  ist,  büimb  wir  mSrderat  iKe 

'folgenden  Betrachtung^en  vorausschickcB. 
Wir  wollen  überhaupt  die  Reibe 

/(«)•  rw,  r(«)> 

TselcfiC  die  Functioncnreibe  genannt  \^'crdcn  soll,  betradllon» 
Die  Roilif  der  Vorzeichen  der  einzelnen  (Glieder  derselben  mag  die 
Zeichenreibe  genannt  und  der  kürze  wegen  durch  (a)  bezeich- 
net werden,  wobei  wir  zugleich  bemerken,  dass  in  derselben,  wenn 
ein  Glied  der  Functionenreihe  Tcrsebwindet,  an  die  entsprechende 
Stelle  jederzeit  0  gesclirielten  werden  soll.  Durch  i  soll  im  Fol- 
gendoti  immer  eine  unendlich  kleine  positive  Grösse  hczeiclinet 
werden,  und  wir  wollen  nun  zeigen,  wie  auH  der  Zeichenreihe  (9) 
immer  die  derselben  auf  beiden  Seiten  nächst  benachbarten  Zeieben- 
reiben  {a—i)  und  («+/')  abgeleitet  oder  gebildet  werden  können. 

Zu  dem  Kn  ie  wollen  wir  zuvörderst  annehmen,  dass  ein  belie- 
biges Glied  f^''\n)  der  Functionenreihe  nicht  verschwindet,  also 
auch  das  diesem  Gliede  entsprechende  Glied  der  Zeicbenreihe  (a). 
nicht     sondern  db  ist.  Nach  V.  f.  12.  ist 

/(^)(«  =1=  i)  =/t^)(a)  ±  4  /t^^«(a)  +  . . .  4-  r!^^/^*"'^(«)' 

und  nach  T*  f.  IS.  lässt  sich  i  immer  so  klein  annehmen,  dass  das 

Vorz<  iclicn  von /"^^)(«  =t /')  mit  dem  Vorzeichen  des  ersten  nach  der 
Vorau^selzung  nicht  verMchwiodenden  Gliedes  f^''\u)  der  Grösse  auf 
der  reehten  Seite  des  Gleichheitszeicbens  in  obiger  Gleichung  einer- 
lei ist,  woraus  sich  unmittelbar  ergieht,  dass,  wenn  db  das  dem 
Gliede  f^^\u)  der  Functionenreihe  entsprechende  Glied  der  Zeichen-  ' 
reihe  (a)  i^t,  dann  mit  IJeziehung  di  r  obcrn  und  untern  Zeichen 
auf  einander  immer  auch  db  sowohl  das  entsprechende  Glied  der 
Zeicbenreihe  (a — t),  als  auch  das  entsprechende  Glied  der  Zeichen* 
reibe  (a  +  i)  ist.  Also  hat  man  bei  der  Bildung  oder  Ableitung 
der  Zeiclienreihen  (« — i)  und  {u-\-i)  aus  der  Zeichenreibe  («)  für 
jedes  nicht  verschwindende  Glied  der  letztern  das  sich  in  demsel- 
nen  findende  Zeichen  nnverändert  beianbehalten  nnd  fn  die  beiden 
erstem  gesuchten  Zeichenreihen'einznföhren. 

Ferner  wollen  wir  jetat  annehmen,  dass  die  den  Gliedern 

/C*J(a),  . .  /£«^-«(«),  f^K^) 

der  Fanetionenreihe  entsprechenden  Glieder  der  Zeichenreihe  (a) 

0  0  0...  Ort 

sind;  so  lässt  sich  nach  V.  $.  12.  und  V.  §.  18.  die  Grösse  *  immer 
so  klein  annehmen,  dass  die  Grössen 

respeotive  mit  den  Grössen  , 

^/"-"'(«),  [^^«'W.  ^^/<'-^'(«J.  •..T/"^"(«) 

einerlei  ^  orzeichen  haben.  . 

Hieraus,  iu  Verbindung  mit  dem  Vorhergehenden,  ergieht  sieb 
Biu  aber  unmittelbar  Folgendes. 
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Die  den  Gfiedero 

0  0  0...  0± 

der  Zeichenreihe  (a)  eDtsprechenden  Glieder  der  Zeichenreibe  (a—i) 
und  jederzeit 

oder 

=t(-)^.  =F(-)^.  . . .  ±5 

so  dasa.  Dämlich  in  diesem  Theile  der  Zeichenreihe  (a  —  i)  die 
Glieder  Tom  ersten  his  zum  letzten  Gllede,  wehlios  mit  dem  ent- 
snrechendeo  Gliede  der  Zeichenreihe  (u)  einerlei  ist,  furtv^ährend 
ao  wechseln.  ^ 
Die  den  Gliedern 

000. ..Odb 

der  ZetclieDreilie  (a)  entsprechenden  Glieder  der  Zeichenreihe 
(a  +  4  abd  jederaeit 

^fiz  •  •  • 

• 

ao^  daia  ninlieli  in  diesem  Theile  der  ZeiclieDreihe  (ce  -f- 1 )  alle 
Glieder  vom  ersten  bis  zum  letzten  Gliede,  welches  mit  dem  ent- 
s{irechenden  Gliede  der  Zeichenreihe  (a)  ciaeclei  tat,  einander 

gleich  sind. 

Aus  dem  \  orhergehenden ,  wobei  es  nicht  Uberiiüäsig  ist,  noch 
an  bemerken,  dass,  weil  pacb  der  Vorausaetsnug /'(lAr)  eine  ^unze 
rationale  algebraische  Function  des  Mten  Grades  von  ist,  y(">(u) 
niemals  verschwinden  kann,  erg-ielit  sieb  nun  unmittclbur  die  t'ol- 

f^eode  Regel  zur  Ableitung  der  beideu  Zeicheoreiiieu  {u-r-i^  und 
a~^i)  ana  der  Zeichenreihe  (a),  bei  deren  Anwendung  wir  die 
Zeichenreibe  (u  —  i)  über,  die  Zeichenreihe  («  +  «)  unter  die 
Zeichenreibe  (a)  schreiben  wollen: 

lieber  und  unter  jedes  Glied  der  Zeichenreihe  (a), 
welchea  niebt  0  tat,  schreibe  man  daaaelbe  Zeichen,  wo- 
bei man  jederselt  bei  dem  lotsten  niemals  rerscliwin- 
denden  Gliede  anfän:ct.  Dagep^en  schreibe  man  über  je- 
des Glied  der  Reihe  («),  welcbes  0  ist,  das  enttfccfen ge- 
setzte Zeichen  von  dem,  welches  iu  der  Reibe  (a  —  i) 
■lacb  der  reebten  Seite  bin  unmittelbar  Col^t;  unter  je- 
des Glied  der  Reibe  {aV  welches  0  ist,  schreibe  man  aber 
ein  dem  in  der  Reihe  (a-\-i)  nach  der  rechten  Seite  bin 
unmittelbar  folffenden  gleiches  Zeichen. 

Das  folgende  Beispiel  wird  zur  bessern  Erläuterung  dieser  Re- 
p^cl  dienen,  wobei  wir  noch  bemerken,  dass  man  der  KürlEe  wesren 
ilie  Zeichenreihen  (« —  i)  und  («■+-#)  ganz  zweckmässig  gcwölin- 
lich  bloss  respective  durch  (<Ia)  und  (i>a)  zu  bezeichnen  pflegt: 


««)...-§  1  1  1  H-H  1  1  i  1  h 

(«)...-!  0  0  0  0  0^0++  0  0  0—  00  0  OH  h 

(>«) . . .  H  l-f-l-l-4-+H-+H  I-H-++H  h 

Aus  einer  nähern  Betrachtung  dieser  Reffel  gebt  hervor,  dass  die 
Zeiebenreiben  (o)  und  («  +  *)  immer  eine  völlig  gleicbe  Aninbi 
Ton  WeebielB  entbniten,  wenn  man  näaüicb  bei  dem  Zäblen  der 
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WedMuA  der  Reibe  (a)  die  Tencbwindenden  Glieder  gluis  «iHer 
Aebt  lässt  und  als  gar  nicht  vorhanden  betracbtet. 
,  Nehmen  wir  nua  an,  duss  die  Reihen 

(1)  . . ./(«),  /'(«),  /"(«),        . . .  /^"K^)\ 

(2)  . .  ./(Ä),         /"(Ä),  jT/W,  . . .  /(^K6) 

beliebip^  viele  verschwindende  Glieder  'enthaUen ,  und  bezeichnen, 
unter  der  Voraussetzunc:,  dass  man  hei  dorn  Zählen  der  in  diesen 
Kcihcu  vorkoiameadeu  Wechsel  die  verschwindenden  Glieder  ganz 
ausser  Acht  lässt  und  als  gar  nicht  vorhauden  betracbtet,  die  An- 
sulil  der  Wechsel  in  der  Reihe  (l)  durch  i€,  die  Anzahl  der  Wech- 
sel iu  der  Reihe  (2)  durch  so  ist  nach  dem  ^'orhcrjreheuden  to 
auch  die  Anzahl  der  Wechsel  in  der  Reihe  («-+-/),  und  w'  die 
Anzahl  der  Wechsel  io  der  Reihe  {6  -f- 1 ).  Bezeichnet  jetzt  fM  die 
Anzahl  der  sSmmtiichev  zwischen  den  Gränsen  a  und  S  liegenden 
reellen  Wurzeln  der  Gleichung  y(a:)  =  0;  so  iät,  unter  der  Vor- 
aussetzung', dass  Ä  nicht  seihst  eine  Wurzel  der  Gleichnner  /'('T)=0 
ist,  also  /(^)  nicht  verschwindet,  offenhar  fj>  auch  die  Anzahl  der  * 
sämmtlichen  zwischen  den  Glänzen  und  ^+^)  wo  i  immer 

die  ihm  oben  beigelegte  Bedeutung  hat,  liegenden  reellen  Wurzeln 
der  Gleichung /(j?)  =  0,  und  fnlgUch  nach  dem  Yorigen  Paragra» 
phcn  jederzeit  , 

/»^•^  —  1^. 

.  Biemach  iSsst  sich  jetzt  das  Theorem  von  Fourier  auf  fei* 
gende  Art  aussprechen: 

Wenn    ä-^h    und    h    keine   Wurzel    der  Gleichung 
/(^)  =  U  ist,  also  f{b)  nicht  verschwindet,  und  /*  die 
Anzahl  der  sämmtlichen  zwischen  den  Gränzen  a  «nd  h 
liegenden  reellen  Wurzeln  der  Gleichun^^  /(a')  =  0  be*- 
zeichnet;  so  ist,  wenn  man  die  Anzahl  der  in  der  ReihjS 

/W. /'W, /^W»  r"«, . . . /^-H«) 

Torkommenden  Zeicheuweebsel  durch  'S9,  die  Anzahl  der 
in  der  Reihe 

f{bV  /W.  /^'W, . . . 

_  •  , 

▼  orkomraenden  Zeichenwecbael  durch      bezeichnet,  wo  • 
bei  der  Zählung  der  Wechsel  in  den  beiden  vorstehen- 
den Reihen  alle  in  denselben  vorkommende  verschwin- 
dende Glieder  gunz  ausser  Acht  gelassen  ujid  als  gar 
nicht  Torhnnden  betrachtet  werden,  jederzeit 

•      ^^^^  m 

Um  nun  au<;b  noch  das  berühmte  Theorem  von  Deseartes  ans 
dem  \  orhergehenden  abzuleiten,  wollen  wir  überhaupt  die  Gleichung 
des  nttix  Grades 

/(jp)  =:  ^  -H  wtf ,  :r  -f-  A^at^  +  A^x*  +  A^ = 0 

betrachten,  wollen  aber  jetzt  annehmen,  dain  keiner  der^GoelG?- 
deuten 


Digitized  by  C 


135 

■ 

^9      -^»j  -^t*  •  •  •  •  >^ii 

-  vertcbwinde  sod  der  CoeffideDt  des  höchsten  Gliedes  derFonc- 
tfoD  /(a:)  positiv  sei,  welches  Letztere  oflfenbar  inner  verstattet 
ist.  Entwickelt  man  jetzt  die  derivirten  Functionen  von  y(-^),  und 
setzt  sowohl  in  denselben,  als  auch  ia  der  i* uuction  selbst 
ar=:0;  so  liodet  man,  da.ss  die  Grössen 

fw.  /'(O),  /"'(ü), ....  /V'j(Oj 

reapecti¥e  mit  den  CoefGcieoten 

-^i»  ^m»  «^f»  •  •  •  •  «4» 

l^leichc  Vorzeichen  hnhen.  • 
Lassen  wir  nun  den  Ausdruck 

(0)  =  y|   An 

im  Folgenden  hloss  hedeuten  ,  dass  die  Glieder  der  Zeicbenrciiie 
(0)  mit  den  Vorzeichen  der  Coefiicienteu  A^^  A^^  .  .  .  A^ 

einerlei  sind;  so  hahcn  wir,  wie  unmittelbar  aus  dem  in  V.  ^.  19. 
bewieaenen  Satse  and  de«  lelcbt  sn  enwickelnden  derifirten  Fpie* 
tioneii  YOD  fißp)  folgt,  die  folgenden  Zekbenrethen: 

(^QD)=id=7±7...  h 

(0)'=^  urf,  An-i.  An 

(-1- OD  )  =  +  -»- -h  H- ...  H- -f- 

Die  Anzahl  der  Wechsel  in  der  Reihe  { — Qt)  ist  offenbar  und 
die  Anzahl  der  Wechsel  in  der  Reibe  (+  ^)  ist  0.  Die  Anzahl 
der  W'echsel  in  der  Reihe  0  sei  «>,  und  die  Anzahl  der  iu  dieser 
Reihe  vorkommenden  Foli^en  sei  f.  Die  Anzahl  der  negativen  reel- 
len Wurzeln  der  Gleichung  =  0  sei  «»,  die  Anzahl  der  posi- 
tiven reetten  Wnneln  dieser  Glelcfanng  sei  p.  Weil  die  sänmt- 
fiehen  negatlTen  reelleii  Waneln  swiaden  —  OD  nnd  0  Hegen,  eo 
Ist  nncb  den  Torigen  PBragrephen  ' 

Nun  ist  aber  ofTenhar  «^+/'=si»,  und  folglich  n  — «rss/*,  also 
nach  dem  Vorhergehenden 

Da  ferner  die  sämmtlichen  positiven  reellen  Wurzelu  zwischen  0 
and  -+-  OD  liegen,  so  Ist  nscii  dem  Torigen  Pangraphen 

/>^sp*-0,  d.  i.  p'^w^ 
..iui4  es  ist  also  jedeneit 

^^^^  * 

Hat  die  CMeiohung  /(^)  ==0  laater  reelle  Wnraela,  ao  iit 
Qsd  folglich 
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Wftr«  mm'  p-<.¥fy  so  wäre-  wegen  dieier  CHeicfcniig  m^f^  wel- 
ches gegen  das  Obige,  da  Dämlich  immer  m        ist,  streitet.  Also 

kann  nicht  sein»  nnd  es  mnn  folglieb,  da  immer' /p^tv  ist, 

^p^w  sein,  woraus  dann  wegen  der  Gleichung  // -f- »» —  -\-f 
unmittelbar  m=/ folgt.  Wenn  nleo  die  Gleicaung  laoter  reelle 
)'Vurzelu  hat,  so  ist  immer 

p  —  Wy  m=f. 

in  den  vnrherc^ehendpn  Ausdrücken  ist  das  liinreichend  schon 
aus  den  kllcmeuten  der  Algebra  bekannte  Theorem  von  Descar- 
tes  oder  Harrtot  in  dem  Falle,  wenn  kein  Coefficient  der  Glei- 
chung verschwindet,  offenbar  enthalten.  Der  Ausdruck,  auf  welchen 
Gauss  dieses  Tlioorrm  in  dem  all2:eraeincrn  Falle,  wenn  beliebig 
viele  Coeflicicnteii  der  (Gleichung  verschwinden,  gebracht  hat,  und 
der  schöne  von  Gauss  gegebene  Beweis  können  hier  als  völlig 
bekannt  vorausgesetzt  wenKn.  Unsere  Abiiclit  war  bier  yorzugs- 
weise,  die  Fruchtbarkeit  der  Lehre  von  dem  Ezeess  der  gebroche- 
nen rationalen  algebraischen  Functionen  in  seigen. 


Ueber  eine  geometrische  Aufgabe. 

Vom 

Herausgeber. 


In  den  Lehrbüchern  der  analytischen  Geometrie,  wenigstens  in 
den  mir  bekannten,  fehlt  bis  jetzt  noch  die  folgende  Aufgabe,  für 
welche  ich  daher,  weil  sie  mir  in  mehrfacher  Beziehung  von  In- 
teresse und  mancher  Anwendungen  fähig  zu  sein  scheint,  in  diesem 
Anfiiatie  eine  Auflösung  in  geben  versucben  werde. 

Aufgabe. 

Die  Gleichungen  einer  geraden  Linie  zu  finden, 
welche  vier  gerade  Linien  im  Baume,  deren  Gleichun- 
gen g^egeben  sind,  sehneidet 

Auflösung. 

Die  GleiehuDgen  der  Tier  gegebenen  geraden  Linien  im  Räume 
seien 
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seien  die  GleicbuDgen  der  gesncbteo  geraden  Linie,  von  welcher 
die  vier  g^cgcbeneD  geraden  liinien  geschnitten  werden  sollen,  WO 
also  die  Grössen        B  und  "»^l.       zu  bestimmen  sind. 

Zu  dem  Ende  bezeichne  man  die  Coordinaten  der  Punlite,  in 
denen  die  vier  gegebenen  geraden  Itinien  von  der  gesucbten  ge- 
raden Linie  gesMchnllten  werden,  respecHre  durch  .-r,,  y,,  x,; 
■^21  Vz^  '2  ;  «^^j»  Vit  *j;  •^4>  y«'  so  hat  man  ii;ich  dem  Obi- 
gen zur  iiestimmunt;-  dieser  z\vulf  (irösseu  und  der  vier  Grössen 
ji^        St,  j!^  die  sechzehn  folgenden  Gleichungen: 

»% = H-  '''a.  y»  =  «»»» -1-  5 

^4— •««•H-*4»  y4=«4«4H-/'4« 

ar,  =  ^s,  -t-  Zr,  y,  =  «Jla,  -4-  «ö; 
d?,  =:        -4-  =  ^s,  -h  S3; 

df4^^«4-f*i7»  y«s=tU4  +  ia. 

Durch  Elimination  von  ;r,,  .2:,,  .t-^  und  y,,  y„  y,,  er- 
hält man  uus  diesen  Gleichungen  ohne  alle  Sckwierigkeit  die  acht 
folgenden  Gleichungen: 

I0  =  («,— 0  =  (a,  -5I)3,H-/?.  -23; 
0  =  («,  -  ^),.  +  -  /I,  0  =  (a.  -  St);«,  -  35 ; 
a=K--df)«4H-*4-Ä>  0=(a4-«)»4  +  /^4-»5 

aus  denen  sich  ferner  durch  Elimation  Ton  «a»  «•>  «t»''4 
folgenden  Glmchangen  ergeben: 

!(•.  — <#)  tf. -»)=b(«.  - «)  (4,  -Ä), 

.  («.--<)(/»,-»)=.<a.-|l)(*.-Ä), 

*     (<,.-^)  (/»,-»)=(«,-«)  (*.-*). 

( K  -  ^)  (/».-»)  SS  (o, -«)(*.- Ä) , 

ans  denen  nun  die  .vier  anbekannten  GrSeeen  K,  S3  he- 

■finmt  werden  müssten.    Wir  wollen  jedoch  die  wehere  Verfol* 

c;^iinp;  dieses  AVegs,  obgleich  derselbe  zu  nichf  uneleganten  Resnl* 
taten  führt,  dem  Leser  überlassen,  und  wollen  hier  ein  anderes 
Verfahren  in  Anwendung  bringen,  durch  welches  wir  zu  einer  ein- 
fachem AnflSsung  gelangen  werden. 
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Ans  den  GlivclmBgeB  4.  erffeben  aick  nftnlidi  dvreb 
DttioB  der  GritoMD  B  nod  SB  leicht  die  folgenden  GleichnDgep: 

=     -f- fff^  —  ^)««, 


*•    Vi  +  («.  -  ^)».  =      +  («»  —  ^)*»  =  1^3  +  («3  -  ^0*» 

aus  dcDen  man  dureh  £Ujpiii«tion  von  s„  ferner  ohne 
2!>cliwierigkeit 


7. 


und  hterrai 


8.    <»j  5= 


—     -T-  V"  1 

k" 

— 

(«1 

-21)  K- 

-^)-(«,- 

-«)  («X- 

—  ^j)  («J  - 

- 

(«3  — 

^) 

(«1 

-21)  («,- 

-^)-(«,- 

-tl)  (ff,- 

—  Ä4)  - 

oder 


9.  <*i  = 


»1  — 

(«1- 

(«4- 

«)  («i-^) 

7 

• 

■(Ä,- 

—  («,  — a^)A 

> 

—  «,09,  -ß,)- 

«1«* 

—  «,«3  -f-  («1  — 

-(«,  — ß,).4 

—  a,(ß,  —ßj- 

«J»4 

— «l«4-^-(«l  — 

-(«l— «4)-^ 

•> 

oder,  wenn  der  Kürze  wegen 
und 

gesetzt  "wird, 

1»   A^,^X^^-i-fi.,A 

1*.    V*»  -f-d^^l  -h  ' 


erIliUt 
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Diese  drei  Gleichungen  bringt  man  aber  leicht  auf  die  Form 

13.  0  =  iC^,  —     +    —  ^.2s , yn  +  (/i ,  —  t.» ,  )^ , 

( 0  =  i«r,  -  y.«,  -fr-  (A,  —  -4-      —  f.»,)^; 

und  wird  nun,  wenn  man  aus  den8eHb€B  die  Grössen  A  und  91  eli> 
minirt.  die  bloss  die  eine  unbekannte  GrSsse  «i  enthaltende  End- 

gieicbuug  erliulten. 


üm  diese  blimioation  mit  möglichster  Leichtigkeit  auszuführen, 
wellen  wir  die  drei  verheriirelienden  Gleiebansren  nach'  der  Beihe 
mit  den  drei  unbestimmten  Faktoren  JP,  multipliriren,  und 


dieselben  dann  in  einander  addiren,  wodorch  wir  die  Cileichung 

erhalten ,  und  wollen  nun  die  unbestimmten  Faktoren  Z^^, 
so  bestimmen,  dass  sie  den  beiden  Gleichungen 

(X,  ~  cJ, « .  )F,  +  (X,  -  d,^ .      -t-  (X,     rf.a =  0, 

f:eiiiigen.  Eliminirt  man  inent  dann  Ft^  no  erhält  man  die 
eiden  Gleichungen 

(^,  — f,«,)  — (X,— (Ml— «t«i)l^i 
(^,— f,«,)  — (A,— a.«.)  0*,  — f,*,)|i?\ 
und  kann  also  offenbar 

^,=r(X,  —  —fjs,)  — (X,  —  <r,*,)  (Ma— 

setzen,  ^vudurcb  man  nun  in  1  erbuidung  mit  dem  Obigen  unmittel- 
bar zu  der  tdigeuden,  bloss  die  eine  unbekannte  Grösse  ent- 
haltenden Gleichung  gelangt; 

14.  0=(Xf,~;',s,)  J,ai,)(^,—f,Ä,)—(A,— )| 

-4-(>^'»-y2«i)  K^i— <^i«.)         ««»i)— (^,— <^.*i)  C^i— 

+C^i— K^.T<^.«i)  0*1— «1».)— (^»— <^i«i)  (f*.— «.»i)J» 

mit  deren  weiterer  Entwickelang  wir  uns  jetxt  beschäftigen  wollen. 
Zuerst  erhält  man  ohne  Schwierigkeit 

-1-1*.  y,».; j ^(i,«._a.,.)H.(*,^.^,^,)j,,^^*,,,^..,).. . I 
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Ad8  den  GloichuDireii  4.  erg«b«i  fWfc  iiHiilicli  ^  d««*  Elmi- 
natioB  der  GrSuen  B  uDd  99  lewht  die  folgenden  Gleichungen: 

iJ»  +  (a,  -        =  ^,  +  (a,  —  ?t)Ä,  =  iJ,  -h  (a,  -  . 

=  /?4  +  («4  -  ?0«4 ; 

aus  denen  man  durch  £lijpin»tion  von  »4  ferner  ohne 

Schwierigkeit 


7. 


ZI. 
ßx 

—  "i  -1-  V»i 

—  i»aH-K 

-«)«. 

 — » 

«» 

K 

—*»-•- («I 

-A)x, 

 •» 

fit 

«» 

—  H 

—  ^4  -*-(«! 

  «4 

—  ^ 

und  hienns 


_  iK  —  K)  («.  -  81)  -   .  -  ff.)  (gp  -  ^) 


I 

oder 


'  _  «.tf.  — -D-jbr -bM-^-ißx  -ßxU^ 
k*>  ■  — «iaj  +  («i  —  Oj)^  — («,  —  «2)/^  * 

I  ,  -      -         -  ff.)  -      -  ^      -f-      -  ß^)A 

[*'  Ciäf^— «,«4  H-(aj  —  o  ja  — (Ol  — «J-rf  "* 

oder,  wenn  der  Kürze  wegen 

md 

11.  |y,=at«,—«iO.,  «»  =  —  («1—«*); 

iresetst  ^rd, 

10    /«   Xr^H-A^a-t-^.,^ 

»•           — y,^d,a-i-*a^' 
,^    k^-^X^%-\-^,A 

erhiat. 
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Diese  drei  Gleichungen  bringt  man  aber  leicht  auf  die  Form 
13.     0  =     —  y,»,  H-  (X,  —  —  «•* .  )^ » 

und  wird  nun,  w«nn  man  aus  denaelbeD  die  GrVaseo  A  und  %  di- 
minirt,  die  bloss  die  eine  unbekauBte  Grösse  «,  enthaltend^  End* 

gieirliung  erhalten. 

Um  diese  Kliminatiou  mit  möglichster  Leichtigkeit  auazufiihren, 
wollen  wir  die  drei  vorberigrehenden  Gleicbonffen  nach'  der  Reihe 
mit  den  drei  UBbestinmten  Faktoren  Z^,,  Jr,  multinliciren,  und 
dieselben  dann  in  einander  addiren,  wodurch  wir  die  Gleichung 

erbaheo,  und  wollen  nun  die  unbestimmten  Faktoren  i^j, 
ao  bestiniBMn,  dass  sie  den  beiden  Gleichungen 

0».  —        +(/*.— «t».)-^', + (/^ «•*.)^, = 0 

ffenügen.  EliminStt  mm  uemi  dann  #*s$^io  erhält  Mn  die 
beiden  Gleichungen 

r=t  f(X, -.'iT.«.)  — (X,— J,*,)  (f*,— f,«,)|if,5 

und  kann  also  offenbar 

K  =(^1  — «a»i)  — (X»  — ^»^i)  (M.  ' 

.    '    /'a  =  (^-»  —  (/^i  —  — (/^i— «iSi)» 

-^•  =  (^3  —  <^.»»)  (^1  —  — (^i  —  «.«i) 

setzen.  T\üdurcli  man  nun  in  Verbindung  mit  dem  Obigen  unmittel- 
bar zu  der  lulgciiden,  bloss  die  eine  unbekannte  Grösse  ent» 

haltenden  Gleichung  gelaugt; 

14.  0=(^,— /jS,)  K^i— (^*»— «3«.)— (^a— 
-i-(X-3-/,*,)  {(X,— J,»,)  (/u,— 

'  +CA.->'i»*)  0*1— «.»i)— (^1— ji^»— 

mit  deren  weiterer  Entwickelunff  wir  uns  jetst  heacfcüftigen  wollen. 
Zuerst  erhält  man  ohne  SchwierigkeU 
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weIcLes  offenbar  eine  Gleickttng  def  dritten  GradeB  ist,  in  der  «4* 
den  Coeflicieirten 

—  yiC^i«».— ^.*.)— — '.«1)— 

oder 

hat.  Diesen  Coefficieoten  wollen  wir  nun  etwas  näher  betrachten, 
.  nachdem  wir  ihn  zuvörderst  auf  die  Form 

gebracht  haben.  Nach  11.  ist 

=— («1— «2)    K«!«!— «l««)  («l-^«f4)  — (ai«4--«l«4) 
—  (»1-T»4)  — «!«•)  («l— •«)  — («l^t— «!«•) 

«,)  |«i(«4— «,)  +  »,(«, —a,)H-»4(a,—a,)| 

«s)  {«iC«»  — «4)+ «2K  — «t)  +  »4(ai  — a*)|  ' 

=  —  {(«,-«,)  («4-«l)+(«l-«i)  («»-«4)+(«I-«4)  (••-«•)  U 

WO  man  nvn  dnrch  leichte  Rechnung^  findet,  dass  die  letale  Grttsse 

verschwindet,  und  folglich,  wenn  man  sogleich  den  Mer  Vetraebto* 
ten  Coemcienten  noch  auf  andere  Weise  ausdrückt, 

ist  .  ' 

'  hieraus  ergiebt  sieb  also  das  wichtige  Rünitat,  dass  die  oben 
gefundene,  nnr  die  eine  unbekannte  Grösse  eotbaltende  End- 
gleichunsc  nicht  vom  dritten,  sondern  bloss  vom  zweiten  Grade  ist. 
Entwickelt  man  nun  diese  Gleichung  gehörig,  so  erhält  dieselbe, 
wenn  der  Kürze  wegen 

iÄ",  =Xaf,  —  P.ifj,    f,  =<F,6,  — d,«4  , 

gesetzt  wird,  die  folgende  Gestalt: 
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16.  0=/.^. 

-  ifiyx  -hAr*        +  (g.    /'iMi    {8-2  -H  //,K-3 

Bezeiclinen  wir  die  drei  CoeffidenteB  dieser  Gleieknog  dnrek 

JLf  üf,  JVf  und.  setzen  also 

17.   0  =  Z  — üf*, -f-A's,% 

80  erhalten  wir  nacli  der  in  dem  Aufsätze  III.  S.  12.  entwickelten 
Auflösunorsnietluxio  der  quadratischen  dieicliun^en  zur  Berechnung 
der  beideu  Wurzein  der  obigen  Clleiciiun&r  die  t'oigeodeu  Furniein: 

Findet  sich  mittelst  der  zweiten  dieser  Formeln  der  absolute  Werth 
TOM  COS  ^  —  Xi)  j^rösser  als  die  iSinlieit,  so  liat  die  Qleichaeff  17. 
swei  imsfl^inäre  Wurzeln,  nnd  die  Aufg-ahe  ist  ulso  nna^licn;  im 
jedem  andern  Falle  hat  die  in  Rede  stehende  Gleichuna:  rwei  reelle 
Wurzeln,  und  die  Aufgabe  ist  im  Allgemeinen  zweier  Auflösun- 
gen fähiif. 

Hat  man  x,  gefunden,  so  ergeben  sich  j4  und  TL  mittelst  der 
folgende«,  leicht  aui  den  Gleichungen  13.  su  erhaltenden  Ausdrüclie:  ^ 


19.  = 


und 


«0.  hi= 


(*.- 

-d.r.) 

(A,  — 

(^',- 

(X  . - 

- 

Ua- 

(^•.  - 

(^.- 

*»*  J  — 

—  *.«») 

(^■. 

— '.»i) 

-U-a- 

-ra»i) 

(A,— <fjS,)  (/i,— *,s,)— (A,- J",s,)  («,— *,3.) 


,  Wa-t'^aS,)  (iU.-*x5j-(A,-(;,5.)  (/*,-*aSj' 

Die  Grössen  B  und  S3  erhält  man  dann  endlich  mittelst  der 
ForMBbi 

Die  Coordiuateu       s,,       erhalt  mau  mittelst  der  Formeln 
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lUfd  die  Coordinateii       or,,  or,,  or«  imd  y,»  y,,  y,,  y«  w«rd«li 

mittelst  der  Gleichungen  3.  gefunden. 

Hierdurcli  ist  nun  unsere  Aufg-abe  vollsfändig  aufgelöst.  Dass 
dieselbe  unbestimmt  werden  muss,  wenn  die  vier  gegebenen  gera- 
den Linien  in  erner  Bbene  liegen,  fällt  Begleich  in  die  Augen. 

Mun  kann  tod  dieser  Aufgabe  eine  Anv?endling  zur  annäbem- 
den  Bestimmung  der  Comctenbahnen  machen »  worüber  wir  nnr 
gttoz  in  der  Kürze  Folgendes  bemerken  wollen. 

Den  Mittelpunkt  der  Sonne  wollen  wir  als  den  Anfang  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  d?,  y,  %  annehmen.  Die 
Ebene  der  Ekliptik  sei  die  Kbene  der  .ry,  und  der  positive  Theil 
der  Axe  der  ac  soll  vom  Mittelpunkte  der  Sonne  nach  dem  Früh- 
liDjgspuukte  hingerichtet  sein;  den  positiven  Tbeil  der  4^e  der  y 
Bennien  wir  so  an,  dass  man  sich,  um  von  dest  positiTen  Theiw 
der  Axe  der  x  an  doreh  den  rechten  Winkel  (o^)  hindnreh  sn 
dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen,  ganz  nach  der- 
selben Richtung  bin  bewegen  muss,  nach  welcher  von  dem  positi- 
-fen  Theile  Vier  Axe  der-«  an  die  heÜoeentriseben  Lüngen  genosu 
men  werden;  den  positiven  Theil  der  Axe  der  %  nehmen  wir  end» 
lieh  auf  der  nördlichen  Seite  der  Fhene  der  l^llliptik  d  i.  der  Ebene 
der  acy  an.  Ferner  legen  wir  zu  einer  bestimmten  Zeit  durch  den 
Blittelpunkt  der  Erde  ein  dem  Systeme  der  xy%  paralleles  Coordi- 
natensystcm  der  «ijfiXf  Bezeichnen  dann  für  diese  Zeit  a,  /Sund 
q  respective  die  c:<'ocentriscbe  Lange  und  Breite  eines  Cometen 
and  dessen  su2:»'naunte  eurtirte  Kntfcrnung  vom  Mittelpunkte  der 
Erde;  so  sind  utVeubar  in  völliger  Allgemeinheit  q  cos  a,  q  sin  a, 
q  tang  die  Coordinaten  des  Cometen  in  demSjstteme  dero^iyi^,. 
Die  Gleichungen  der  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  • 
Cometen  gezogenen  geraden  Linie  im  Systeme  der  oßxVi'^x  haben. . 
die  Form 

=zAx,,  y,  =:ßx^, 
nnd  es  ist  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

q  cos  assAq  tang     q  sin  asssßq  tang 

also 

A  =  toa  a  cot  /S,  /f  =  sin  o  cot  ß. 

F'ulglicfa  sind  die  Gleichungen  der  vom  Mittelpunkte  der  Erde  nach 
dem  Cometen  gc/ogeneu  geraden  Linie  im  Systeme  der  «i^i^t 

23.    «,  3=*,  cos  a  cot  /?,  y,  =5,  sin  a  cot  ß. 

Bezeichnet  0  die  geocentriscbe  Länge  der  Sonne  und  Jt  deren 
Entfernung  von^  der  Erde  zu  der  in  Rede  stdienden  Zeit,  se  sind 
offenbar  in  völliger  Allgemeinheit  Jt  cos  <9,  jR  sin  0  die  Coordi- 
naten der  Sonne  im  Systeme  der  .t, //,»,,  wobei  sich  von  selbst 
versteht,  duss  die  dritte  Cuurdiuutc  der  Null  gleich  gesetzt  wird« 
Also  bat  man  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordina-, 
ten  awischen  den  Coordinaten  eines  und  desselben  Punktes  in  den 
ISyitemen  der  4^  und  opift^i  Gleichungen 

jPi  =il  cos  yt  =i8  sin  «1 

oder 

üe-sszuc^^H  cos  0,  ys=:y, sin  0, 
und  die  Gleichungen  der  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem 
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Gometeo  gezoffenen  geraden  l^inie  im  Systeme  der  xy%  sind  also 
BMk  dem  Vorbergfebeiiden 

coB  9=«  eos  a  eot     y  +  H  sin  S=m  sin  a  cot  fi 

oder 

24.   ar=Ä  cos  a  cot  /9 — Ä  cos  0,  y=Ä  sin  a  cot  /J — Ä  sin  0, 

Hat  man  nnn  vier  aus  BeobachtuD^en  abgeleitete  geocentrische 
Läuffen  und  Breiten  a,  a'y  a'\  a"  und  ß,  ^,  eines  Cometen; 

^•o  &en«t  man  die  Lage'YOn  iricr  tob  dem  Mittel  punkte  der  Erde 
iiaek  dem  Cometen  p^ezogeaen  geraden  I^inien,  deren  GleichongMi, 

wenn  die  ents[)roclicnden  «reorenfrisohen  l^iin(!;cn  und  Untfemiinareil 
der  Sonne  vou  der  Erde  durch  Ö,  V,  Cs^",       und  Jt,  Ji',  Ji\  JK" 
^  keeeicknet  werden,  nach  24. 

.2;  =  Ä  cos  «  cot  ß  —  Jt  cos  0,  y=s  sin  a  cot  ß — Jl  sin  0; 

eos  o'  cot  cos      fss»  sio    cot  ß'—R'  sin  0*; 

^r==s  cos  a"  cot      iT'  cos  0^,  y=r»  siny  cot  sin  0^; 

«ä^coso^cot/r'— JK'^cosd»',  yssBKsiBa^cot/r-riV»iiD0^ 

sind.   Wenn  nan  die  Zwiscbeozeiten  swisckeo  den  BeobacktVBgen 

nor  kleiti  sind,  so  kuon  man  das  Stttck  der  Cometenkobn,  auf 

^  "welches  sich  dioselhcn  hozi<>hen»  näheriinsfswoise  als  pino  gerade 
Linie  betrachten,  und  wird  seine  Lage  olfcnbur  nach  der  oben  auf- 
gelösten Aufgabe  bestimmen  können,  wenn  man 

a^  =  cos  u  cot  ß^  =  —  it  cos  0; 

<sr,  =cos  «'  cot  ß\  =  —  J^'  cos  &\ 

«,  =  cos  a"  cot  ß",  zm—li  '  cos  0"; 

=  cos  aS"  cot  ßf\  =  —  R"  cos  0"'; 

und  ' 

!«!  rssitt  a  eot  ^,  Ü  sin  0; 

ssin  fl^  cot  /f,  s  — iT  sin  0"; 

a,  =sin  oT  cot  ßT,  /».ss^iT  sin  0^; 

«,  =r  sin  a**  cot     ,  =  —  jW»  sin  0*^ 

setst.  Freilich  aber  wird  in  jedem  Falle  eine  besondere  Benrtbei» 
Inng  nöthig  sein,  welcbe  Wurzel  der  qnadratiscben  Gleichung,  auf 
welche  die  ohic^e  Aufifube  führt,  man  zu  nehmen  hat.  Weil  die 
Ebene  der  Conietenhjtlin  durch  den  IVlitfeipiiukt  der  Simne  geht,  so 
wird  man  nun  ofl'enbar  auch  deren  Lage  bestiiuuieu ,  uud  hieraus 
ferner  die  simmtlieben  Blemente  der  Cämeteubabn  finden  können, 
wie  in  der  Astronomie  ansfilbrlich  gezeigt  wird. 

0 Ibers  urtheilt  in  seiner  Abhandlung  über  die  leichteste 
und  bequemste  Methode  die  Bahn  eines  Cometen  aus 
einigen  Beobachtungen  stt  bereehnen.  Welmnr.  1797. 
S.  27  über  die  vorige  Methode,  die  Cometenbnhnen  zu  berechnen, 
auf  folgende  Art:  ,,Wenn  die  vier  gegebenen  geraden  Linien  nicht 
in  einer  Khene  liegen,  so  ist  die  Lage  einer  fünften,  die  von  allen 
vieren  geschnitten  werden  soll,  an  sich  bestimmt,  ohne  auf  die 
Yeibältiässe  der  Absebnitte  m  sehea*  Han  liönntn  also  Uoss  aüt 
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der  VoraiiMetsiiDg,  dess  das  Stück  der  GosMteiiliakB  swisckei  den 

vier  Beobachtungen  gerade  sei,  ausuMchen,  ohne  auch  die  gleicb- 

fiiruiige  (icscliwindigkeit  anzupehmeh,  wenn  man  die  Breiten  mit  in 
Betrachtung  ziehen  wollte.  Die  Läse  dieser  fünften  geraden  Linie  wird 
indess  nicht  dardi  eine  liDearische,  sondern  durch  eine  Gleichung 
des  eebten  Grades  nsd  eine  ziemlich  verwickelte  Formel  gefunden 
werden.  Auch  würden  bei  dieser  Aufgabe  ähnliche  Kinscliränkun- 
gen  wie  bei  der  Bouguerschen  Statt  linden,  ob  man  gleich  sonst 
viel  weiter  damit  reichen  würde.  Denn  die  Geschwindigkeit  des 
Goneten  ist  gerade  dann  am  iiD|fflei.ekförmi||piteo,  wean  seine  Be- 
wegung sich  am  mehrsten  der  geraden  Linie  nähert,  und  umge- 
Icehrt."  Wie  0 Ibers  zu  der  Meinung  kommt,  dass  die  p^erade 
Linie,  welche  die.  vier  von  der  Erde  nach  dem  Cometen  gezuge- 
neo  geraden  Linien  schneidet,  durch  eine  Gleichung  des  achten, 
Grad'es  bestimmt  werde,  ist  nicht  abzusehen,  indem  wir  vielmehr 
aus  dem  Obigen  wIsscmi.  dass  die  Lage  dieser  geraden  Linie  bloss 
durch  eine  Gleichung^  vom  zweiten  Grade  bestimmt  wird. 


XXII. 

Die  verschiedenen  Anflösnn^en  des  Sternscbnup- 
pen- Problems^  aus  einem  allgemeinen  Gesichts- 

ponkte  dargestellt 

Ton, 

dem  Herausgeber. 


(Diese  Abhandlung  hat,  wie  schon  ihr  Titel  andeutet,  den 
Zweck,  die  verschiedeoep  Ansichten,  nach  denen  man  bis  jetzt  das 
Sternschnuppen- Problem  behandelt  hat,  den  Lesern  des  Archivs  in 

einem  zusammenhängenden  und  systematischen  Ganzen  vor  die 
Augen  zu  führen  Htnl  unter  einem  gemeirisohaftlirhen  Gesichtspunkte 
darzustellen.  tSpäterhin  werden  ausführliche  und  vollständige  Rela- 
tionen über  die  neuesten  wichtigen  Arbeiten  Ton  Besse  1,  Br- 
man  und  andern  Muthematikern  und  Physikern  nachfolgen,  um  in 
dem  Archive  Alles  aufzubewahren,  was  über  den  in  Rede  stehen- 
den wichtigen  und  interessanten  Gegenstand  der  Phjrsik  in  theoreti« 
scher  Rücksicht  gearbeitet  worden  ist  und  noch  geaibeitü  wer* 
dei^  wird.) 

§.1. 

Es  liegt  in  dem  Zwecke  dieser  Zeitschrift,  auch  vollständiffe 
Harstellnngeu  der  Tenehiedenen  Anflösong^n  oder  Beweise,  welele 
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für  besonders  wichtige  Probleme  oder  Theoreme  gegeben  worden 
sind,  zu  fieferb.  Da  nun  zu  ilen  Probleoieii  der  mathematischen 
Physik,  welche  das  Interesse  der  Gefi^enwart  ganz  vorzüglich  in  An- 
Sfiriicli  nclimcii,  mit  Recht  das  Sterosclinu|ipen -  Problem  gcliört.  so 
irlaiibe  ich  den  Lesern  dieser  Zeitschrift  einen  angenehmen  Dienst 
zu  leisten,  wenn  ich  versuche,  in  diesem  Aufsutse  eine  voUstägdige 
DaratelluDg  der  yersehiedenCB  AaQosoDgen,  welche  für  dieses  wicli* 
tip^e  und  iBtereftsaute  Problem  gegeben  worden  sind,  i#  der  Art  sa 
liefern,  dass  irli  mich  bemühen  werde,  alle  diese  AoflÖSUDgen  MS 
einigen  allgemeinen  (iruodfbrmeln  abzuleiten. 

lieber  die  Art,  wie  Sternscbnfli|»|ieB  beobechtet  werden,  sebieki 
ich,  um  das  Verstehen  dei;  unalytiscben  KotwickeluDgen ,  welcne 
•  den  Hauptffcgenstand  diese»  Aufsatzes  ausmachen,  zu  erleichtern, 
hier  die  folgenden  kurzen  Ucmerkun^en  voraus.  Jeder  Beobachter 
ist  mit  einer  nach  der  Zeit  seines  Beobschtuagsorts  gehenden  L'hr 
und  mit  einer  Sternkarte  versehen.  An  der  Ubr  beobachtet  er  die 
Zeit  des  Erscheinens  einer  vStornschnuppe,  wo  möglich  die  beiden 
genauen  Zeitmomente  kIcs  üntstchms  und  KrlöscTicns  derselben, 
und  auf  der  Sternkarte  zeichnet  er  mit  einem  Bleiatifte  so  genau 
bis  irgend  möglich  den  ganzen  Weg  der  Sternscbnn^pe  von  seiness 
Anfangspunkte  bis  sn  seinem  Endpunkte,  indem  er  zugleich  dnrcb 
einen  Pfeil  oder  ein  anderes  passendes  Zeichen  die  Richtuno:  an- 

§iebt,  nach  welcher  sich  die  Sterns€hnup|ie  bewegte.  Aus  der 
ternkarte  kann  man  nacbher  die  wahren  ,  d.  h.  auf  den  Mittel* 
punkt  der  Erde  bezogenen  Rfctasccnsionen  und  Declinationen  der 
Punkte  des  Himmels  n^men,  in  denen  die  Sternschnuppe  dem  Be- 
ebttchter  zu  entstehen  und  zu  erlöschen  schien,  und  hat  auf  diese 
Weise  nun,  wie  ini  Folgenden  gezeigt  werden  wird,  alle  Data, 
welche  nöthig  sind,  *um  durch  Tombination  an  mehreren  Orlen,  de- 
ren geographisciie  Positionen  bekannt  sind,  angestellter  Beobach- 
tungen dieser  Art  die  Bahnen  der  Sternschnuppen  bestimmen  zu 
können,  insofern  es  nämlich  verstattet  ist,  dieselben  während  der 
in  allen  Fälleii  immer. nur  sehr  knrsen  Daiier  der  Sichtbarkeit  der 
StemachnappeB  als  gerade  Linien  so  betrachten« 

f.8. 

Zuerst  wollra  wir  jetst  die  Gleichungen  der  vft  einem  Beob- 
nchtnngsorte  nach  einem  beobachteten  Punkte  der«  Bahn  einer 

Sternschnuppe  gezogenen  Gesichtsiinie  entwickeln. 

Zu  dem  Ende  nehmen  wir,  um  die  grösste  Allgemeinheit  zu 
erreichen,    den   Mittelpunkt  der   Sonne   uls   den   Anfang  eines 
rechtwinkligen  Conrdinatensystems  «ler  xy%  an.    Oie  Ebene  der 
Ekliptik  sei  die  Ebene  der  .ry.     Die  von  dem  Mittelpunkte  4er 
Sonne   nach    dem   Frühlhigspunkte    gezogene    gerade    Linie  sei 
der  positive  Theil  der  Axe  der  a:.   Der  positive  Theil  der  Axe  der 
«f  werde  so  angenommen,  dass  .man  sieb,  nm  von  dem  positiren 
Theile  der  Axe  a:  durch  den  rechten  Winkel  (or^)  hindurch  zu  dem 
positi^ifn  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen,  nach  derselben  Rich- 
tung hin  bewegen  muss,  nach  welcher  von  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der     an  die  beliocentrlachen  Längen  von  U  bis  360**  ge- 
zählt werden.    Der  positive  Theil  der  Axe  der  s  liege  auf  der 
Seite  der  Ebene  d«r  xy,  attf  vrelcher  die  positiven  heliocentrischen 
B||^iten  genommen  werden. 
^ .      Ferner  nehmen  wir  den  Mittelpunkt  der  Erde  als  den  Anfang 
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eines  rechtwinkligen  CoordiDatensjstems  der  Xi  yi  »i  an.  Die 
Ebene  des  Aequaton  sei  Hie  Ebene  der  dr,yi.  Der  positive  Theil 

» der  Axc  der  a:^  sei  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem 
Frühlingspunkte  hin  geiiehtet.  Der  positive  Theil  der  Axe  der 
werde  so  angenommen,  dass  man  sich,  um  von  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  a:^  durch  den  rechten  Winkel  (^i^,)  hindurch  zu 
dem  positiven  Theile  der  Axe  der  ^,  zu  gelangen^  nseb  derselben 
Riebtung  hÄ  bewegen  muss,  nach  welcher  von  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  a-j  nn  die  Rectnscensionen  von  0  bis  360"  gezahlt 
werden.  Der  positive  Theil  der  Axe  der  liege  auf  der  Seite 
4^  Ebene  der  Xxffx ,  auf  welcher  die  positiven  DecKnationen  ge* 
Bommen  werden.  • 

Endlich  lege  man  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  ein  dem ' 
Systeme  der  wp%  paralleles  Coordinatensystem  der 

iDie  de»  Uoaient  der  Beobaebtnng  entsprechende  reoeentritdie 
Lftnge  der  Sonne  und  deren  Entfernung  vom  Mittelpunkte  der  iSrde,' 
welche  aus  den  astronomischen  Tafeln  oder  den  Ephcmeriden  zu 
nehmen  sind,  seien  A  und  9;  so  erhellet  mittfeist  einer  sehr  einfachen 
Betrachtung,  duss  aligemein  ^=±=180°  die  dem  Moment  der  Beohach- 
tniig  entipie^ende  helioeeatriscbe  Länge  der  Erde  ut,  nnd  fblgUeh 

q  cos  (AdblSO»),  q  sin  (A=£=180*),  0 
oder  '  .    ^  , 

—  Q  cos  X,  —  ^  sin  1,  0  • 

-  die   dem  Moment   der   Beobachtungf  entsprechenden  CoordinatSB 
des  Mittelpunkts  der  Erde  in  dem  Systeme  der  xyx  sind. 

Dahßr  hat  man  nach  der  I^ehre  von  der  Verwandlung  4lfer 
Coordioaten  iwiiehen  den '  Coardinatco  der  leiden  Svjiteine  der 
und  l^jC  die  folgenden  ganz  allgemein  gültigen  Gleichungen: 

.  1.  drs— cos  1  +  1,  y=  — g  sin  il-f-'i?,  a  =  C 
oder  * 

2.  cos  A-h^r,  sin  ^w  +  y,  C  =  ä. 

bezeichnen  wir  nun  die  Schiefe  der  Ekliptik  durch  0;  so  ist,  wie 
leicht  erhellen  wird,  allgemein  • 

(C.r,)=:90%  (&r.)  =  9Oo-H0,. * 

und  nach  den  bekannten  Formeln  der  Lehre  von  der  Verwandlung, 
der  Coordioaten  hat  man  also  zwischen  den  Coordinaten  der  ^j- 
ateme  der'^,y,jS|.  und  ^ri^  die  folgenden  Gleichungen: 

7]  =  i/i  COS  sin  0, 

— sin  04-*,  cos  0; 

oder  umgekehrt 

y,  ssiti  cos  9  — C  »in 
«,  =9  litt  coi'€^. 


9 
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Alf*  fcit  «MB  ntdi'l.  nnd  S.TPcnschfn  den  CoordinKten  toSjitenie 
der  xy%  bod  ^ifi»x       folo^enden  GleicJioogeB : 

.   r^ps—^  cot  A+^i, 

5.  |y=^(.  sin  iH-fft  coB  BW  ^9 

•      \%ss^x  tm'0-4-«i  cob9; 

•der,  wie  Man  hieraus  leieff  findet,  ungekelirt; 

ö.   <      =  ^  sin  A  cos  0  -\-y  cos  0  —  ä  sin  0,  ^ 

(  a,  =^  sin  A  sin  0  +  y  sin  0-+-»  coi  0.  « 

Der  nach  dem  Beohachtuntisortc  gezei^cne  Grdrnriius  und  die  geo- 
centri^cbe  Breite  <ics  Ueubacbtaugsortä  seien. r  uud  und  jT  sei 
die  Sternseit  der  BeobachtaDg;  so  sind 

*  r  eos  9>  cos  19  T, 

'  r  cos  (f  sin  15  T, 
.  •  *  -  t  * 

r  siu  y  « 

die  Coordinaten  des  Roobaclitunp^sorts  im  Moment  der  Beobachtung 
in  dem  Systeme  der  a\i/^%^.    Ai.so  sind  nach  5. 

—  q  cos  X-{-r  cos  5p  cos  15  T*, 

^  '     —  ^  sin  Xf^r  (sin  6>  sin  9)  + cos  Q  cos  9  sin  15  T) 

,  r  (cos  (9  sin  y  — sin      cos  y  sin  15  Ty 

die  Coordinaten  des  BeohncfcHwgsorts  im  AlosMiit  der  Seolwchitung 
im  Systeme  der  ^y%. 

Üurcb  den  Beobachtnnffsort  legen  wir  nun  ein  dem  Systeme 
der  »xV-iMf  psr^eles  Ceeiiinstensystcm  der  «,yt«s«  *o  ist  aneh 
der  Leue  von  dir  Terwandlnng  der  Coordinsten  allgeweia 

5f,  =sr  cos  9  sin  15  T-Hy», 
2|  =r  sisT  9H-as. 

IKe  Rectascension  und  DecKDatipn  des  beobachteten  Punktes  der 


Bahj^er  Sternschnuppe  seien  cFurfd  <f;  so  ist,  wen  wir  die  Coor- 

4in^|P  eines  beliebigen  Punktes  in  der  von  dem  Beobachtuogsorte 
nach  dem  beoh.iclitetcn  Punkte  der  Hahn  der  {Sternschnuppe  s^ezo* 
genen*  (icsicbtslinie  in  dem  Srsleme  der  a:,y,x,  durch  «», 
und  die  Entfernung  dieses  Punktes  tob  im.  Beohachtnngsorte 
durch  i  heaetchiien,  ^ 

«•sl  cos  »  OOS  ^, 

4»ssl.  sin  m  eos 

wohei  nnn  nw  nicht  na  übanchen  hat,  dai«  4te  ip  B«46  stehende 

Gesichtslitilc  und  die  vom  Mittelpunkte  der  Brde  nach  dem  Punkte» 
in  welchem  die  Sternschnuppe  dem  Beobachter  am  HiaUMl  endliany 
als  parallel  an  betrachten  sind.    Sind  nun 

10* 
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die  GMchingeii  d«r  In  Eede  itelienden  GeitohteliiiU  ii^dea  Sjütm 
der  ^sy«»«;  ee  iit  '  •  ' 

4  €OB  a  cos  isssi  M  sin  d,  ^  sin  a  cos         Jf(  ein  d, 

und.  folglich 

jl#=GOf^  a  cot  d,  aV=siD  a  cot  d.  # 

Also  sinn  0 

8.   ^2r=x,  cos  «  cot  J,      =«,  sip  a  cot  J  • 

die  Gleicliungen  der  von  dem  Beobacbtungsorte  nach  dem  bcobach- 
tetea  Punkte  der  Bahn  der  SternscliDupjie  gezugeuen  Gesiclitsliuie 
io  dem  Systeme  der  onl  ädttelst  delr  Gleiclinngen  7.  er* 

l^ebt  sich  onn  femer  leicht^ass  ^ 

api  — r  ees  '91  cos  15  Ts={»i  — r  sin  9)  cos  «  cot  d» 

yi  — r  cos  9  sin  15  2*r=:(;Sj  — *r  sin  g>)  sin  a  cot  d 


9. 
oder 
10. 


11. 


or,  cos  a  cot  6 -^r  (cos  9)  cos  15  T — cos  u  cot  ^  sin  9)), 

^1^=«!  sin  a  cotd-i-r  (cos  y»  sin  13  T — siu  a  cot  6  sin  y) 

die  Gleichungen  der  von  dem  Beobaclituagsorte  nach  dem  beobach- 
teten Punkte  der  Bahn  der  Sternschnuppe  gezogenen  Gesichtslinie  ^ 
in  dem  Systeme  der  ^TiVi^i  sind.  * 

Noch  4.  nnd  9.  sind  '  •  ' 

Q  cos  X  —  r  cos  9»  cos  15  T-H«  '  # 

==  {q  sin  X  sin  0 — r  sin  9?+y  sie  6M-x  cos  0)  cos  a  cot  d, 

Q  sin     cos  0  —  r  cos  <jp  siu  15  T+y  cos  6*  —  z  sin  0 

.  s=     sin  ^  sin  0 — r  sin  y+y  sin  0-f-*  cos  0)  sin  «  cot  d 

die  Gloichunccpn  dor  von  dem  Beobachtunsfsorte  rtach  dem  bpobach- 
teteu  Punkte  der  Bahn  deuMernschnuppe  gezogenen  Gesichtslinie 
in  dem  Systeme  der  opffx. 

Um  diese  Gleichungen  noch  enden  nassndröcken,  seien  g,Ji 
und  /*, ,  g-i,  die  Coordinaten  des  Beobacbtungsortes  und  des 
beobachteten  Punktes  in  der  Bahn  der  Mternacbnuppe  in  den-Sj* 
Sterne  der  «rys,  und  •  •  %  * 

seien  die  Gleichungen  der  durch'  die  beiden  in  Rede .  stehenden 
Punkte  bestimmten  Gesicbtslinie;  so  ist 

nnd  folglich  * 

und  '  ' 

nlso 
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r  .Natoh  dm  Obig«ii  lit 

—  Q  tin  X  +  r(8iB  6>siB  9  +  cm  9  eot  y  «ia  15  T), 

'4s  r(co»G  ^ia  9»  —  iId  0  cot  9^  liB  15  T). 

Ferner  igt,  wenn  jeltt  wieder  4  die  EeftfeipiiDg  dei  beoliBcbte* 
ttn  Punktes  der  Bahn  der  Stetmchnnp^  ton  de»  Beobaektvogf- 
orte  bexeicbnet,  naeh  5.  ond  7. 

cos  X  +  r  cos  9  cos  15  T'-f-i  cot  a  cos  ^, 

g'gS-- (  iin  i-fT(sin  ^  sin  ^-hcoa  0  cos  9  sin  15  T) 

#  H-^(uB  0  sin  dH-cos  0  sin  a  cos  J), 

4,  SS  '  y(M  0  sin  9  —  sin  0  cos  9  ilii  15  T) 

-f-  ^(coe  ^  sin  d  — «0  ^  lin  «  cos  d); 

d.  i.    0       .  V 

y,  z=zf-\-  i  cos  a  cos 

^,  =jg'+»  (siü  0  sin    -|- cos  0  sin  «  cos  (f), 
^,  =  ^  -|-  i  (cos  0  sin  6  —  sio  0  sin  a  cos  d), 
Folglicb  sind  nach  dem  Obigen 

y~\-Q  sin  X  —  r(sin  0  sin  9-f-co8  0  cos  9  sin  15  Tj 
sin  9  sin  (f-f-cos  9  sin  a  costf  «     .  «  «m 

=  z  \»'¥Q  CO» A^-r  eoao  eoal5-7l, 

f,  cus  «  cos  ü  \     ■  w  ,  #» 

"         %  —  r(cos^0  sin  y  —  sin  0  cos  9  sin  15  T) 

OOS  O  sin  (f — sin  f>  sin«  cos  ef  #     .  «  ««» 

=  ,  i^e^-t-^  CO! *— r  cos 9  coi  15  Tl 

« 

iiie  Gleichungen  der  von  dem  Beobachtungiorte  nach  dem  beobach- 
teten Ponkte  der  Bsbn  der  Sternacbnuppe  gezogenen  GerichtiHnl» 
in  den  Systene  der  «y». 

Diese  Qleicbungen  sind  nacb 

•    ■«-/=  <— -«).  »-«'=4-51;  («  -  'S). 

und  folglich  nach  dem  ObiQ:en 

*  +  ^  cos  X  —  r  cos*  9  cos  15  JT 

='co«^sinI^esf««>co«d<*^^''»^'^"^''^^'"y""^^^< 


13J 


y-h?  sin  X  —  r(sin  0  sin  9-f-co8  0  cos  9  sin  15  T) 

sinösinif-l-cosOsinacostf       _i    ^  >         .  .  iK<vn> 

mesinef-^sinerinacosi»  |*r-»<CO«0««9-^tt»H'"i»  Wl^t. 


Setzt  man  der  Kürze  wegen 
,^  =  cos  a  cos 

1/7  =  sin  0  sin  (J-f-cos  0  sin  «  cos 
|C  =  cos  0  sio    —  sin  0  sin  a  cos  d, 
1^,  nrcos  9  cos  15  7*, 

ssssia  0  sin  9  + cos  0  coa  9  sin  15  T, 
C,  scoa  %  ahi  9-^iiB  d  eaa  9  ain  15  7; 


14. 
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ao  wordeii  die  GleickoBgen  13^     ,  « 


15. 

>  i 


1^  =  -^  *  C^*'-i^i  ^"^9  cos  A, 


B        BC,     ^  .  . 

y=^*  |p^rnf--ff,^r  — ^  sin 

und  wem  am      HUfrwwkel         viMelet  dev  Fenielii 

16.  tang  ^=ssiB  a  cot     tang     =8m  IS  7 cot  9  . 

berechnet;  «0  hat  maa  Cur  die  GrösMB.^,  Hy  A^^  JS^f  die 
folgenden  Ausdriicke:  ^ 

lA=:cos  a  cos        ,  , 

^^sin  <f  sin  (0-f-V')  ... 

™  cos  ^         •     *      •  ,        ^  . 

sin  «T  cos  (9-»- V») 


17. 


■    «Oft  Vr  ^» 

1^:1,  =  coa  y  OOS  1&  T, 

1^  i_ain  9>  «in  (Q-Ht//,), 
*  ~"  «OS  Vi  ' 
 sin  y  cpg  (O-t-^J 

* 

f.  3. 


Wir  wollen  jetzt  die  Bediogungsgleichung  aufsuchen,  welcbe 
erf&Ht  «elB  nniB,  wena  %wei  aai  veiacbiedeDeBeB  BeobachtuBgior* 
tcn  nach  heobacbtetOB  SternicbBnppeB  gteegeae  GeiaibliliueB  tkk 

acbneiden  sollen. 

Nach  den  Gleichungen  11.  im  vorigen  Paragrapheo  liabea  die 
GleicbungeB  der  beiden  ia  Rede'  stehenden  Gesichtslinien  im  AUge- 
meiaeB  dicf  folgende  Fora: 

Q  COS  X  —  r  COS  (p  cos  15  T-f-jr 

.sr  {q  sin  X  sin  0  —  r  sin  y  +  y  sirl  cos  0^  cos  a  cot 

Q  Ma.X  cos  0  —  r  cos  9)  sin  15  T-\-y  cos  0 — %  sin  0 

eia  il  sin  0 — r  sia  Sp+y  ein  0+x  cos  0)  sin  a  cot  d 
Bad  .        : « 

^1  eos        ri  eoB  7i  +^ 

s=s  (^g  sia  itt  sia  B—r^  sia  jPt+y  na  0-|na  cM  0)  cos  Oi  eot^i, 
^1  sia  1,  cos  0 — r,  cos  9,  sia  15  Tx  -^f  eoe  B^x  sia  0 

=  (^,  sin^i  aiB0— Tt  sia  9>,+y  eiad-l^  eot0)  dnai  cotd,. 

Eliminirt  nwn  nun  wis  diesen  vier  fileichnngen  die  drei  Grössen 
a:,  y,  so  wird  auni  oCtenbar  die  gesuchte  Bediogungsgleichung 
erhalten.  Ziebt  Man  aber  die  dritte  wieiebung  von  der  ersten,  die 
vierte  von  der  zweiten  ab,  so  erhält  man  nach  eiBq(eB  leicbtea  Be- 
ductionen  die  beiden  folgenden  Gleiebiuigeo: 
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Q  CM  X|  — (r  CM  f       15  T^rt  cm  jp^  eot  15 

— IIB  1  81B  O  —  r  sin  7)  cos  «  cot  ^  * 

*  •  '-l-C^i  siu  A,  sin  0 — r,  sin  (p^)  cos  cot 

=:(co8  a  cot  J — cos  a,  cot  (^,)  (t/  sin  ö-f-at  cos  (9), 

sin  A — sinA,,)  cos© — (r  cos 9  sin  15  7* — r,  co« sin  15  2\) 

lih  X  sin  Q  —  r  nin'fp)  sio  a  cot  ^ 

^  SIC      »io  0— r,  sin  y,)  sin  «»  col  dt 

=  (sin  a  cot  d^sin  a,  cct  S^)  (y  sin  O+s  cos  '0y, 

Ans  diesen  beiden  GleidMQgen  kann  man  nnn  sehr  leicht  die  Grösse 
f/  sin  cos  0  eliminiren^  und  eriiält  BBch  einigen  leidhteB 

Reductionen  die  folgende  Gleichung:^ 

18.  0=|(^  siu  ^ — ^,  sin  ili)  sin© — (r  sin  y — sin<jp|){ 

sin^a  —  a,)  cot  d  cot 
—  f((  cosA— cosX|)  sina  —  (f  sinX  —  ^,  sinili)  cosa  cos  9 
cos  9  sin  (a-*-15  T^+rg  los      sin  fk  —  15T|)t  cotd 
•+- cos  1— cos  X,)  sin  a,  — sin  X^q^  sin  X|)  cos  tt|  cos  9 
—reo«  9  sIb  («,—15  T)-i-r,  cos  y,  sin  (a,  — 15T,)j  cot  d, 


*  velclie  die  f^sncbte  Bc^ingungsgleicliung  ist  Bringt  man  alle  die 
geocentrisclien  Breiten  *  und  y,  der  beiden  Beobacntungsorte  ent- 

■  Iialtenden  Glieder  uuf  eine  Seile,  M»  nifiaU  dio  vorsteii«Bde  Glei- 
chung folgende  Gestalt  an: 

19.   {q  cos  X  —  ^,  cos  A,)  (sin  a  cot  d— sin  «,  cot  J,) 

— {ff  sin  X — sin  il,)'|cos  ©  (cos  •  cot  d  — cos  aj  cot  di) 

+  ain  ^,  sin  (« — a,)  cot  d  cot  d,{ 

=    r  cos  9>  {sio  (a— 15  7*)  cot  d—  sia  (ag  — 15  7)  cot  d^ ) 

— r,  cosspt  {sin  (a— 15  T.)  cot  d— sin  (a,— 15  T,)  cot  d,|' 

—  (r  sin  9  — r,  sin  y,)  sin  (a  —  a,)  cot  d  cot  J,. 

Noch  ^was  einfacher  kann  man  die  beiden  vorhergehenden 
Gleicbungen  unter  der  folgenden  Gestalt  darstellen: 

20.    0=|(^  sin  X—Qx  sin  AJ  siu  0~{r  sin  y— r,  sin  yjj  sin 

— '|(^  cos  A  —  Qi  cosX,)  sina  —  (9  sin  JL  — ^,  sinX,)  cos  ia  cos© 

— vr  cos  y  sin  (a — 15T)-l-r,  cos       sin  (« — 15T,  )|  taog  (J, 
-|- |(^  cos    — (>,  cos  P.,)  sina, — (o  s\n  X  —      sinA,)  cosu,  cos© 

— r  cos  9»  sin  (a^ — 157')-|-r,  cosy^  «&(«!  —  15I\)|  tangd 

and 

21.  (q  cos  A  —  ^,  cos  X^)  (sin  o  taug  d^  — sin  0|  tang  d) 
— sinilr— ^1  sin  X, )  I  sin  ©sin  (a — »i  )->|-cos© (cos  a  tg    — cos  a,  tg d)  | 
:=    rcos  y  {sin  (a— IST)  tang        sin  (a»  — 15  7")  taug  (T| 
r.  cos  9.  jsu  («— 15  T^)  tang  d.  —sin  («,  —15  7\)  tUBg  d| 

—  (if  siB  .9>«-r|  «B  y,)  siB  (a— «,>. 
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DteM  l«tile  GleidniDif'  luwn  such  aal  f0lff«B4e  Art  gaidirie- 

bea  werden: 


.(^'cot  X^Qi  cos  ^i)  (aia  o  tang     -v»n      tan|^  i) 

—  (^'aiar — HD  ^t)  |nn9  aia  (a—Uf) + cot  0  (c09A  taag^, 

—  cos  «1  tong 

s  (liaataDgJi— «iacti  taogd)  (rcos9eoBl57-->r,co8jp,aDal57i) 

-rCcosatangdi — Cosa,  tungd)  (rcos(/:.sialS3Mi|cot9»tMBl5T,) 

—  (r  sin  y  —  r,  sin  y,)  sin  (« — «,).  '      *  *  ' 

Sind  X|  die  geogra|iliisciieu  Längten  der  beiden  BeobacU» 
taagsortej  ao  hat  atan^  wie  aiaa  durch  eine  öafiMlie  Betrachtung 
Rüdetj  für  di^  Gleichseitigkeit  der  Beobachtoagea  die  Bediagaaga- 
gieichimg  ' 

(ii-z,)-i5(r-r,)=:0 

oder 

(Z -- )  —  15  (  7  — =  zt  360»,- 

jenachdem  die  €rösscu  Lt  —  Jb^  und   T — T,  gleiche  oder  «n- 

tleiche  Voneieheu  habea,  wotei  xag^leieh  zu  Iteaierkeu  iat^  data  ia 
er  zweiten  der  beidei|  vorateheaden  Gleiclmn^en  das  obere  oder 
untere  Zeicben  genommen  werden  muäa^  jeB*ehdeBi  JLw-It^  eiae 

'positive  oder  eine  negative  Grösse  ist. 

Für  gleichzeitige  Beobachtungen  ist  iii||!r  ^=:^,,  ako  * 

q  cos  X  —  ^1  cos      ==  0,  q  sin  X  —  ^,  sin  Ä,,  =0,  % 

und  die  Gleichungen  21.  und  22.  werden  also  in  diesem  Falle 

23.  (r  sin  <jp  —  r,  sin  y,)  sin  (a  —  «,) 

=     r  OOS  y  {sin  (a  —  15  7^  tung  6^  —  sin  {a^  —  15  T)  tang  d| 
— ri  coa  y  t  |aiB  (a — 15  T, )  taag    —  ain  (a,  — 15  7\ )  taag  6\ 
nnd 

24.  (r  ein  9»^r,  aia  y,)  aia  (a  — M|) 

= (ain  a.taag^| — aia«,  taag^  (r  coa^  coa  15 T~~r^  coa^^  coa  15  7, )  * 

—  (cdaa  tangc^i — coaa^  tang  J)  (r  cosj)  aialST^t*!  coaqPi  818157*1). 

F9r  r=r,^  d.  h.  wean  aiaa  aaf  die  aphäroidische  Gestalt  der  Erde 
keine  Rücksicht  nimmt,  können  dieae  Gleichaagea  anch  uater  der 
folgeaden  Form  dargeatellt  werden: 

85.  Sein  («— »i)  ain  i  (9— 9i)  coa  ^  (9>+SPi) 
=s  jcoa  9  ain  (a — 157)  —  coa      ain  (a-~157,)|  taag  i^, 

-—{coa  y  ain  (Ot  — - 15 T)  —  coa  9,  aia  (a,  — 157.))  taag  J  ^ 

uad 

26.  2 ain  (ce — a,)  ain  \  (y — y,)  cos  ]  (sp-h^j) 
=  (sin  a  tang     — sin      tung  d)  (cos  y  cos  15  T — cosyj  cos  IST,) 

—  (cos  «  tang  (J,  — cos«,  tawg  (J)  (cos  y  sin  15  T — cos      sin  15  T,). 

Die  nieicliuna;  23.  oder  2^i.  kann  noch  auf  einen  andern  hcmer- 
kenawerthcu  Aubdruck  gebracht  werden.    Die  Gleichungen  der  die 
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beiden  Beobachtuoirsorte  mit  einander  verbindeoden  germden  Uni« 

in  dem  ^»jsteme  der  seieo  . 

so  ist  nach  §.2. 

r  cosfp  cos  15  T=K  r  sin  r  «Mif»  «in  15  T=M  r  sin^H-A'; 

r|  €Of9|C08l5Ti=s4^r,sin9>,+Z/^  r|C089,tinl57|=;ilfr|iiD9,-|-*A^ 

vBd  die  Glewhniigen  der  ie  Rede  etelMedeB  Linie  eied  alio  eflenber 

,  ^  rr,  rcowcofW7W*cos».«oil57',- 
.-rco.9,cosli>r=  ^,iny-^r;.inV,  <*.-'-»'»y)» 

•  tie»»»  rcoewsinlST'— r,  cosy.aieWT',,  . 
,.-<-co.,..ol5r=  rt„y_^.  j;.  '(«.-r..oiP).. 

Alto  «iod 

•  r  coe  y  coa  15  y—r,  cos  y ,  <o»  ij  y. 


27. 


88. 


~  r  sin  y  — r,  sin  y»  **' 


r  cos  9»  t»in  15  y*— r,  cos  <y ,  sin  15         *  • 

^'     '  r  sin  '/ — Tj  sin  y,  *'  , 

*die  GleicbuDgen  der  mit  der  in  Rede  stehenden  geraden  Linie  durch 
den  Anfang  der  Coordinaten^'d.  i.  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde^ 
parallel  gezogenen  geraden  Linie.  Bezeicbn|D  wir  den  180*  nicht 
übersteigenden  Winkel,  t\elrhen  der  auf  der  positiven  Seite  der 
Axe  der  .r,  liegcnth*  'riieil  der  Projection  der  in  Rede  stehenden 

Serudeu  Linie  auf  der  Lbeoe  der  x^y^  mit  dem  positiven  Theile 
er  Axe  der      einichUeMt,  durch  ^  so  iet  nach  den  'j^incipien 
der  nna^tifchen  CSeoaetrie 

rtjj       ■     .  r  co>  »  wn  15  T — r%  ee«  y|  sm  151*^ 

ZW.   ung  ^  —  r  CO»  y  cos  15      r,  cos  y >  tta  15  r,' 

weU  nach  28. 

r  cos  »  •»  15  T— r,  cos      sin  15  T. 

rcosy  cos  IST— r,  cos  y,  cosKkl',  » 

die  Gleichung  der  in  Rede  stehenden  Projection  ist. 

Ferner  sei  D  die  Declination  des  Punktes  der  Spliäre,  in  wel- 
chem dieselbe  von  dem  Tbeilc  der  durch  aen  Mittelpunkt  der  Erde 
mit  d^r  die  ibeiden  Beobachtungsorte  verbindenden  geraden  LiniC" 
parallel  gezoiicnen  g^eraden  I^inie^  dessen  Projrrticm  auf  dej  Ebene 
der  «mf  d»'r  positiven  Seiten  der  Axe  der  ^,  liegt,  geschnit- 

ten wird;  so  ist^  wenn  a:^^  y,,  js,  die  Coordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  in  diesen  Theile  der  In  Rede  stehenden  dnrch  den  Mittel- 
punkt  der  Erde  mit  der  die  beiden  BeobiTehtangsorte  mit  .einander 
verbindeoden  geraden  Linie  parallel  gesogenen  geraden  Linie  sindj 
offenbar  in  völliger  Allgemeinheit 


tang  B^'^,    '  -  ^, 
und  folglich,  weil  nach  dem  Obigen 

iatj 
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tang  Z>  =  =bjj|  cos  A, 


iIm  Zeichen  so  genoMmeB>  dtot  taBfc      mit      ettt^rlei  VorzeiclfeD 

erhält:    Nun  überreug^t  man  sich  ober  durch  eine  gfanz  einfache 
Betrachtung  sehr  leicht^  dass  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
nnd  cos  A  immBt  gleiche  VorzeiciieB  kabra»  iiad  folglksk  ^im 
völliger  Allgemeilflieit  ^ 

/  •    .  ^  ^  =  1^  A, 

4|Im  taMh  28. 

,  .     31..  taug  ^  =  r  CO, y  cp« l&y-r.  coi. y.  cot  1» ^  • 

MM  setzen  ist. 

Noch  29.  und  31.  ist  nun  •  i 

r  €01,9  10»  15  T— 'coB.tpg  ain  15  J\  . 

f   %  s(r  eos  y  eoB  157*-^  rt  cos  y,  cos  15  T,)*  tang  A, 

riiny-^g  siny,  =s(rcQS9eo8l57^r,  cosy,  co8l5Ta)  necA  ftaiig/^; 

«nd  folglicli  aadf  24.  *^ 

WB  (a— a^)  see  ^  taog  Zl=    sin  a  taug     —sin      tang  ^  . 

—  (coiataag^,— Cosa,  taug  JjteDg.«^, 
oder,  wie  man  hieraus  h^icht  findet,  * 

32.  sin|^ — a  J  ^g  Z^=8iii  (a — A)  taug  — sin  (a, — tang  6 
oder  "* 

33.  sin  (« ,  — tang  S—  sin  (a-"<,itf)  teng  J,+sin  (a— « , )  tang  //=0. 

Auf  diesen  Ausdruck  hat  zuerst  Bessel  die  BedingungsgleU 
chung  für  das  Schneiden  zweier  Gesichtslinieu  gebracht. 

Wenn  die  Beobachtungen  für  zwei  Beobachtungsorte  gleiclizel> 
tig  sind  und  die  BediiMungsg^Ieioliung  2^).  erfüllt  ist^  so  wird  man 
•die  Beobachtungen  als  mneui  und  demselben  Punkte  der  Bahn  einer 
und  derselben  ateruschuuupe  entsprechend  betrachten*  können^  und 
sich  DUO  die  Aufgabe  vorlegen^  die  Lage  dieses  Punktes  im  Räume 
zu  bcsftmmen,  w^elches  die  Ausicht  ist,  von  lÄlcher  Olbers")  bei 
seiner  Auflösung^  des  Sternschnuppen-Pniblcms  ausgcirangeu  ist, 
und.  die  auch  wir^  weil  sie  in  der  That  die  cint)»chste  ist,  von 
welcher  man  ausgehen  kann^  hier  cnerst  Terfolgen  wollen.  . 

Eb  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  dass  wir  unter  den  gemacB- 
ten  Voraussetzungen  das  System  der  zum  Grunde  legen 

können.  Bezeichnen  nun  jCi,  «,  die  Coordinaten  des  beobachur 
teten  Punktes  der  Stemschnunpen-Bdin;  so  haben  wir  nach  10. 
zwischen  denselben  die  lB%eii«Ni  Cfeichimgen: 


*)  Bensenberg  über  die  Beslnaannif  der  geographiedMi'  Länre  durch 
Sternsebnuppen.  Hamburg.  1802.  —    Gehler  physiksliMbes  WSiter« 


buch.  Neue  Ausg.  Art.  Feuerkugel 
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4r|3Sx,  cos  a  cot  (cos  ^  cos  15  7 — cos  a  cot  6  sin  yt)j  " 

^iSSMi  sin  a  cot  d-f-r  (cot  9  sin  15  T— sin  a  cot  d  sin 
and  * 
^4^1  s«|  eoa  «1  tnt4x  +ri  (eot     cAs  15  7|  —  cos    cot    ■»  9,), 

wvWi  w»U  ktvm  besoiHlen  beinerkt  n  w^den  brauclit,  dass  nch 
diM  eine  dieser  beiden  Systeme  tod  Gleichti^ei|  auf  den  einen^  das 
loidere  auf  den  andern  der  beiden  BeobacLtungsorte  bezieht. 

Ahs  der  ersteft  nnd  zweiten  und  ans  der  dritten  und  vierten 
dieier  ?ier  GteiebmigcB  eriiilt  aan  dareb  Elimination  Ton  Xg  » 

vr,  sin  a — y^  cos  a=r  c6s  g)  siu  (a  — 15  T),  * 
^)  sin  »t-^^t  i'Oft  a|S^ri  coa  9>,  sin  (a,  ^157|).; 
und  folglicb 

Oßi  sin(a— a,  )=arcMf  cOMi  ■in(ci— 15  7>-^iCOijp,eoaa8iB(a, —15  7, 
jft  ab(a— «gjsarcoajpaiiuit  ■iiK^lS^'V^t^'SPi  157^); 


35* 


^^rriisy  ins  <  ,  sij;  (ir  —  157^)  —  Tj  COS  7,  TOS  rr  sill  ((T ,  — 157",) 

34.  i*' ~  '.        .  •>  ' 

rcoay  abig,  ajafg— 157)— r,  coay^  ifasr%iB(«i-*"15T\) 

3^«—  .  ^  («-«,)  T 

Aus  der  ersten  wtA  dritten  und  aus  der  sweitmi  iHid  vierten  Glei- 
chunc^  erhält  man  durch  Elimination  von  afg  lind  |f|  für  %i  sehr 
leidil  die  beiden  folgenden  Ausdrücke: 

  r(coayco>157-sosttcot(fsiny)-rt(cn.sytcosl5ri-coagicotcftainy^} 

cusacotcf — Cosa,  cot cP|  ' 

f'(ipoaysinl57-8in«cot(fsiny)-ri(cosy  ,sinl57,%iBatC0t<f|8inyt) 

sin  a  cot  (f — sin«,  cottf, 

Man  kann  nhpr  fiir  3,  noch  andere  Ausdrücke  finden.  Aus  der 
ersten  und  zweiten,  und  ans  der  dritten  und  vierten  Gleichung  er* 
bSlt  man  nämlicb  leicbt 

« 

cosa-f-y,  8ina=;s,  cot^^-r  |cosy  cos(a — 157^ — sin9>cot^j, 
^jiGOfai+^iaiaaiSSiCOtdi-H*^  |G4^,Goa(a| — 157^)— ain9),cot<f,  \ 
oder 

cota-f-^i  8ia«=5(«|— r  ain^)  cot «fHrreat)^  co»(»— 157), 

Wach  34.  ist  aber,  wie*  naa  leicbt  findet, 

roMgpcos(<e— a,)sin(« — ^157)— r,  cosy ,  sin(«j--157,) 
jgaCoa<H-y,aiBn     ^  *- — — \  > 

rcos7sin(tr— 15r)-rtCos»|C08(ce^i)«in(iit««»15f,). 

folglich  naeb  dem  Obigen 
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r  eo8«r  sin(e,  — 1530— r,  ¥09  9>i  8in(a,  — 15  7^,) 
^    ».  =  r,insp-t— —  ■  rin  cot  «f  — ' 

]    •  .  r  cos  y  sin  (a—lÜT) — r,  cog      «n  («— 151\)  . 

1*1— siDSP,-!-  gin  (a^«»)  eotif.  ^ 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  dem  Moiii<)|it  der  Beobachtungen  ent- 
■prcchende  Sternzeit  des  Punktes  der  Erdoljerfläclic ,  in  welchem  *  • 
dieselbe  von  der  von  dem  Mittelpunkte  der  l>de  nadi  dem  beob- 
acbteteu  Punkte   dcsr  Sternscbnupiien  -  Bubn   gezogenen  gerad^o  ,  * 
Lioie  geschnitten  .#ifd,  dnich  2r,  und  seHf^n  der  Kfin«  wegeif '  • 
^=15  T',  flo  iit»  wie  leicht  erheUen  wird,  <b  TöUiger  Allge* 
Reinheit 

.         %7.  tmgJ=^, 

Bit  der  BestieiniiDif,  dass  in  dem  Falle,  wo  ^,  und  y,  gleiche 
Vorzeichen  haben,  A  swischen  0  und  90**  oder  zwischen  180'  nnd 
STO**  genommen  werden  muss,  jenaclidcia  die  Grössen  .t:,,  y, 
beide  [»ositiv  oder  beide  neg^ativ  sind;  dass  datfegen  in  dem  t'alle, 
wo  und  M|  ungleiche  Vorzeiciicu  haben,  ^  zwischcu  90**  und 
180'  oder  zirochen  270*' und  360«  geoonnen  werden  mnas,  je- 
nachdem  dr,  negativ  nnd  $fi  piMw»  oder  of,  positiv  und  y,  ne» 
gativ  ist.  • 

Bezeichnen  wir  die  geographische  Länge  des  in  Rede  stehen^ 
den  Punlctea  de(  Crdoherfläche  in  Bezug  auf  den  einen  der  beide»  • 
Beobachtungsorte,  welchem  die  Sternzeit  P  entijireehen  mftg,' als 
Anfang  der  «Langen  durch  £/i  ao«i>t  offenbar 

/;',=15(!r--J^  yder  Z'==360»+^5(T'--r), 

jenachdem  T*'-^?' poritiv  oder  nefpadV.  ist,  nnd  die  geographischiB 
Lauge  des  in  Bede  stehenden  Punktes  der  Erdoberfläche  iit  nnn, 
wenn  JL  die  geograpliisclie  (.atii>:)>  des  Beobaclitungsortes,  welcheM 
die  äternzeit  u^enttipricht,  bezeichnet, 

Z-hJU  oder  /.H-/,'— 360^,        *  • 

I'enachdem  JL-^JL'  kleiner  oder  grösser  als  360°  ist.    Dass  man 
li^r  an  die  Stelle  des  Beobuchtungsorts ,  welchem  die  Sternzeit  T 
entspricht,  auch  den  Benbachrungsort,  wclebem  die  Sternzeit  2\ 
entspricht^  setzen  kann,  versteht  sich  von  selbst. 

.    Nach  34.  und  37.  ist  < 

«Q     .        ^      rcosy.sin«,  sin  (^|^  IST)— r,  cosy  ,  sin g  sin         157*1 ) 
""rcos^eosci  s'm{a^lÜT)—ri  cosfi  cosasin(ai— 15ri)* 

woraus  leicht  die  Gleichung 

39.  rfiosspsin(a->152)sin(ag— •^)ar,eoS9|8in(«tr~15T,.) sin(»-*u^ 
oder  •  . 

Ir_  coe^,  »in  (g|  — sin  (a— ^ 
r,  ~"   eos^  sin  (a—lbT)  sin  («, — A)  * 
- 
£1  ^   cos  y  sin  («~15D  sin  (g^— ^) 
r        eosy,  sin(a,— ISTj)  sin(a~^)  .  * 

erhalten  wird.  Also  ist  ■  -        -  0 
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•    ,   WP  («1  — 1>D  «m  fa— .#)-sin<«>-l»r>  «n  («t-^^ 


r        •  • 


40. 


~  cos  9>  siD  (o — 15 T) — eoi      lin  (a— IST,) 

,   ^  sin (g,  —  15r,)  «m  (g -.4^)— «in (« - 15^. )  sin (a.'—J) 

oder,  -wie  mae  \t\eht  findet,         ^  , 

co.5>sin(«.-15r)^co.y.«n(«.-15r,)==c«i9~^~^ 

^co89>siD(«-15r>cosy. 8in(a-l52J)=cossp. 
nnil  Mylidi  |Bek  M. 

sin  <f  sin  («  — .if)-|-cos     tnrie  d  sin      — 157*) 
■  sin  {tt^A)  * 
  wtiyi  sin<«,'^^)-Hcosy.,  tang^|tin(i#^U>7',)  A 

*        *  Sin  («j  —/I) 

•  Berechnet  man  die  HülfswinkLel  9  und      mittelst  #er  Formeln 

ö  ^  sinC«— ^)      »      ö  Vi  «in(«,— » 

so  ist  ^  *     •  » 

»  COS  ^    »   »       >      eos  y>i 

Mittelst  der  GleichuDg(>n  34.  und  40.  erhält  man  an<%  leicht 

Mh     -   „ cffsy  ces d  sin («  —^1  ST)  eos^i  CMi#sin(»,  —  isr.l 

**•  ^^«— .m(«-^)        '  ^'=''>     ^    sin(«.-~^  ^ 

und    '  *  '  # 

^         «Wf>  «itiidsiB(A-l»r)  cosy,  sin^  >iiv(a.  ^  157^. ) 

^'  sin («-4)        ,  yi=r.   5 

,also  •  . 

46     -r  ^  t  ^  «  — .■»«•"sy»sin(«»-l»r)«  ^  .cosy,»Mn(or,~l5r.)» 

Rezeiclinen  ]|ir  die  geoecntrisehe  Breite  des  Punktes' der  Erd- 

obrrfläclio,  in  Tmichcm* dieselbe  von  der  von  dem  Mittelpunkte  der 
Erde  nurli  dorn  iieobnchtetcn  Punkte  der  Sternsrlmuppcn  -  IJ.ihii  g-e- 
sogenea  geraden  Linie  geschnitten  wird,  durch  so  ist  oti'en|)ar 
in  völliger  Allgemeinheit 

.47,  Ustg  Bszr^=^=^ 
d.  1*  nach  41.  nnd  4ft. 


3» 


48 


j   t_  t'^"^^  y  ^i'^  (^^  —  ^i)  -\~  taug  (/•  sin  (.^—15 

Itanir  jf  —  '  ^g»i  siB(«,— ^-t-tinjr «f,  sin(id— llr,) . 
l     j         ~"  fin  («a-^li^l«)  » 


t 
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Mm  Zeichen  jefterzeit  so  genonnwB,  dass  taug  B  mit  «t  einerlei 
Vorzfichcn  erhälf,  d.  s»,  dmt  t»Bg  B  poBitiT  oder  negatiT  wird, 
jenackdem  die  lürösM  ^  * 

■in  («— ^  und  nn  9  sin '(a-v-u^+cos  ^  teng  ^  sin  (4—157) 
•odcr^  '  ' 

sin  (a,  — ^)  und  sin 91  sin  (a^  — ^)-|-cos  9,  tang     8iQ(^— 157|) 

gleiciie  oder  ODgleiche  Vorzeichen  haben.  Aach  ist  * 

e  j 

das  Zeichen  so  a^enomiheji,  dass  tang  B  wak  «,  «ineriai  Vorzeichen 
erhält.  Nun  erhellet  aher  IciCbt,  uass  a:^^  und  cos  A  jederzeit 
gleiche  Voneichen  haben.  Folglich  ist  in  völliger  iyigemeAaJieit 

49i  tang  OM 

f Bezeichnet  man  durch  E  und  f ,  die  Entfernungen  des  bcoh- 
teten  Punktes  der  Sternschnugpeu  -  Bahn  von  den  beiüeu  Ueob- 
achtungsor^n;  so  ist.  ^ 

-^^l/^.r,  — r  cos 7) cos  15  7'j--f-(y, — r  cos«/' sin  15  T")^- j  ( t , — rsin  f/)^, 
^.==^(af,-r,cy,csl5^)»H^y,^,csy,sinl5y,)»H^*,-r,sin9.^ 
und  folml^ch,  weil  nach  dem  Obigen,  wie  man  leicht  findet, 

j>.-r«oi»«Mi»3fc=CMa'''yy*^<''~'\^Y;i7.'^'!"<'<~"''''>. 

^*            '  Sin  (« — a,)  ' 

^       ^  ^  rcosy  sln(at--15y)— cosy^  gin(g|~15r,) 

und 

«.il»r.=«»«.  "»^i»("-"^-nco.|r,»it(«-i»r,^ 

,*      ■  *  •  Sin  (« — «,)  ' 

y,— raooty,  sinlsriBMoa,  ^  sin  (a-|>)  '  ' — * 

*i  — *•!  siny, ssstang^,  ^  »  sin (»-«,)   " 

ist* 


50. 


„  ■  r  cos  y  «in  («,  — 157*)— »r,  cos  y,  sin  (a|  — 157*1) 
I  sin  (»—«1)  cos  ^  • 


•  Ijp       ,|  ^  cos  y  sin  (ft  — 157^ -^ri  cos       sin  (« —  loTi)^  ^ 


«in  (a— «i)  cos  i^. 

die  Zeic^n  so  genommen,  dass  die  Grössen  auf  den  rechten  Sei- 
•  ten  der  Gleichbeitszeicben  positiv  werden.   Mittdit  dieser  Formeln  . 
erhält  man  ferner,  weil  nach  depi  Obigen.  # 
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• 


•  159  . 

•  r  ■ 

CO«  y  sin  (a,  — 15  T)  —     cos      sin  («,  — 15  2\) 

•  -  • 

^  €08  9  sin  Ja— 15T)"o«wi  SP»  »">  («— 

sin  (« — rr.)  sin  (.if  — 15T,> 

 .« («.-^)  

ist,  leicht 

• •    1-     eos  y  sin  C.-/— IN  T)  ens  ff>^  sin  (//  —  IST*,) 

,  ^ — cos  (>  8in  («  —  .'/)   '        — cosd'/.sin  («,— ^)  ^ 

die  Zeiclien  so  geaominpn ,  duss  die  Grössen  auf  «leo'  fccbten  Sei- 
ten d.er  Uleiclibeitszeicbeii  positjv  werdeo. 

Boseiclmen  wir  die  Knifernung  des  beobachtetea  Punktes  der 
Steroschniippeii-Bnkn  Tom  BUltelyniilLte.  der  Erde  .durck  il$  so  isfe 
offenbar  ^    ^ 


und  folglich  nach  i6. 

gf^m     COS  y  sin  (a —  157^)        "      -       cosy  ,  sin  fg,  —  157*,) 

—  cos/^  sin  («-^)  '  ''^*''«     cos^Mü(a,— ^)  ' 

•  *  • 

die  Vorzeickeu  so  gcnnmuicD,  das»  die  Grössen  auf  den  recbten  Sei-^ 
ten  der  Gleicbheitss#BlMa  positiv  worden. 

Man  hat  also  jetzt  zur  Beredbniing  aller  auf  die  Lage  des  be* 
obachteten  i'uoktes  der  Sternschnuppen -Bobn  isi  Euune,  Besag' 
habenden  Grössen  die  folgenden  Kurmelii:* 

^      r  cos  y  sin«,  sin  (« — 157") — r,  cos  y,  siii  «  sin  («,—157*,)  flB 
.  »      "~~  r  cos  y  cos«,  sin  {«  —  153?) — r,  cos  y,  cos  u  sin  («, — 15  T',  )* 
cos  y  cos  /4  sin  (« — 157*)  cos      cos  /4  sin  («,  —  l^Ti) 

'"■^^      sind»-^)   9      —  ainC«,-^)  » 

  cog  y  tin    «in  («  — 1570        eoof»,  «in^i  «in  («1  —  157^,)  • 

y*—*'  »in(«— ^)         — «in(«,~itf)  » 

*»— ^'^     cos^  cosi^a     I      .  • 

j-       .     cos  y  sin  (J— -157^    _  cos  y-,  sin  (/I  — 157*,) 

'  ces  tf  sin  («— »  '  »    cos  cf,  sin  («,  —  ^)~»  ^ 

I     cos  ff  sin  («—137^       .       cos  <^  sin  («,  — 157*,) 
—  cos j,m  (a  — .J)  •~*'*«     cos sirf  («,—/!)    '  ^ 

Tn  den  Ausdrücken  für  J2,  JSty  Jl  die  ZeichcA  so  genomnien,  das« 
die  GrSssen  anf  den  rechten  Seiten  der  Gleicbheiiszeicben  positiv 
^rerden. 

Den  Ausdifcken  TOB  E  nnd  £i  Juwi  nu  eveh  die  folgende  * 
Gestalt  geben:  w  ^ 
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160  .  , 

•     w  i  ^.  COS  y  tanpr  V>    „  —'-4-*.  co«>i^a"g 

sin  cf      *,     «  *        sin  tf,       '  » 

Verlangt  man  die  Coordinaten  .-r,,  y,,  s,  nicht  zu  kennen,  so 
stellt  maa  die  Foruielu  am  besten  unter  der  folgenden  Gestult  darr 

.      r  cos  y  sin  rif,  sin  («  —  l^T) — r,  ty  'yi  sin  «  sin  («i — 157\) 
r  cos  ff'  cos  «1  sin  («  — J52^) — cos      cos  a  sin  («i  —  15Z\)' 


tann(;  sin(./-15r)    ^        .         tong  tT,  sin  (//  — Ißr,) 

.       tong  1/;  =  — — ^  tangV.  =        ..„.(..-.V)  ^ 

*^       fj        I,  sin  («--^)  sin  (y^-'A).  •      g    sin  (k,  —      sin  (y , -^V*!) 

o  cos  (f>  cos  ^  sin  (« — IST)  cos  </ ,  tos      sin(ai — IST'i)'  ^ 

B  ^    cos  y  tany  V>    ^  ^     cos  y  ,  tang  y^, . 

sitt  if     •  sin  «ft  ' 

^  *cosy«ln(« — 157^       .      cos  y-,  sin  («t  — IST^i) 

— cos^  8iii(a— il)  —  =fcr,  ..«os^  siii(a,-~4)  * 

•  •  .       f  • 

In  den  Ausdrücken  von  tang  ß  miisseo  die  Zeichen  so  ffeaomincn 

,  werden,  dass  tan^  B  positiv  ttler  Degati?  wird,  jenaäden  die 
Grössen  cos  t/N  sin  (^-f-tp)  oder  cos  sin  (9>tH-^i)  gleiebe 
oder  ungleiche  Vorzeichen  haben. 

Ohne  Schwierigkeit  kann  man  auch  nach  den  folgenden  sich 
leicht  aus  dem  Obigen  ergebenden  Fornieln  rechnen : 

r  co»y  sin         157")  — r,  cos  y,  s^(at— I&jTi) 

a^.^sn  €08  u-\-r  cos  <fi  cos  15 7\ 
==ft  sin  a+r  cos  sin  157*, 
=«  tang  <^-hr  sin  9s 

t.ng^=i=|-;, 


_       .     cos  y  sin      — 157]) 

cos   C)  äiu  (fc^."^' 


cos  y,  sin  (/f— IST^i) 
•    cos  tf,  sin  («, — A)  * 


y  sin  («— ISr) 
cos  ir  sin  («— ^)  ' 

oder  aadi  nadi  den  folgenden  Foraeln:  ^ 
^  r  cos  y       (g — Ij^T) — Ti  cqs  y,  sin  (tt-wlUTiy 


nn  (ff— ot) 
dft  süi'ces  »t+^i  cos  9»,  cos  15  7\, 

==i»i  sin  c^+r,  co*s  (jp,  sin  157|, 
X,  tang  Ji4-r,  sin  y,, 
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tang     =  ^  cos  -i, 

_       -     cos  y  sin  {A — 157^) 
^*     **   cos     sin  (« — A)  ' 

_        ,      cos  9>,  sin  C7--15y^) 
.       — cos  cfT^i  («T-'-O  ' 
Jl^^^  5"s  y  1  sin  («,  — 157^1 ) 
*     cos      siu  (a, — >J) 

Die  Vorzeiclien  in  den  Ausdrücken  von  Jl  müsson  im- 

mer so  genoauneu  werden,  dasa  die  in  Rede  stebendea  Grösseu  yo- 
aitiv  werden. 

§.  5. 

Auch  bei  Beobachtungen,  die  tiich  aU  gleichzeitig  erwiesen  ha- 
ben, wird  wohl  fast  nie  der  Fall  eintreten,  dass  die  Bediogungs« 
gleiehunp^  23.  genau  erfüllt  ist,  sondern  dies  wird  inMer  nur  nähe* 
rnngsweisc  Statt  finden.  Dadurch  ist  Brandes  ')  veranlasst  wor- 
den, bei  der  Aufliisung^  unserer  Aufa^alie  von  einer  andern  Ansicht 
auszugelien,  indem  er  nämlich  auf  den  beiden  Gcsichtslinicn  die 
beiden'Punkte  heetimmt,  deren  Bntfemang  von  einnnder  ein  Hini- 
mum  ist,  und  in  der  Grösse  dieser  Entfernung  zugleich  ein  Krike« 
rittn  für  die  Genauigkeit  der  Iteoliarlitnniren  linder. 

Die  Gleichungen  der  beiden  besichtsiinien  in  detu  Systeme  der 
^lyi'i)  welches  wir  hier  wieder  tum  Grande  legen  können,  sind 
nneh  10. 

a:^=%t  cos  a  cot  ^-t~r  (cos  9  cos  IST^eos  a  cot  ^  sin  j^), 
y^z=%^  sin  o  cot  d+f*  (cos  (p  sin  157— sin  a  cot  d  sin  9») 

und 

z=z^  cos  «,  cot  <fi  +r,  (cos  (f^  cos  15  7*,  — cos  a,  cot  S^  sin  ff,), 
y,=:«4  sin      tot  ^i+ri  (cos  9^  sin  15 7\  —  sin     cot«^^  siu  (jpi). 

Die  Coordinaten  der  beiden  Punkte  dieser  Linien,  deren  Ab- 
stand von  einander  ein  IMlnimum  ist,  seien  respective  A'.  1'  Z 
und  X\  Y\  Z',  und  der  Abstand  dieser  beiden  Punkte  vou  einan- 
der sei  S;  so  hat  man  die  folgenden  fünf  Gleichungen: 

'X=Z  cos  a  cot  d-t-r  (cos  y  cos  15  7— cos  a  cot  d  sin  9), 
YsssZ  sin  a  cot  d+r  (cos  9  sin  15  T-^  sin  a  cot  S  sin  9); 

^  (X'zssZ'  Cosa,  cotdi-H*!  (cos9t  cosISTTi— cos<k,  cotd|  sin^ii), 
*\ysZ'sin«,  cotdi-t-Ti  (eo89i  sin  15T|— sina,  cotJ^  sin^J; 

55.  ««sscx— a:')»H-(y— rr +  (z-z')». 

*)  Brandes  Unterhaltungen  für  Freunde  «1er  Physik  und  Astronomie. 
Leipzig,  1826.  Heft  1.  Die  von  mir  im  FolgctMlen  entwickelten  Formeln 
dürften  übrigens  vor  den  von  Brandes  gegebenen  Forraelrt  ^vcsent^ 
liehe  VorsQge  haben,  so  wie  denn  überhaupt  die  von  mir  angewandte 
Analysis  vnn  der  .sich  im  flcisje  <!cr  altern  g-eoinetri.schen  Analysis  bai* 
teuden  Methode  von  Brandes  ganz  verscbiedeu  ist. 
TMIL  11 
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Nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  müssen  X,  F,  Z  und 
Si\  Y',  Z'  SU  bestioiiut  worden,  dass  S  «in  Minimum  wird.  Man 
kann  »ber  offoiibar  S  als  eine  Fmietioii  der  beides  von  einander 
unabhängigen  veränderlictim  Grossen  Z  und  Z'  betrachten,  und 
hat  also  nach  den  Frincipien  der  Diflerentialrechnnng  die  beiden 
folgenden  Gleichungen: 

we  die  Differentialquotientcn  partielle  DifTerMitnilqveCienten  sind. 

Ans  der  Gleichung  55.  erhält  man%bcr,  indpm  man  nur  überlegt, 
dass  X  und  F  bloss  von  Z,  X'  und  V  bloss  von  Z'  abhängen, 
sogleich 

lind  hat  abo  naeb  96.  die  beiden  folgenden  Bedingangsgleichungea: 

Naeb  S3.  nnd  54.  tat  aber 

^  s  eoa  a  cot  o,      =  sm  a  cot 

s  cos      cot  Oj,       =  sin       cot  Oj; 


«id  folglich 

^(X*-X)  eoa  «  cot  na  m  eai  dT+Z^Z'ssO» 

>X)  eaa  «,  4Mit  ^,Hr(r-lF)  aia  «,  cot  27&sO; 

«der 

/(X— X'>  eoa  «-|-(r— F)  sin  a-h(Z^Z')  tang  ^acO, 


57 


f(X-X'> 

Icx-xo 


e08  a,+(r— F)  sin  a^-\-{Z—Z')  tang  <f,=t>. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  und  den  vier  Gleichungen  53.  nnd 
54.  und  .  die  sechs  Coordinaten  X/ Z  nnd  X\  F,  Z'  zu  be- 


Ang  den  Gleichungen  57,  erhält  «an  ebne  alle  ScbwieriglMit 
fX— X)  (cot  III  cot      cos  0t  €ot  ^()+(F^F)  (sin  o  cot  . 

— *ain  a,  cot  J,)=0 

und 

(X^X)  sin  («— «i)  cot  6  cot  <r,+(Z— ZO  (ein  «cot  9 

-^aU  «1  cot  J,)=0, 
(F— F)  ain  cot  ^  cot  ^,-.(Z*-Z)  (cos  «  cot  ^ 

— «0B«k  cat^i)=0; 
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60. 


oder 


Äg^,    y— y         cos«  cot  (f— cos«,  cot  ff,   coa«  tangffi  — cosg,  tanytf 

*   Jt— siu«  cot(f— siiiaj  cotcfj         sina  tangd*!  — siu«,  uuf^d 

•  *  *  , 

und 

■  sin  a  cot  d — sin  o,  cot  d.  g„  — 

=  "  siD(«-a.)«ot#eor<^. 
V    V/—.     eol  «  cot  »-wo  c,  cot  <f.  , 

am  («—«,) 

Sollt  nioB  dojr  Kline  wegen 

[Jissr  (coi     coi  157^— ^0  a  cot  ^  sin  9), 

(cos  y^  COS  15Tt~eoi      eot  Oj  sin  y^) 

nnd 

•  *^  CBz=r  (cos  y  sin  IST — sin  a  cot  d  sin  5p) 

(cos      8in  i57\— sia  i^^  cot      sin  y«); 

10  ut  Heek  53b  ud  54. 

64b  Z  cos  a  eot  FcsZ  lin  a  cot  d+B,  •  ' 

61  X'ssZ^  cos  «,  eot  ^, H-^if  yaaZ'  sio  *i  cot  S^-^B'i 
md  folglich 

'  X — X'=^— ^,H-Z  cos  o  cot  ^ — Z'  cos  a,  cot 
1'—  y'rsÄ— ^Äj-I-Z  sin  o  cot  6 — Z'  sin  «,  cot  (f,. 

Führt  tnan  dies  in  die  Gleichung^en  57.  ein,  so  erhalt  mon  die  bei« 
den  folgenden  Gleichuogen  zwischen  Z  und  Z': 

•{(A'^A^)  000  «-|-(^ — Ä,)  sin  a\  cot  rf-l-Z  cosec ^ 

— Z'  |l-heos  (a^a,)  eot  J  cot    j  =sO, 
{(A-^Ai)  CO»    4-t^-^^i*>      «1 }  eot  ^,  — C  eeiee  ^1  * 

-HZ  |l+eos  («— a,)  eot  ^  cot  ^,{=0; 

ans  denen  sich  «iif  dem  Wege  der  gewöhnlichen  Elimination  ferner 
die  beiden  IsIgendOB  CSeiehiMgen  ergeben; 

66.   cot  S  coscc  <J,*  \{A — A^)  cos  a+(Ä — B^)  sin  a\ 
—cot <y,  I  iH-cos («— « , )  cot  J rot  J,  I  j [A—A , ) cosa^-\-{I{—B ^)s\l^a^  \ 
•ä: — 'Z  jcosec       coscc     '  —  (l-f-cos  (a — «,)  cot  d  cot  <^i)'|> 

67.    cot      cosec       |(.^ — A^)  cos  a,-4-(Ä — iff,)  sin 
— cot<^  |l+cos(a— a,)  cot^cot  J| }  [(A-^x)  coott-|-(4^i?, )  sioa{ 
:ssZf  {cosec      cosed  <^g*— (l+coa  cot  4^  cot  • 

Ann  dteeen  GMchnngen  ofgiebt  dch  teek  Addüinn  nnd  SnhtfnctioB 

11* 
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68.  cotJcotdj  {cotd|-co8(«-a,)cot<J|  |(^-^,)cosa-|-{i?-i?,)  sinaj 
+cot<JcotJ,  jcot^-cos(o-a,)cot  |  \{A-^^)co»a^'^B-B^)sma^\ 
jss^Z—Z')  {eoBwd*  coMcdt'^(l-|-eM  (a~ai)  cot^  cotd,)*|, 

+        i?,)  sino.l 

—5 — (Z+Z')  jcotec^cowc^,*— (lH-cos(a— a,)  cot^ COtrfJ'J ; 

oder,  wenn  mau  auf  beiden  Seiten  der  vorhergehenden  und  dieier 
CMeidiUDiP^ii  mit  nn     am  Mvttipltdit: 

*  70.  -i-Z  {1— (sin  S  lin  d  eoi  ^,  eoi  (o— - 

sssnn  d  cos  — cos  a-|-(Ä — Ä,)  sin  a( 

— nndcos<Ji  jsincJsin^j-l-cosdcoaJ^  co8(a— ttijj  |(^— v^,)  cosa, 

H-(Ä-Ä,)  sin  aj, 
71,    Z'  |1 — (ain  d  sin  J|-i-cos  J  cos      cos  (a — «i))*} 
=rsin      cos  <y,  \{A — Jli)  cos  Oj+(Ä — Ä,)  sin  a,|  • 
— CMdianila  |nii4f8iiii^}-l-cof^co«<ya  cot(a— «i)}      — ^,)coi« 

vii4 

7^  — (Z— Z')  |1— (sin  ^  sin  ^,+eos     cos      cos  («— 

H-(^— M«  «I 

+  Bin  a.l, 

78.  —(Z-t-ZO  |l->(8iB  ^  lia  <f,+eM  ^  cot  «T,  eoi  («--a,))*{ 
=:co8<f  {sind+HO^i  (sinJ  sinc^, +co8^  costf,  co8(a— «i))} 

—  €08^1  {na,Si'^BUkd  {aind  sin  ()\ -4-cos  d  cosJ,  cos  (a — ct,))| 

\{A — ^|)c08aa+(^ — B^)una^\» 

Nach  dl.  iit 

^      "  '  ~^  sin  |to — ttj)»  \      .  '  ' 

und  folglich  nach  55.»  wie  man  leicht  findet, 

l—lain  if  sin  d^-^-cos  6  cos  cf^  cos  (g«- «Jj*  -^.^ 
"~  OOS  «f*  cos  (f^'  sin  t«— «i)*  \         /  » 


•4er 


74.  iy==b(z-z^)^^lt'^  ^^^'fi-^-T  ^  T  ^'  T  ''i^Ü. 

*  '  «08  if  008  «fj  8UI  * 

das  Zeichen  ianer  so  gononiBeii,  daas  S  positiv  irird. 

Wir  Jktben  lu  oUe  iw  Bonchiiiuig  tob  JE,  JT,  Z  ud 
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J^,  Y'i  2/  nnd  'S*  nöthi^eD  Formeln.  Durch  Einführang  zweier 
HBIfswinkel  kann  man  sich  Jedoeh  <Ue  ReclinaBg  nodi  bedentend 

erleichtern.   Weil  Dämlich 

sin  J  aio  J|  +cob  9  cos  <f|  cos  (a — a,) 

=1111  <f  {atn     -hcoi  dt  coa  (a'-a«)  cot  ^ 
iat|  10  iit»  weno  van 

75b  oot  j^scot  («—«,)  cot  4 

— 

76.    Bin  d  sin     -i-cos  <f  cos  <f|  cos  (a — o,)  =  ^^-|  cos  (d, — J). 

au*  { 

Auf  folgende  Art  kann  aber  loickt  gOMigt  WVfdoD,  doaa  ftbev- 
banpt  4er  obaolate  Werth  von 

cos  a  coa  i^-V>iui  «  aia  ^  cos  C 

■ie  grösser  als  die  Einheit  ist,  was  auch  C  sein  mögen. 

Sowohl  der  absolute  Werth  von  cos  a  cos  als  auch  der  ab- 
aolnte  Werth  von  sin  a  sin  b  coa  C  ist  niemals  grösser  ab  fio 
BiDbeit. 

Haben  also  die  Grössen  cos  a  cos  b  und  sin  a  sin  ^  cos 
CB^^egeDgeaetxte  Vorzeichen,  so  Ut' offenbar  der  abiolute  Werth  tob 

coa  a  coa  b-^-wm  #       h  coi  C 

nicht  grösser  als  die  Einheit. 

Haben  aber  die  Grössen  cos  a  cos  b  und  sin  a  sin^  6  coa  C 
ffleiche  Voneichea,  so  seien  dieaelben  snerat  beide  positiv.  Daim 
<Mt  offoBbar,  woBB  m  «  aia  ^  poaitf  ?  iit, 

coa  u  cos  ^Hrftin  «  sia  ^  coa  C^.coa  m  coa  ^-hain  a  aia  6, 
'  d.  t 

€01  «r  eta^^-t-aiii  •  ais  ^  eoa'C^cos  («— 

.  woraus  das  zu  Beweisende  folgt.  WenB  aber  ain  «  na  £  negatfr 
ist^  ao  ist  olfonbar 

cos  »  cos  6-f>sin  0  sia  6  cos  C^coa  u  cos  ^— sin  a  sin 
d.i. 

cos  «  «OB  ^-HiIb  «  ab  #  €01  C^coa  («-h^), 

woraos  incder  das  sn  Beweisende  folgt. 

Wann  ferner  die  Grössen  cos  a  coa  3  nnd  sin  a  sin  b  coa  C 

beide  negativ  sind;  so  sind  die  Grössen  cos  (180° -4- cos  b  und 
sin  (18O*-t-0)  sin  b  coa  C  beide  positiv,  und  nach  aem  Vorher- 
gehenden  ist  folglich 

eo<  (180*+«)  coa  a-|-sin  (180« -H«)  sin  4  cos  C^l, 

.  i  i. 

— CM  4i  coa      ib  •  fdtt  ^  coa  C^^l« 
Ea  ist  aber 


\ 
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— eos  «  eoB  A'^ite  «  si«  ^  doi  €7 
der  «biolnte  Werth  von 

cos  «  coi  49  bU    cot;       .   ■ . 

wd  Jbierdnrcb  felglick  anch  io'  dii^M  Falle  juiser  Saft  «bemeaen, 

ao  dass  derselbe  also  jetzt  allgemein  bewieseB'  itt. 
Dass  anch  der  abaolute  l^ith  von 

eoa  m  coa  b^An  mm  b  w%  ^ 

aienals  griianr  ala  die  Einheit  iet,  ergieht  aich  ans  dea  Voifte^- 
gehenden  unmittelbar,  wenn  niiin,  wai  veratattet  ifft,  — «filraaetyt 
DaM  auch  der  absolute  Werth  von 

sin  «  sin  ^dbcos  «  cos  b  cos  C 

lueaials  grösser  als  die  Einheit  ist,  folgt  nas  dem  VoHierg-ebenden 
sogleich,  wenn  »an  für  •  und:^  aaspeetiTe  90"  —  0  und  90*>  — b 

:.  Hiell  also  hiemaeli  der  absolnte  Werth  von  . 

ain  d  sin     -ircos  6  cos  ^,  cos  (a  — cos  (<Ji  —  f)  . 

nicht  grösser  als  die  Einheit  Ist»  so  kann. man  den  BfilftiHnkel  ^ 
mittelst  der  Formel 

.    77.  cos     =^-{       \ßi—^)      .  .    .  V . . 

herecboen. 

'  '  Alles  «diesen  vierantmetzt,  hahan  wir  mnr  aat  Rsreehflnjy.dfBr 

gesuchten  Grössen  die  to%endcfi.«ips..dem  Ohigen..aieh  JMbt  ^ergiN 
nenden  Formeln: 

'^ssr  (cos.  9'  cos  i57— cos  o  cot  9  sin  yji 

S^r  (cos  9  sin  15T — sin  a  cot  d  sin  9)» 

Jli  sr,  (cos  ^^^1  —  cos  «1-  cot  v,  sin  9,), 

#i-«srt  (oos  spt  sin  lST«-^  «n  «,  eo4  ^l.  a|B  9^), 

K=s{A^A,)  cos  «H-(Ä— i?,)  «in  •     •  • 

Ä',  —  ^i,)  cos  a,-i-(iff  —  Zf,)  sio 

—  Z  sin  t//-  =  sin  d  {K  cos  J  —       cos  tf,  cos  ip), 

Z'  sin  t//'  =  sin       (Ä",  cos  d,  — Ä"  cos  d  cos  t/;), 

=: ^ H- 2/ cos  »  cot  d,  y=  ^+ Z  sin  a  cot 

X's^Bjd.         ei^a  «,  4)ot  i„  r  =  ifft  Hr^.sin  a,  <%ot 

jg-^^  (Z~g)«in0  

"""cos  (f  cos  cf,  8in'(a~ai)* 

wo  in  der  letzten  Formel  das  Zeichen  immer  so  genommen  werden 
mass,  dass  S  positiv  wird.  .  • 

Wen  man  nnn  noch  au  wissen  verlangt ,  ISsst  sieh  mittelst  der 

durch  die  vorhergehenden  Formeln  bekannt  gewordeoeo  Grössen 
mit  Hülfe  der  bekannten  Formeln  der  analytischen  Geometrie  im- 
mer ohne  Schwierigkeit  finden.     Bezeichnen  wir  nämlich  z.  B. . 
durch  JL  und  £/  die  geocentrischen  Breiten  der  Punkte  <der  Erd« 
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Oberfläche,  in  denen  dieselbe  von  den  von  dem  Mittelpunkte  der 
Erde  nach  den  Punkten  {XYZ)  und  X' KZ')  gezogeoen  geraden 
Linien  geschnitten  wird^  und  aarcb  Jt  und  Je  die  Entfernungen 
4er  Pwikte  (XYZ)  und  (X'FZ^)  voa  MittelfaBkte  der  Mc} 
10  iit 

■nd  ' 


oder  nMb  dm  VorkerfekeodoR, 


80.  ^^^jSTTf  "^"^js^C** 


Um  sich  die  Bececknang  von  ^  aad  £/  mittelst  der  ForaelD  78. 
zu  erleichtern,  bereckse  mmm  swei  Hiill&wiiikel  S  and  ^  aitteliC 
der  Formeln 

*  Y  Y* 
'    81.    tOBg  tsiig  ^ss-^i 

dm  ist 

Z  V 
82.  toBg  Xrs^db-Y  CM  ^»  tMig  i^sds*^  cos  d', 

.wo  die  Zeieben  immer  so  so  Böhmen  sind,  doss  tanar  Ei  ud 

toog  iJ  resnective  mit  Z  und  Zf  {Reiche  Vorzeichen  erhalten. 

Sind  E  und  E\  die  Entfernungen  der  Punkte  {XYZ)  und 
(X'yZ'j  von  den  beiden  Beobschtungzorten ,  deren  geocentrische 
Breiten  9  und       sind;  so  ist 

E=\/{  X-rcosy  cos  15  T)'-t-(  y— r  cosy  sin  15  Z—r  sin 

-ffi'pk  (X-r.essp,csl57,>>^  r-r.eiy  .sioUr,)*-HZ'V.iiii9»,)N 

und  folglidi,  wie  man  mittebt  des  Obigen  leiebt  ibdet, 

E^^Z-r  sin  y  ^^^"^ 

'  «n        »      *  sin  <f|  ' 


die  Zeieben  so  genommen,  doss  die  Gfttnen  ^  nnd  Bx  positiv 
werden. 

In  neuester  Zeit  bsben  Quetelet*)  und  Bessel  «ne  an* 
der«  BeiecbnoDgfHut  der  Stersschnoppen  in  VofscUag  gebrnebt»  bei 


'*)  Conrespondanee  matbesi.  et  pb^siqne  publiee  parA.  Quetelet.  Tom. IX. 
BraseUes.  1817.  p.  181.  Uebrigens  ist  die  folgende  Aaalysis  nebst  den 
Foimebi  tob  der  Harm  Qnetelets  gans  tenehiedeo. 

••)  Schumar liers  astronomische  Nachrichten.  Band  XVI.  Altona.  1839. 
i,  S.  821.  Lieber  diese  wichtige  Abhandlung  wird  späterhin,  wie  scbon 
eben  ennriUint  worden  ist,  eine  ansfuhriidw  Relation  In  dem  Arehive 
pcllefert  werden.  Ilipr  mag  mir  erwähnt  werden,  dass  sich  B esset 
durchaus  bloss  der  sphärischen  Trigonometrie  auf  eine  äusserst  elf- 
gante Weise  bedient,  und  an  höchst  eleganten  Formeln  gelangt. 
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welclicr  nnprcnomraen  wird,   dass  die  Bahn  einer  Sternschnuppe 
während  der  immer  nur  sehr  kurzen  Dauer  ihrer  Sichtbarkeit  eine  ^ 
gerade  Linie  ist.   Zugleich  setzt  diese  Berechnungsart  voraus,  dsM 
an  jedem  der  J»eiden  Beobachtungsorre  sowohl  der  Punkt  des  Ent- 
Stehens,  als  auch  der  I*unkt  des  Kriöschens  der  Sternschnuppe  be- 
obachtet worden  ist.  so  dass  man  also  an  jedem  der  beiden  Be- 
obuchtungsorie  die  Rectascensiou   und  Declination  dieser  beiden 
Punkte  erhält.   Die  immer  sehr  kleine  Zwiachenneit  svriicben  dem 
Entstehen  und  Erlöschen  wird  unberücksichtigt  gelassen  oder  als 
verschwindend  betrachtet,  und  daher  die  Erde  während  der  ganzen 
Dauer  des  Phänomens  als  ruhend  im  Kaume  angenoi;nmen,  weshalb 
wir  also  aaeh  jetzt  das  Coordinatenaystem  der  ^^^^Xi  werden  Bnm 
Gmnde  legen  können.   Durch  jeden  Beobachtungsort  vnd  die  bei- 
den von  demselben  nach  der  Sternschnuppen  -  Balm  gezogenen  Ge- 
sichtsliuien  wird  eine  Ebene  gelegt^  und  die  Sternschnuppen -Bahn 
als  die  Dnrchschnittslinie  d^r  beiden  anf  diese  Weise  erhaltenen 
Ebenen  betrachtet.   Diese  Berechnungsart  hat  offenbar  den  Vortbeil, 
dass  hei  ihr  nicht  angenommen  wird,  dass  die  Sternschnuppe  von 
beiden  Beobachtern   gleichzeitig  entstehend  uud  gleichzeitig  er- 
löschend gesehen  wird,  eine  Annahme,  die  allerdings  nur  unter  dar 
^Voraussetzung  einea  ganz  plötslicben  Entstehens  und  Erldscbena  ; 
der  Sternschnuppen  zulässig  ist,  gegen  deren  Dichtigkeit  nament- 
lich Bessel  sehr  gegründete  Zweifel  erhoben,  und  eben  deshalb 
die  vorher  in  kurzen  Umrissen  dargelegte  neue  Berechnungsart  in 
Torschlag  gebracht  hat,  die  allerdings  auch  geometrisch  genau  ist, 
insofern  man  die  Bahnen  der  Sternschnuppen  während  der  Dauer 
'  ihrer  Siclitharkeit  als  geradlinig  und  die  Zwischenzeit  zwischen 
den  Muincuten  des  Entstehens  und  Erlöschens  als  verschwindend, 
die  Erde  also  während  dieser  Zeit  als  ruhend  im  Räume  betrach» 
'  ten  darf. 

Indem  wir  nun  den  so  eben  in  der  Kürze  vorgezeichneten  Weg 
etwas  weiter  verfolgen  wollen,  bezeichnen  wir,  alle  iibrigei^  im 
Torhergehenden  gebrauchten  Symbole  auch  jetzt  beibehaltend,  die 
Rectaacensian  and  Declination  der  Punkte  des  Entstehens  und  Er- 
löschens an  dem  einen  Beobachtungsorte  durch  a,  6  und  d*,  «I 
dem  andern  Beobacntuogsorte  durch  a^,  J,  und  «/,  d/. 

Falseo  wir  zunächst  bloss  den  ersten  Beobacbtungsort  in'a 
Ange'und  setzen  der  Kurze  wegen 

A  =  r  (cos  (p  cos  15  T — cos  «  cot  6  sin  9)), 
Bz=,r  (cos  y  sin  15  T —  sin  a  cot  8  sin  jjp)^ 
A'z=zr  (cos  9  cos  15  7* — cos  u'  cot  6'  sin  9), 
B'^r  (cos  9  sin  15 T —  sin  o'  cot  d*  sin  y)} 

80^  sind  nach  10.  die  Gleichungen  der  huden  nach  der  StemadiDnp- 
peii*Babn  gesogenen  Gesichtsßnien 

85,  ^|=s«,  cos  a  cot  ^+^,     =X|  sin.«  cot 

und 

86.   a^i         cos  a'  cot  d'-f-,^',  ?/,  =3,  sin  V  cot  9 B, 

Die  Gleichung  der  durch  diese  beiden  Gesichtslinien  bestimmten 
Ebene  aei  . 
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87.    Co:.  —  Z>y,  —  Ä,— if^ssO; 
so  ist  nteh  85.  un^  86.  für  jedes  «, 

{C  cos  a  cot  J  — Z>  Bio  «  cot  d—E)  n^^AC-^BD  —  F^.^ 
und  foljriich 

cos  a  cot  ^— m  a  cot  iPsO, 
C  cot     cot  d'^/»  ein  a'  cot  ^^E=sO  - 

vdA 

■ 

Also  ifii 

(cos  a  cot  d'  cot  o'  cot  9)  C —  (lio  a  cot  d — sio  o'  cot  &j  ßssQ 
and  folglicli 

^  ^  j1  —  A"  ^  cos  tt  cot  cf  —  cos  tt  cot  cT  _ 

B  -^~B         «in  a  cot  <f — sin  a'  cot  ^  * 

Fcnor  ludet  mn  leicht 

cot  <f  cot  <f  „ 


ond^ 
oder 


»      sin  («  — iQ  coi 
am  a  eot  si 


M  cot        sin  a  cot  cT)  —  Zf(cos  re  cot  <f^t0i  g'  oot  <f^  ^ 
sin  a  cot  (f  —  sin  a'  cot  cT 


Daher  kenn 

Cssno  a  cot  d-riio     cot  «T» 
/^sBCoea  cot  d— -cm  af  cot 
iSf^fin  (a  — e^7  ^ 

aetteD. 

Setit  man  also  jetzt  für  dcD  eioea  Beobacbti^gaort 

Azsir  (cof  ^  coa  157-^coe  a  cot  d  ein  y),- 
[^=:r  (cot  y  BIO  aia  o  cot  d  lia  9), 

'=r  (coa  9  coo  IST-*  coa     cot  d'  ain  9), 

88.  {B^rsir  (cos  9  sin  157 —  sin  vi  cot     sin  y), 

C=sin  a  cot  d — sio  a'  cot  <J', 
Z>  =  cos  a  cot  (J  —  cos  u  cot  d*, 
ein  (a    et')  cot  d  cot 

ni^  fSr  den  aBdeiti  BeobaditiBgaoit 


fil. 


170  . 

=ri  (eo«  9t  410t  152r,  —cm  «i  cot  ^|  irfo  ^i), 

lÄ,  (cos       sin  15T,  — >  lin  a,  dbt      sin  9,), 

L^j'mrj  (cos  5P,  cos  157*1  —  cos  o,'  cot  (?,'  sin  q>^)y  ■ 

.89.  ^Ä/=r,  (cos  5P,  sin  IST,  —  sin  o,'  cot  d,'  sin  jp,), 

C,  =sin  tt,  cot  6i  — sin  a/  cot  J,', 

/>,  scos  a,  cot  ^i— cos  a,'  cot 

£|S=sin  (a,  —  a/)  cot  d,  cot  6^'; 

so  sind  die  Gleichungen  der  beiden  durch  die  Beobachtnogtorto 
ood  die  entsprechenden  Gesichtslinien  gelegten  Ebenen  ^ 

'  i  Cy»^  —        —  -ßj«,  —  ^, ■+■  B^Dy  =0}, 

oder 

nod  dicfo  CHeicbmigen  sind  olao  ovch  ingleicli  die  61eichniiffe&  der 

Burcbschnittslinie  der  beiden  In  Rede  stehenden  Ebonen,  d.  iodie 

Gleichungen  der  Sternschnuppen -Bahn.    Elimioirt  man  aus  diesen' 
Gleichungen  nach  der  Reihe  Xj,  y^,        so  efhält  man  die  drei 
folgenden  Gleichungen: 

(CE^  —  CyE)a:^'-{DEy^D,E)y,  —  {AC—  DD)E, 

^XJ,C,-B,n,)Ez=z(i, 

{CB,  -  C,B)jt,'{'{BJSy--B,E)x,  -  (AC^BD)B, 

^{J,C,-B,D,)Bz=zO, 

(Cö,  —  —  CyE)My  -  (AC^BB)C, 

welche  die  Gleichungen  der  Frojeetionen,der  Sternsdinappen-Bolin 
auf  den  drei  Coordinatenebenen  sind.    Die  Gleichungen  der  Pro- 
jectionen  einer  durch  den  Anfang  der  Coordinaten,  d.  i.  den  Mit- 
telpunkt der  Erde,  gelegten,  der  Sternschnuppen -Bahn  parallelen  • 
gendOD  Linie  sind: 

iCB,^C,E)af,  "{BE,  — />,i?)y.=0, 

(Qö,  -  +        - />, iE?),,  =  ü, 

iCB,-C,B)y,^iCE,-C,£!)x,=:0.  ' 

Bezeichnet  /i  die , Rectascension  des  Punktes  der  Sphäre,  in 
'welehoB  diMelbe  von  dem  auf  der  positiTon  Seife  der  Ebene  der 
a^iXi  ReMden  Tlieile  der  in  Kode  atebenden  Linie  .f^clinitten 
wird;  ao  Tat»  .weil. 

iat,  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie  ■ 


92. 


98. 
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wobei  man  zu  beachten  hat,  dauiS  iMMr.fUtitif  aaU  off^ahar  nie 

grösser  als  180^  ist 

Ferner  se»  A       DacHnafion  4m  Panhtea,  in  weleheai  die 

Sphäre  von  dem  auf  der  positiven  Seite  der  Rhene  der  lie- 
genden Theile  der  durch  den  Anfang  der  Coordinaten  mit  der 
ätemschnuppen-Bahn  |>orallel  gezogenen  geraden  Iwnie  jgesciinitten 
wird ,  wohei  aian  nieht  so  fiberaehen  hat,  dasa  A  poakit  oder  00^ 
gativ  ist,  jeoaclidein  der  in  Rede  iteheode  Thcil  der  durch  den 
Anfang  der  Coordinaten  mit  der  Sternschnuppen- Uahu  parallel  ge- 
zogenen geraden  Linie  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der 
Bhene  der  4^.yi  liegt,  m  iat  BMh  dMi  PriBci|iion  der  analytischen  « 
Geometrie 

•   (CD, --CD)*   

iqd-l^ljglich. 

taug  a  —  C,Ä)»-|-UWy,^i>,':^» 
^■o  nach  M.»  wie  mß  leieht  ladet, 

95.   tang  A'=(rot=^;^>  .  cos  Ä'. 

Nach 

die  Gleichung  der  Pnjeclion  der  (^nrcb  den  Aafang  der  Coordiaa- 

ten  mit  der  Sternschnuppen -Bahn  parallel  gezognen  geraden  Uhio 

auf  der  Ebene  der 

lit  nno  znvdrderat  i(<<M^*,  also  eos  R  positiv j  ab  ist  ollbn- 

bar  A,  und  folglich  anch  taog  A>  positiv  oder  negativ,  jenachdeai 

in  obiger  Gioichnng  ^,  nad      gleiche  oder  nngleiche  vorseichen 

*••'*'•  * 
haben,  d.  i  --^  oder  *  * 

'       X.    '  ■  •  • 

'^DB^-p^B 

poeitiF  odier  negati?  iai,  und  folglich  nach  9S.'  In  dieaeai  Palla 
offeabar 


tang  A  =  -/?£.^7?.g^'>'  ^ 


Wenn  ferner  It^SiSS^,  also  cos  R  neüfativ  ist,  so  ist  offenbar 
und  folglich  auch  taug  ^,  positiv  oder  ncKativ,  jenachdem  in  obiger 
Gleichung      und  s,  ungleic|ie  oder  gleiche  Voraeiehen  habea,  £i. 

oder      .    *      *  '  5  ■  -.^ 

neffativ  oder  positiv  ist,  uo4  nach  95.  ist  also  in  diesem  Falle 
olnnbar  wieder  .  '  - 

tang  As^-jafz:^;;!  ««■  ä 
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BeMielmoD  Xy  T  die  Coordioaten  dea  ParebaclinitlsjpDnktea  4er 
3terD8chnuDpeD.Bahn  mit  der  Ebeae  der  JPtPn  odm  mt  der  Ebea« 
dte  Aequatoi^}  ao  iat  nach  92. 

'  und  durch  die  Formeio  94.,  96.  and  97.  ist  uuu  offepbar  die  Lage 
«ier  StemscIiDiippeii-IUibii  im  Banaie  Tollatibiilig  beiÜMt 

Zur  Bestimmuttg  tob  JC  wd  T  «iliilt  man  auch  ans  den 
Gleichungen  90,,  min  man  in  denieiben. 4?» ^ ^»  yt=^> 
*,=,0  aetxt, 

qx-^)=iO(r-i?),  • 

Alioiat  *  . 

und  folglich 

oder  .  ' 

md  folglieh 

< 

nndfolgUch  ^^SszEl  ^ 


oder 


nder 
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Die  Grösse  ¥  findet  man  dann  ferner  «ittelst  der  Aasdrücke 

Berechnet  man  die  Hülfiiwinkel  j^»  %  V^i  ^^^^^  Foraeln 


so  ist 


•der 


J^^'^  —  i^  —  ^i)'  i«.eotVt*o«^^i 

Y  >  ^  ^  »in  v>  CQg 

l^^^j  ce»  I  sin 


oad  iolgUck 


d.  i. 


—i^g—— ^  cot  V, 

V  B     t  A      A  \  COS  Vt>  COS  (f  H-V'i) 

CM|  sSn  (v^-v.r 


09« 


oder. 


Dalev  kit  mn  jetxt  snr  Berednang  von  X,  Y  die  Formeln 

V  A     lA      ^  .  «in  V>  cos  ({-i-^^,) 

^  — * ~ eor|  sin     — ^J* 

V  A  ^  ^  COS  ^  COS  + 

 M  — CO«  (f-f-^,) 

swb      —   COS  {  sin  (|^—^,)- 
tetat,  die  Formein 

101.   XrstA^K  sin      TsB—K 9991p. 

Die  kürzeste  Eotfernnng  P  des  Mittelpunkts  der  Grde  von  der 
Stomaebnuppen-Babtt,  oder  die  LKnge  des  von  dem  Hittelpnnkte 
der  Erde  auf  .die  Stern  schnnppen«Balm  gefiUlten  Perpendikels  kann 
man  anf  folgende  Art  (Inden. 

Die  Gleichung  der  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  dnrch  den 
Dnrehschnittspnnkt  der  Sternschnuppen  »Bahn  mit  djir  Bhenn  das 
Aeqsators  gesogenen  geraden  Linie  ist  naek  dem  Obigen 

Y 

102.  p^zss-joftt  ^ 

oder,  wenn  wir 

103.  tangjQss^ 

selMDi  so  sind  vielmehr  * 

104.  y,  Ä*.  tang  i),  «,  asO 

die  heiden  CSieichunffen  der  ki  Bodo  ■tehmidn  Linie.  Wei  Ihnrnr 
MekM.»idOO. 
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iit;  so  pini.  iiaeh  99.  '  . 

105.  y,=a:,  tong  Ä,  ^4  , 

die  Glelcbungen  der  duroli  ÜM  Mittelpunkt  der  Erde  ' fldt  der  Stern- 

sdlBlippen-Balin  parallel  Qrezocrcnpn  c^praden  Linie.  Bezeichnen  wir 
nmi  jeden  der  beiden  180**  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  die 
Sternsclnnppen-Bahii  nit  der  durch  deir  Mittelpunkt  der  Bnie  und 
ihren  Durchschnittspnnkt  mit  der  Ebene  des  Aequators  gezogenen 
Linie  einschliesst,  durch  0;  so  ist  vermög^e  der  Gleichungen  lOd» 
und  105.  nach  den  Principien  der  analytischen  Geoqietrie 

rnif-      '  l-*-taogAtangi^ 

.      .  \/(l-f-tangÄ»)(l  +  tingÄ«+^^)  . 

und  folglich,  wenn  nan  im  Zähler  und  Neuner  mit  cos  ü  cos  Si 
multiplicirt, 

106.    cos  0  =  dbcos  A  cos  (Ä  — Ä). 
Auf  der  Stelle  crbellet  nun  aber,  dass 

P=sb  0  »/iMhT*==fc  X  siD  0  l/l  +  tsog  A% 
und  folglich 

107.  p-=±5HL|jt 

ist,  wo  das  ZeiiAen  imaer  so  genosinep  werden  am»,  dass.  M  p»* 

sitiv  wird. 

,  Die  Gleichungen  92.  der  Sternschnuppen -Bahn  können  nnn 
aneli  auf  folgenden  einfachem  Ansdmc]^  georacht  werden. 

Zuerst  erhUt  man  aus  92.  und  97.  auf  der  Stelle  die  CSlel-. 
chnngen 

(CjO^^C^B)  (y,-l)-t.(Cai^-.€?,iB>si=xO. 
Ferner  ist  nach  94,  und  96.  >       '  ' 

* 

f      CE^  —  €gEss(BE^  ^B^E)  taug 
ÜÄ,  -^B^Ess^  {CB,  —  C^B)  eos  ü  eot  ^» 
und  folglich 

C^,  —  C,J5:=— (C/^,  —  sin  Ä  cot  A- 

Führt  man  diese  Ausdrücke  von  BE^ — B^E  und  CE^t^x^ 
nun  in  die  obigen  Gleichungen  ein,  so  erhält  man 

— Jl  — *i  cos/i  cot  A  =  ö»  yi  -~  ^ — sin/i  cot  A  =  Ö 
oder  • 
108.   .ar,  =  X-1-*|  cos  /2  cot  A>  yi  =  I^-f-^i  sin  i{  cot  As 

welcher  die  Gleichungen  der  Steraachanffieit^BahB  iiudL  JUeh  off» 

hält  man  leic^  .  ' i' 
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109.        nn  M—ft  cm  üas  JC  «üi  ü—  F  ms  A 

Die  GleicboDgeii^er  von  dem  BeobacktOBgsorte ,  dessen  gco* 
centriscbe  Breite  g>  ist,  nach  dem  Punkte  der  Sphäre,  dessen  Rect- 
ascensioo  and  Declination  wir  durch  u  UBd  S  bezeichnet  heben^ 
gezogenen  Gesichtslinie  sind  nach  85. 

•       or,  =^-Ha,  cos  a  cot  d,  y,  =Ä-+-a!,  sin  a  cot  S. 

Bezeichnen  wir  nnn  die  Coordinaten  des  Durcbschnittspunktes  die- 
ser geraden  Linie  mit  der  Sternsebnuppen -Bahn  durch  ^,  1;,  ^;  so 
haben  wir  zur  Bestimmung  dieser  GrVssen  Dach  dem  Vothergehen- 
den  die  folgeoden  GleichungODt 

cos  a  cot     f}=:^-t-C  sin  o  cot 
cos  JR  cot  A>  9=  T+t  HD  il  Ist  Al 

domSB  sich  leicht  . 

III    t  —  itf— X   ^  jf— T  . 

'  CM  «  eol      eos  JC  eot  A ~    tUi  «  cot  <f — «hi  iC  cet  A 

ergiebt  Diese  AnsdrQcke  reichen  in  Vorhiadnog  aut  dan  Potaiela 

1= v#  +  ^  cos  o  cot  (f  =  X  +    cos  H  cot 
q  =  SIR  a  cot  d=  r-l-i;  sin  ü  cot  A 


110. 


112. 
oder 


113. 


X  cos  rt  cot  <f — >4  cos  /?  cot  A 
cos  «  cot  (/—cos  /C  cot  A  ' 

Y  sin  a  cot  tf — ß  sin  /C  cot  A 


sin  «  cot  tf — sin  /C  cot  A 

zur  Bestimmung  der  Coordinaten     17,  ^  hin. 

Beaeichaea  wif  die  lleetasceaäoB  aad  geoceatrn^iie  Brote  des 

Punktes  der  Erdoberfläche,  in  welchem  dieselbe  von  der  von  deai 
Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  Punkte  {^t}^)  der  Sternschnuppen-' 
Bahn  gezogenen  geraden  Linie  geschnitten  wird,  durch  15^  uod/*; 
so  ist  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit 

114.  taaglö^ssi, 

mit  der  Aestimmung,  dats  in  dem  Falle,  wo  ^  und  rj  gleiche  Vor* 
zeichea  habea,  15#  swischea  0  und  90*^  oder  zwischen  180°  und 
270**  genommen  werden  muss,  jenachdem  die  Grössen  ^  und  rj  beide 
positiv  oder  beide  ncg^ntiv  sind;  dass  dagegen  in  dem  Fülle,  wA  £ 
und  11  ungleiche  Vorzeichen  haben,  15^  zwischen  90"  und  ISO® 
oder  swisclien  270*  aad  SOO*'  genomsMa  werdea  mass,  jeaachdem 
$  negativ  nad  V  positiv  oder  |  positiv  und  ij  negativ  ist. 

Bezeichnen  wir  die  geographische  Länre  des  in  Rede  stehen- 
den Punktes  der  Erdoberfläche  in  Bezug  aut  den  Beobacbtungsort, 
dessea  geocoalrische  Bfdie  ^  ist,  als  Anftag  der  lAagea  dnn^b^ 
X»  so  ist 
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iBnacMMi  T'-^  JH***^        negativ  iit,  und  die  ^eographniehe 
"Länge  des  in  Rede  stehenden  Punktes  der  Erdoberfläche  ist  nun» 
wenn  JL  die  geographische  Läno^e  des-  BeobaehtengtortS,  denen 
geoceotrische  fireite  ^  ist,  bezeichnet 

X -I- ;i  oder  Z ;i  —  3Ö0P, 

jenachdem  £t~\~X  kleiner  oder  grösser  als  360®  ist. 

Ferner  erhellet ,  sogleich,  dass  in  yülüger  Allgemeiaheit 

und  folglich,  weil  ^  und  cos  offenbar  immer  einerlei  Vorzeichea 
haben,  tang  /»  aber  immer  dasselbe  Vorzeichea  wie  ^  bat, 

IIS.  tang  M=y  coa  l!k 

Dass  mai^  ganz  ähnliche  Formeln  auch  für  die  Punkte  der  Stern- 
aebmippen-BaJiD,  welche  den  nach  den  Punkten  der  Sphäre,  deren 
Reetascensiooen  a',  6'  und  a,,  ;  a^'y  sind,  von  den  Beobach- 
tin^nrten  cezuii^enen  Gesichtilinien  entsprechen,  entwickeln  kann, 
Tersteht  sich  von  selbst.  •  ' 

§.7. 

Man  kann  das  Sternschnuppen  -  Problem  noch  aus  einem  ganz 
andern  ^Gesichtspunkte  auffassen,  und  dieser  Gesichtspunkt  würde 
eigentlich  der  itrengate  und  aUgeneinete  aein,  von  dem  man  ilber- 
haupt  ausgehen  kann,  weil  derselbe  gar  keine  andere  Voraussetznng 
als  dass  der  Weg  einer  beobachteten  Sternschnuppe  für  die  immer 
nur  sehr  kurze  Dauer  ihrer  Sichtbarkeit  geradlinig  sei,  in  Anspruch 
nimmt,  worüber  wir  hier  nnr  Folgenden  in  der  Kürze  und  bloss 
ganz  im  Allgemeinen  bemerken,  weil  tbeils  im  Obigen,  ibeils  in 
dem  vorhergehenden  Aufsatze  (Nr.  XXI.),  schon  Alles  enthalten  ist, 
was  zur  Ausführung  der  Rechnungen,  die  wir  jetzt  andeuten  wol- 
len, erforderlich  sein  durfte. 

Wenn  man  sich  dareh  die  nahe  Gleichzeitigkeit  der  Beobaeh- 
tnngen,  wobei  §.  3,  zu  vergleichen  ist,  die  Ueberzeugung  ver- 
schafft hat,  dass  io  einem  jeden  von  vier  Beobacbtuogsorten  eine 
und  dieselbe  Sternscbouppe  wenigstens  ein  Mal  beobachtet  worden 
iat;  so  kennt  man  die  Gleichungen  der  vier  von  dienen  Beoba<A* 
tuogsorten  nach  der  Sternschnuppe  gezogenen  geraden  Linien  ent- 
weder nach  15.  in  Bezug  auf  das  System  der  .Tt/z,  dessen  Anfang 
der  Mittelpunkt  der  Sonne  ist,  wenn  man  auf  die  Bewegung  der 
Erde  nm  die  'Sonne  wSbrend  der  Daner  des  Phänomens  gehörig 
Ridtsicht  nehmen  will,  wie  es  in  der  That  erforderlich  ist,  wenn 
man  die  grösste  Strenge  zu  erreichen  beabsichtigt,  oder  nach  10. 
in  Bezug  auf  das  System  der  •2:,yi;Bj ,  dessen  Anfang  der  Mittel- 

8 unkt  der  Erde  ist,  wenn  man  die  Bewegung  der  Erde  nm  die 
lonne  während  der  immer  tfnr  sehr  kurzen  Dauer  des  Phänomens 
unberücksichtigt  lassen  will,  und^  die  Lage  der  Sternschnuppen- 
Bahn,  als  eine  die  vier  in  Rede  stehenden  gegebenen  {geraden  Li- 
nien, schneidende  gerade  Linie  betrachtet,  wird  nun  mittelst  der  im 
vorigen  Aufsatze  vollständig  aufgelösten  Aufgabe  bestimmt  werdta 
können.  Ea  ist  auch  hinreichend,  wenn  man  aus  einem  jeden  von 
zwei  BeobachtttDgsorten-eine,  an«  «iven  dritten  Beohachtnngsorte 
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dagegen  zwei  Beubacbtunffen  einer  Sternschnuppe  Iiat,  und  die 
Lage  der  Uahn  würde  aucii  in  den  Falle,  weoo  man  aus  einem 
jeden  tob  cfrf|i  pef>b»cb|ttD|^»orteB^  xwei  Bepliacfciasgen  einer  Sten« 
schnuppe  hn^  ailtifelst  der  la  TOrigen  Aufsatse  nufgelösten  Aufg:ube 
zu  bestimmen  sein,  wenn  itian  uüf  die  Bewegung  der  Erde  uiu  die 
Sonne  während  der  Zwischenzeit  der  Beobachtungen  gehörig  Rück- 
sicht nehmen  wollte.  Freilich  lässt  die  im  vorigen  Aufsatze  aufge- 
löste Aufgabe  immer  entweder  zwei  Auflösungen  oder  gar  keine 
zu;  jedoch  wird  man  gewiss  in  jedem  einzelnen  Falle  aus  den  hol 
demselben  vorkommonden  besondern  Umständen  zu  beurtheilen  im 
Stande  sein,  Welche  der  beiden  Auflösungen,  wenn  die  Aufgabe 
iberliaiipt  inöglicb  iit,  diesem  Falle  )^Ü1rflprkAt.  Dl'ese  wenigen  Aü- 
dentnngen  werden  hinreichend  sein,  um  nnaere  Aosltht  *)  lUwr  ditf» 
sen  Gegenstand  deutlicn  darzulegen. 

f.8. 

Wir  wolUo  noil' n'octi  i^'igen,  wi<^' man  für  einen  Punkt 'ÜSif 
Erdoberfläche  die  geocentrisrhc  Breite  5p  und  die  LSnr^c  des  nach 
diesem  Punkte  gexogeoen  brdradius  r  aus  der  Polhohe  cu  des  in 
Rede  siekelideil  ruftktei  der  ^rdolierflielie  Bach  niitereir  IJeberzeu- 
gling  auf  die  einfachste  Weise  finden  kann,  da  dfeae  bSden  Ele- 
mente im  Obigen  häufig  irpbrancht  worden  sind. 

Der  Balbmesser  des  Erdäqualors.  sei  a,  die  halbe  Erduxe  sei 

die  <>leie1iBBg  des  dnrcli  den  In  Rede  atefcenden  Punkt  desSrdiiUsr« 

fläclie  gelegten  Erdmeridiam,  wobei  ohne,  weitere  Erläuterung  ao- 
cleich  erhellen  wird»  wic^  daa-.Co«fdinatenayateM  dert^artf.nuftenoM* 
Ld  worden  ist.  '    '       '  '^^  »    .  ' 

Bezeichnen  nun  Jc,  y  die  Coordinaten  des  in  Rede  stehenden 
Punkte*  d«f  j^«beii|jiohe ,  jio  is(j)^«lii  deD  Priuci^len  def  kohem 
Geoaetrie  * 

die  Gleichung  der  durch  diesen  Punkt  gezogenen  Normale  des 
Erdsphäruids ,  und  folglich,  wenn  wir,  was  onenbar  verstattet  ist, 
annehmen,  diu»  die  CoordiiateB'  ^,  y  beide^  poiiHv  idnd, 

ix 

US.  taUg  1»^— , 
Hvn  iit  aber  oifonbar  ■  •  )  "  . 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenaehdem  der 
Punkt  der  Erdoberfläche,  dessen  g^f^ntriscbe  Breite  9»  ist,  in  der 
Bördiichen  oder  südlich«!  VäMW  Isr  iMi»i^itfli«hv.vK«gt '  Mio  int 
nach  dem  Vorhergehenden  .  . 


•)  Diese  Ansicht  vrürde  nur  erst  Oann  vielleicht  weiterer  Berücksichtigung 
Werth  sein,  wenn  es  möglich  geworden  ist,  den  JBeobachtuogan  des 
Stansehnuppen  ein  bdhem  Grad  von  Genspigk^  su  gebeiftir '  ^  - 
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DUforentiiit  mm  aW  die  Caeiehntag  116.,  ao  eiliilt  Bas  , 
Abo  iift  ueh  ISO.         :  •  - 

Setzt  man  die  sog^enaoate  Abplattung  7-——=»^  so  int  — »3 

und  folglich 

122.  taiig9>sd=(l — »)*  tang  a», 

iiamer  daa  obore  oder  anteie  Zeieben  genommen,  jeoaelideB  der 

Punkt  der  Erdoberfläche,  dessen  geoceotrisclm  Breite  ^  is^  Ui  der 
nördlichen  oder  südlichen  FTälfte  der  Erdoberfläche  liegt. 

Den  nach  dem  in.  Rede  stehen.den  Punkte  der  Erdoberfläche 

Sezogenen  Erdradiua  r  kaau  man  nun  auf  folgende  Art  finden, 
reil  nach  119. 

.  '  .     ^y^s^db8P  tang  y  ■  ' 
iat,  80  iat  nach  11^ 

nd  Iblgliek  ü.'  t 

2   g*A*  a^A^  cos  y* 

^  tang  ^^-t-^"«'  ain  ^'-f-^'  coa  9»** . 

Nnn  iat  abet.       '  .> 

f^ss4?*H-y*==4^(l-^t<iibr  S^*)=^'>^*  M^  V^,  .! 

AlMlat 


V'tf»  sin  <p»-i-4*  OOS 
Anch  iit  ...V  -    H  . 


r     ■  * 


Nach  m.  ilt  aber  *  ' " 

a*  «  tiqig  »      I  coa  y  «in  o» 
^»  ~"  *  taug  ^>  ^  *  ain  ■  y  «0» 

md  falfl^lck 

»•  SP*  -4?.^  wn  ^s.jjjj-*-  (cos  cos  (o  =2=  ain  9  sin  w), 
d*L 

•  .  •      •      cos  »        ,  ^ 

AlÄo  ist  najp^i  dem^  Ojhijpjjji.  .  ,  . .  . 
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das  obere  oder  untere  Zeichen  'preDommen,  jcnar.hdem  der  Punkt 
der  Erdo^rfläcbe.  dessen  geoceDtris;cbe  Breite  cp  ist^  io 
lieben  oder  südlicben  H^l^e  der  Erdoberfläcoe  liegt. 


der.  nördr 


I 


«.  i. 


•  t   ••  '  ■  •  • 


.1 


XXIIL 


JJ^jber  das  yoUstäiidige  Yiersei^;  und  vollstw- 

dige  Yiereck.; 

Herrn  D0otor  Rädel  1  ^ 

..  .xa  BerUo» 


OT-. 


•  ;  I  < 


Im  Ld»lSts«o.  «•   Sind  zwei  Gerade  nacb  vier  Punktenpaaren  pro- 

•  '  jectiviscb  und  bleiben  sie  aucb  projectiviscb ,  wena 

mao  in  der  ei^ea  Geraden.  ,die  fteibenfolffe  der 
•Pinkt«  aiiv«riiMl«H  lisst  ,  wilbread  aiaii  in  «nr  an- 
:  : .   *  -  deren  Geratlni  zwei  nicht  unmittirilbir  neben  alnAtt- 

.i!  Ti'/f  •  n      der  liegende  Punkte  vertauscht, .  so  sind  die  vier 
.,i  >;  Punkte,  in  der.  einen  und.  anderen  Geraden  barna« 
;  i  /:     miiefa  liegende' Punkte.    '  : 
;  ,        .  ß,  •Sind  zwei  Strahle nbüscbel  nach  vier  Strablen- 

•  .  paaren  projectivisch  und  bleiben  sie  auch  projecti- 

•  viscb,  wenn  man  io  dem  einen  Büschel  die  Heiben- 
'  folgß  der  Strahlen  unverändert  läsat,  während  man 
*  in  dem  anderen  Büschel  zwei  nickt  nnmittaUbar  ne> 

I  '  '  .  ben  einander  liegende  Strahlen  vertauscht,  so  sind 

die  vier  Strahlen  in  dem  einen  und  anderen  Strak* 
lenbüacbel  barmoniscb  liegende  Strahlen. 
.    BmSia«  o.  Sind  die  GenMien  Jf  nnd     In  BasiakMiff  aof  die 

Punkte  a  und  n',  b  und  V.  c  md  c'»  h  oad  b'  mjectifwek»  aa  iaft 

ob   cb       fl'b'  c'b' 

*  cb  ^      '        ^'^^  l^ttkBt  'dieaelken  Geraden  ji  und  ^  fin 

Q(«Biakan|^<  aof  die  Punkte  «r  und      b  nnd  b',  c  und  ^,  6  vmA 

12* 
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pojeetifud»,  io  k»"  «d.  :0  :         1^  s  ^     Hiersi»  fo^t 

<^f>'       Cb'    a'b'     ,      .     ,„,.,.  .o'b\,  ,Cb\, 

=  ?F   Fb"  Mutiphcation  (^)»  =  (^)», 

also  auch  a  b'  :  a'b' =  (V  :  cV  d.  h.  a\b\       l>'  und.  lolglicli 
giod  auch  a,  b,  c,  b  harmotiiscli  liegend^'  Ponkte/''"      '      7  ^ 

/¥.  Siod  die  Strahlenbtischel  S3  und  S3'  in  Beziebini§^  auf  di«  ^ 
Strahlen  a  und  a\  b  und  Ä',  c  und  r',  ^/  und  </'  projectivisch,  und 
legt  muu  durch  den  ersten  Büschel  die  Gerade  welche  die 
Strahlen  desselben  respectiTe  in  den  Punkten  a,  b,  c,  b  schneidet, 
durch  den  ftüschel  aber  die  Gerade  A\  welche  die  Strahlen 
desselben  respective  in  den  Punkten  a',  b',  c',  b'  schneidet,  so  sind 
auch  die  Geraden  A  und nach  den  Punkten  a  und  fl',  b  und  b',. 
C  und  c',  b  und  b'  projectivisch.  Sind  nun  auch  die  Strahlenbü- 
tchel  SB  und  \&  nach  den  Strahlen  a  und  b  und  ^,  e  und  tiy 
d  und  (V  projectivisch,  so  sind  auch  die  Geraden  A  und  A*  nach 
den  Punklcn  a  und  c',  b  und  b',  c  uud  a',  b  und  b'  projectivisch. 
Hieraus  folgt  nach  (aj,  dass  di^  Punkte  a,  b,  c,  b  und  a',  b',  c',  b' 
swci  Gruppen  hanaoniflch  liegdhde^^Jnnkte  bilden;  folglich  «ind 
auch  die  Strahlen         e^  'd,  8o\wie       ^,  tf^  d'  harmooMch  lie- 

Sendc  Strahlen.  ■  , 

.  Lehrsätze,  a.  Die  Endpunkte  einer  jeden  Diagonale  eines  volt« 
»tiodigen  VitiMeita  bHden  mit  deo  DnidiaehBitti.' 

{»unkten  dieser  Diagonale  und  der  beiden  anderen 
)iagonalen  des  Vierseits  vier  harmonisch  liep^ende 
Punkte,  und  zwar  sind  die  beiden  ersteren  und  die 
^  beiden  letzteren  Punkte   harmonisch  zugeordnete 

Punkte. 

Je  zwei  gt^genüberstchcnde  Seiten  eines  vollstän- 
digen Vierecks   bilden    mit  den  Verbiodung-slioien 
des  Durchschnittspuuktes  dieser  beiden  Seiten  und 
der  Durchschnittspunkte  der  beiden  andere  Paare 
gegcriüherstehendcr  Seifen  des  vollständigen  Vier- 
'  ' '  '  '    ecks  liarmonisch  liegende  Strahlen  und  zWar  siad 
:  di^  beiden  ersteren  Seiten  und  die  beiden  letzteren 
Ve>bhidangfltfBied  hennoDiach  zugeordnete  Gerade. 
Beweise  u.    Betrachtet  man  in  dem  Vierseit  I  II  III  IV  (Taf.  II. 
Fig.  1.)  die  beiden  Dingohalen  fl  b  c  b  und  o'  b'  f'  b',  so  sind  sie 
nach  den  Punkten  a  und  a.Vb  und  b',  c  und  c'j  b  und  b'  perspectivisch, 
well  lie  ihren  perspectivisclHsn  lfittelpattkt  in*'1B  haben.  DieBelbea 
Dias^onalcn  sind  aber  auch  n.lch  den  Punkten  a  und  c',  b  und  bV 
c  und  a',  b  und  b'  perspectivisch ,  weil  sie  für  diesen  Fall  ihren 
perspectivischen  Mittelpunkt  in       hüben;  folglich  sind  a,  b,  c,  b 
und  o',  bV('>  b'  harmonisch' liegende  Punkte  (1.  xe.).   Auf  dieselbe 
Weise  IXaat'eieh  abe^- der-Sats  auch  filr  die  tfiStte  Diagonale  be- 
^reisen 

^  '  Botrarl.tet  man  in  dem  Viereck  I  II  III  IV  (Taf.  II.  Fig:.  2.) 
die  Strahleubüächei  a  b  c  d  uud  a'  b'  a'  d\  so  sind  sie  nach  den 
Strahlen  m  aäd       b  'aiid'^$  ^  Und  <dy  d*  perspectivisch, 

weil  sie  ihren  perspectivischen  Durchschnitt- ih':^  haben.  Dieselben 
Strahienhüschel  sind  aber  aoch  perspectivisch  nach  den  Strahlen  a 
und  dy  b  und  L\  c  und  a\  d  uud  d\  denn  sie  haben  für  diesen 
'Fall  ihren  perspectivischen  Dtirchach'nitt  in  A*\  folglieh  sind  die 
Strahles      b^e^^d  lataAfVtf^  ^  ä^,  d*  har»oiiiadi'  liegtifll%  lltiilH 
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weisen. 

Anmerkun^^.  Der  unter  (1)  mits^ptlicihc  Sutz  dürfte  um  so  be> 
merkenswertker  sein,  da  er  ganz  allgemein  das  \  erhältniss  angiebt, 
weichet  deo  harmoiiiieh  liecendeD  Ponkteo  «od  Geraden  in  Be- 
ziehung auf  die  projeekiiriaelien  Punkte  und  Strahlenbuacliel  zu- 
kömmt. Er  fülirt,  wie  -nir  gesebcn,  zum  einfachsteu  Beweise  des 
Lehrsatzes  (2)  und  weist  diesem,  welcher  in  der  neueren  Geometrie 
eine  m  bedentende 'Rallt  ' nielt,  atine  etgendielie  Stelle  in  der 
letsteren  uu 


XXIV. 

Von  der  Projection  der  Figuren  in  einer  und 

derselben  Ebene. 

Von  dem 
Herrn  Doctor  Rädel! 

.  ra  ^erlin. 


Poncelet  hat  in  seinem  berühmten  Werke  Propri^t^a  pro.* 
i^cti?ea  des  ügvrea  nacb  Monge*!  Vorgang  die  mjeeHon  der 
Tigiiren  dazu  angewandt,  uoregelmässiffe  Figuren  auf  regelmässige 

zuriickzuniliron  und  dio  Eigenschaften  der  ersteren  aus  den  leichter 
zu  ent\«ickeludeu  Eigenschaften  der  letzteren  abzuleiten,  indem  er 
s.  B. 'aus  den  Ecken  einer  beliebigen  gcradlinigten  Figur  nach  ir« 

Send  einem.  Punkte  ansierbalb  der  Ebene  gerade  Linien  zieht,  die 
adurch  entstandene  Pyramide  durch  eine  neue  Kbene  dergestalt 
schneidet,  dass  der  Schnitt  eine  einfachere  Figur  wird,  als  die 
yrsprUnfflicbe,  und  nun  die  Beziehungen  dieses  Vielecks  aus  den 
Ei genscnnften 'des' Durchschnitts  ableitet.  Wie  man  sieht,  werden 
hie^ardi  stereosi^iscbe  Betrachtungen  eingeführt,  welche  der  ur- 
sprünglichen Figur  und  ihren  Ei{renschaften  an  und  für  sich  fremd 
sind,  und  es  schien  mir  nicht  uninteressant  zu  untersuchen,  ob  der 
Durchgang  durch  die  StereonMtrie  nicht  ganz  nnd  gar  rermieden 
werden  konnte.  Die  Möglichkeit  ergab  sich  daraus,  dass  die  zu  pro- 
jicirende  Ebene  und  die  Projectionsebene  jeden  beliebigen  Winkel 
mit  einander  bilden  können  und  dass  man  diesellien  also  nur  um 
ihren  Durchschnitt  zu  drehen  hat,  bis  beide  Ebenen  auf  einander 
Jallea. —  In  der  That  hahe  ich  meinen  Zweck  auf  einfachem 
Wege  erreicht  und  Resultate  gewonnen,  deren  Entwickelung  ich, 
Wf  nn  sie  auch  mcht  neu  sind,  wenii^stens  noch  nirgends  so  elementar 
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g »lesen  baBe.'  Da  sieb  dieseir^Hien  der 'Geom^tiie  ttberdiM  Tonder 
eometrin  uoserer  Zeit  ganz  absondern  lässt  und  in  meinen  Be-  .  - 

trachtunocen  eben  so  einfach  ist,  als  diese  letztere,  so  lialte  ich  ihn 
um  so  mehr  für  geeiguet,  hier  mitgetbeilt  zu  werden,  als  sich  da»' 
,  durch  mancher  Lehrer  bewogen  fiimen  dürfte,  vermittelst  desselbed 
seine.  Schüler  mit  den  hauptsächlichsten  Resultaten  der  neaei'en 
Oeömetrie  bokannt  zu  machen.  Man  begreift  loi<  lit,  dass  sich  nicliC 
alle  Anwendungen  dieser  Lehre  hier  ausgeführt  linden,  der  Selbst- 
lerocnden  willen  glaubte  ich  über  in  der  Entwickeluug  der  Priuzi-  ' 
pien  etWBB  ausfiilirlicber  sein  sn  d&rfen.  .    <<  k 

Von  der  Projeetion  d«r  gArndlinigten  Figaren. 

L  Erklärung.  Wenn  irgend  eine  vidseilige  Fignr  a    C  b 

dcrp;cstalt  p^ezcichuet  ist,  dass  ihre  Ecken  in  den  Strahlen  einen 
Sf rahlenbüschels  a  b  c  ä  zw  liegten  kommen,  so  sas^t  man,  die  Fi- 

gur  und  der  btrablenbüschel  liefen  persuectivisch  und  jede 
cke  der  Figur  entspreche  demjenigen  Strahl,  in  welchen  sie  hegt, 
jede  Seite  der  Figur  aber  demjenisren  Winkel,  welchen  die  durch 
ihre  End|)utikto  ereilenden  vStraliien  ^es  iStrablenbüschels  mit  einander 
bilden.  In  Taf.  II.  Fig.  entsprechen  sich  also  a  und  r/,  b  und 
c  und  c,  b  und  d\  so  wie  ab  ui^  ^  {a6) ,  ac  und  (ac),  ab  und 
b^  und  Z.  (^)«  bb  und  Li^ä),  cb  und  L{cd)  perapee- 

tivisch. 

2.  Aufgabe.    I^s  sind  drei  Strahlen  eines  Strahlenhiischels  und 
eiu  l)reieck  geffeben,  mau  soll  beide  Figuren  in 

Serspectivische  Lage  bringen,  dergestalt,  dass  je- 
em  gegebenen  Strahle  eine  g^ebene  Bcke  dei 
Dreiecks  entspricht. 
Analyse.  Ist  Taf.  11.  Fig.  3.  1^  c  der  Strahlen  büschel  und  a  b  c 
das  Dreieck,  sind  a  nnd  «,  b  und  c  und  e  entsprechende  Stiicke, 
%phtt  derjiMiige  Punkte  yon  welchem  nnf  die  nach  b,  c  gezoge. 
Ticn  Strahlen  einen  dem  »,  ^,  c  coiigrueoten  Stralilenhüscnel  biU 
4eu,  su.mus«  3^,1,  ia^der  Peripherie  eines  Kreises  liegen,  welcher 
^ber  der  Sehne  oh  ein^n.  Penpheriewinkel  gleich  \ab)  hat  und 
!^tia<der  Peripherie  eines  anderen  Kreises,  welcher  iiber  4cr  Sehne 
ac  einen  Peripheriewiukel  gleich  L.{ac)  hat.  DenuiachV Wird  X 
also  im  Durchschnittspunkte  beider  Kreise  liegen.  '  '  '  * 
S^usÄtze.  a.  Jedes  beliebige  Dreieck  kann  mijt Jeden  be- 
liftbigen  drei.  Sttrahlen  eines  Sträblenbüschels  perspectivisch '  gelegt 
werifen  und.  zwar  so,  dass  jeder  beliebige  Strahl  des  Strahlenbu- 
schcls  joder  beiicbigeo  Ecke  des  Dreiecks  entsprich^,  .ab^r  nur  anif 
aim  einzige  Weise.  "      '     '  .,    *   "   "  ...    . . '  . 

o.  Eine '  mehrseitige  Figur  lässt  sich  qqr '  unser  hnsAnueren 
Bedingungen  mit  den  Strahlen  des  Strahlenbüsch<Qli  perspec^ivis^ 
legjBii  i^nd  zwar  auch  in  diesem  Falle  nur  auf  e|ne  einzig^e  Art. 

...c,  2wei  Dreiecke  (oder  zwei  mehrseitige  Figarenj  können  nur 
anf  xwet  ycnchiMe»»  Arten 'mit  den  Strahlen  des  Sfrahle'nbüscheUi  * 
perspcctlvisch  g«|Bgt  werden,  wenn  jeder  Strajbl  des  Sträblen- 
büschels einer  gec^ebenen  Ecke  entsprechen  soll;  und  zwar  einmal 
so,  dass  beide  Dreiecke  (oder  mehrseitige  Figuren)  entweder  auf 
derselben  Seite  des  Durchschuittspunktes  der  Strahlen  oder  auf 
V^cbie^cnen  Seiteil,  de&selhny^  liegen. 

4.  Erkläruiig.  Liegen  sWei'Dreiecke  mit  ein  nnd  de'miu'- 


uiyiii^CQ  by  Google 


I 


183 

hm  fittnlikibiidiel  perapeetmtck,  lo  sagt  nuui,  die  IMMke 

gen  unter  sich  perspectiviscb;  betrachtet  die  drei  BdctB  des  t 

eioen  Dreiecks  als  Projectionen  der  drei  Ecken  des  anderen, 
und  die  drei  Seiten  des  einen  Dreiecks  als  Projectionen  det 
ini  Seitea  det  mimm  IMecktw  Des  MktdMiiikt  im  8tnkl«i- 
Haefccls  nennt  MB  dien  Anfanffspunkt  der  Projection. 
S.  LelirMts.    Liegen  zwei  Dreiecke  perspectiv  1  sch ,  so  Hecken 
die  Durcbschnittspunkte  ihrer  entsprechenden  oei- 
ten  in  einer  und  derselben  deraden. 
Beweis.   Sind  (Ta£  Ii.  Fig.  4.)  a  I»  c  und  a'  b'  c'  die  beiden 
Dreiecke,  welche  dergestalt  liegen,  dass  (\c\',  bb',  cc'  sich  in  dem 
Punkte  ä3  schneiden,  so  sollen      ß,  a  als  respective  Durchscbnite 
,  Ton  ab  und  a'b',  ac  und  a'c',  bc  und  b'c'  in  einer  und  derselben 
Geraden  liegen. 

Man  ziehe  durch  b  ba"  parallel  mit  b'a'  und  bc''  parallel  mit 
bV,  verbinde  a"  mit  c"  und  verlängere  diese  Verbiodungsliaie,  so 
wie  at,  bis  sie  sich  in  ß'  schneiden,  ziehe  endlich  bß'*   Es  verhält  . 
■icb  nmm 

§Bb  :  f&h'  =  ba"  :  bV  =  ba"  :  bc"  und  da  überdies  vermöge 
der  Parallelität  L  a"bt"  =:  L  o'b'c',  so  ist  auch  oTlf' djp  a't'*  Weil 
nun  bc"  =^  c'a  und  c"C>      i'ßt  so  verhält  sich 

ti*  t  fc'aasfb  :  fasdbcb  i  -tß^.  aleo  tiiid  die  Sebeiteldreieeke 
biß  und       ikalicli,  mithin  b^=t=a/?.    Hlbeuso  ist  bß^z^mywi  ' 
folglich  liegen  y  in  einer  und  derselben  Geraden. 

Lehren  In*   Liegen  zwei  Dreiecke  in  einer  Ebene  dergestalt, 
dass  die  drei  Durcbschnittspunkte  der  Seiten  des 
•    einen  Dreiecks  mit  den  Seiten  des  anderen  Drei-' 
ecks  in  einer  und  derselben  Geraden  liegen,  so 
liegen  die  Dreiecke  pcrspectivisch;  je  zwei  und 
zwei  Seiten,  welche   einen  Durcbscbnittspunkt 
biMen»  lind  entnpreeheade  Seiten  und  ikre  End- 
punkte entsprechende  Ecken. 
Der  Beweis  ergiebt  eich  aebr  leicht  aus  der  Umkehrang  dea 
verhei|^ehenden. 

7.lBrkiatang.  Die  Gerade,  in  weleher  die  Ddrebtchnitti. 
nnnkte  der  e«lapf«elenden  Seiten  zweier  perspectivisch  liegenden 
•  breiecke  liegen,  nennt  man  den  Durchschnitt  der  Projection. 
8.  Zusätse.  «r.  Ein  Proiectionssystem  ist  festgestellt  1,  durch 
awei  perspectiriadi  Hegende  ifireiecfce,  2,  dnreh  drei  Strahlen  eines 
Stoahlenbüschels,  zwei  ursprüngliche  Punkte  mit  ihren  Projectiuns- 
pnnkten  und  die  Richtung  des  Durchschnitts  der  Projection,  3,  durch 
den  Anfangspunkt  der  l^rojection^  den  Durchschnitt  derselben  und 
einen  urs|»riin^licben  Punkt  nebst  seinem  Projectionspunkte. 

b.  Sind  in  Taf.  II.  Fig.  4.  in-!  drei  Strahlen  a,  b  und  e  eines 
Strahlenbüscliels  l)Czichliob  drei  Punkte  a,  b  und  c  als  ursprüngliche 
und  drei  andere  a'  b'  und  c'  als  Projectionspunkte  gegeben ,  so 
kann  mau  dies  als  ein  Proiectiuusbjstem  ansehen,  iudem  mun  ab 
nnd  €(V  se  wbe  oc.und  oft  nia  nn  den^lDnrahachaittepnnkten  ^  nnd 
verlängert  und  durch  die  Punkte  y  und  ß  den  Dursbsdmitt  A  der 
rojection  legt.  Zu  jedem  neuen  Punktet  Tn  irgend  einem  Strahle 
d  des  Strahlenbüscheis  iindet  man  dann  den  Projectionspunkt,  iu- 
deai  »na  b  nit  einem  der  ursprünglichen  Punitfe  n>B.  a  Terhln- 
dllf»  dfo  Verbindungsliuie  ba  bis  zum  Durcbsclinitt  der  Projection 
firlilBget^  dieaea  PnrrJiscbnitiipink».  d  mt  dem  Prejecüonsiiankte 
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cl'  des  urs{>rÜDglichea  Puokies  A  verbindet  und  die  VerbiDdungrsIinie 
bis  zum  Durchscbnitt  mit  dem  Strabi  il  verlängert.  Dieser  Durch« 
scbnittspunki!  tt'.  ist  alsdann  der  FrojectionspunlU  des  jp^g^ebene» 
Pniiktes  b. '  •  1  ' :  .  ••     *  •  «^'^»      ••  •  •*  "  • 

Anmerkung.  Wlire  üft' Liaie^d'  pai»U«i  d«m  Strahle  </,  a6 
würde  daraus  hervorgeben,  dass  der  Punkt  b  keinen  Projections- 
pankt  hat,  oder,  dass  für  das  zu  Grunde  liegende  Projectionssyslem, 
wie  man.  zu  sagen  pflegt^  der  Projectionspunki;  von  b  im  Unend- 
lieben  Hegt.  . 

c.  Iti  einem  jeden  fest{^estellten  Projectionssysteme  hat  jeder 
gegebene  Punkt  nur  einen  einzigen  Projcctionspunkt,  welcher  mit 
ilim  in  demselben  Strable  liegt  .  Jeder  Punkt  d^s  Durchschnitts  der 
ProjcctidD  «b«r  Sit  zugleich  «ein  eigener  Projeetionspunkt;  s»  wie 
.jeder  Strahl  der  Richtung  nach  sein  eigener  Projectionsstrabl  ist 

ff.  Betrachtet  man  in  einem  Projectionssysteme  die  Projections- 
ttunkte  ois  urs|rrün|^liche  l'uukte,  so  sind  die.  ursprünglichen  Punkte  '* 
diB.'ProjeetioDSpuoktt  »dieser  letsteree.-   ■    '  a  : 

tf.  Alle  Projcctionspunkte  der  Punkte  eioer  und  derselben  Ge- 
raden bilden  crieicbfalls  eine  Gerade,  und  umgekehrt:  liegen  die 
Projectionspunkte  mehrerer.  Punkte  in  .einer  Geraden,  so  liegen  die 
Punkte  selbst  in  einer  Geraden,  '  ,  f.  . •    .4-  ,  . 

/.  Um  eine  Gerade  zu  projiclren  hat  man  nur  zwei  beliebige 
Punkte  derselben  zu  projicureiu  ub4  diese •  P^jeetioDS|NMkte.  mit 
einander  zu  verbinden.  .  *  !v  : 
"  g:  Eine  Gerade  und  ihre  Projection  werden  durch  jeden  durch 
'  deb  Anfangspunkt  der  Projection  gebenden  Strahl  dergestalt  ge- 
schnitten ,  dass  der  Durchscbnittspunkt  der  erstereil  den  DüTCh- 
■ebnittspunkt  der  letzteren  zur  Projection  hat. 

't.  9.  Zusätze,  a.  Die  Praiectionspunkte  von  vier  harmonisch 
K^endfenaiPiiokteD  sisd'wiederom  vier^-hMioiMt^  liegende  Paukte; 

6.  Projicirt  man  vier  hacmonisch  lie^^ende.  Punkte  dergestalt, 
dass  die  Projection  eines  dieser  Punkte  in  die  Mitte  der  beideu 
anderen  einander  harmonisch  zugeerdoeten  Punkte  fallt,  so  fallt 
die  Projection  des  Tieiten  Punktes  ins  Uneudliche. 

c.  Projicirt 'aum.  Tlnr-barmoolsch  liegende  Punkte  dergestalt 
dass  die  Projection  eines  dieser  Punkte  ins  Unendliclie  fallt,  so 
fällt  die  projection  des  demselben  harmonisch  zugeordneten  Punk^, 
tu  in  die  Hitfe  der  Projection  der  beiden  anderen  Punkte. ' !  > 

d.  Lassen  sieb  vier  Punkte  einer  Geraden  dergestalt  projiei* 
ren ,  dass  die  Projection  des  einen  dfrselbcn  in  die  Mitte  der  Pro - 
jectionen  zweier  anderen  und  die  Projection  des  vierten  Punktes 
ins  Loendlicbe  fällt,  so  sind  die  vier  ursprüngUcben  Punkte  barme- 
nisch  liegende  Punkte,  und  der  erste  und  Tierte,  ae  wie  derrsweitiBi  , 
und  dritte  Punkt  sind  einander  harmonisch  zug-eordnet. 

10*  Lehrsatz«    Der  Durcbschnittspunkt  zweier  Projectionsgera- 
den  ist  der  Proiectioos^uukt  des  Durchschnitts-. 
.    .  pnuktei  der-heideo  projicirten.  Geraden. 

Beweis.  Ist        die  Projection  von  ctb  und  ^b'  die  Projec- 
tion von  cb,  so  ist  c'  der  Projcctionspunkt  irgend  eines  Punktes  . 
sowohl  der  Geraden  ab  als  auch  der  Geraden  cb,  weil  er  in,aV> 
und  yb'  liegt,  folglich  ist  ft  der  Projectionsponkt  tou  e  nfailHmth» 
sehnittspunkt  von  ob  und  cb. 

11.  Zusätze,  a.  Schneiden  sich  drei  oder  mehrere  Geraden 
in  eii)em  einzigen  Punkte,  so  .aclineiden  .sich  ihre  Projectionen 
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ridehMb  in  ^iaM  «iMig««P«Bkt9.tlBdlDSfttketat:  •eto«idiig  sich 

die  Proj^lioBeB  dreier  oder  mekrerer  Geraden   in  ^liiifiM  i  mnd 
gen  Fuukfc,  so  ifiboMAeB  wUk  dk  gerade«  .MlWt  Mb'«iMM;  eift^ 
zigen  Punkte.  .   .  ,  < .!    .j; .  . 

'  '6,  Die  FNjeelMfMB  ra«vier  baMMmiieh  liegenden  Oeraden 
nid  gleicbfalla  ▼ier-  ttfa^niach  liegende  Geraden  und  umgekehrt  t 
liegen  die  Projectionen  von  ?ier  Oemte  bamoniMli^  MÜegeadie 
Geraden,  ^selbst  harmonisch.  •    •  « 

Projicirt  man  viec  harmonisch  ikgtede  Geraden  dergestalt» 
das»  die  Projectionen  .irgend  zweies  «laindar  baaMonkReii  xngeord^ 
neten  Geraden  auf  einander  senkrecht  zu  stehen  kommen,  so  bilden, 
die  Projectionen  der  beiden  anderen  Geraden  mit  jeder  Projection 
der  hciden  ersteren  gleiche  WinkeL 

.  "d.  Projicirt  aian  fiar  hanaoBlnalk  llcgaad«  CaiwisD  datyaitate^ 
dass  die  Projectionen  irgend  tweier  einander  jbarmonisch  sugeord* 
neter  Geraden  mit  den  Pfojectiooen  der  beiden  anderen  Geraden 
g4eidie  Winkel  . bilden  ,  su  stehen  die  FrojecUoneA  der  beiden  er* 
alnea-Ccnidta^anf  emanier  taalüMckit. 

.'«i  'Ifasscn  nch  ^  ier  Strahlem.iines  Straklenbüsehels  dergtstalt 
projieiren ,  dass  die  Projectionen  zweier  derselben  auf  einander 
senkrecht  stehen,  und  die  ProJectionen^  der  . beiden  anderen  Geraden 
mit  «lenaii  4m>  WMan  «niareii  .|^ielia.  Winkel  bjlden,  so  sind  es 
vier  barmaMach  liegende  StrakMiv«lid  dia  kaidan  «ntao  Md  dl« 
kaiden  letzten  sind  einander  harmonisch  zugeordnet. 

12w-  Anfgahe.    In  einem  beliebigen  Strahl  eines  gegebenen  Pro» 
jectiunf^systcms  denjenigen  Punkt  zu  ünden,  des- 
sen Projection  im  Unendlichen  liegt. 
Analyse.   Ist  Taf.ll.  Fig. 5.  das  gegebene  Projcctionssystem,  ^ 
der  ^»-ewähite  Sirahl  und  p  derjenige  Funkt  desselben,  dessen  Projec- 
tion  im  ünemUichcn  liegen  soll,  so  muss,  wenn  man  (a  dergestalt 
«•rikngert^  data  aa  ji  im  ^-jekatfidat.jaad  dwck  i».  «ad     dia  Uaiai 
))'  zieht,  diese  Linie  mit  d  parallel  sein.   Da  nun  der  Puakt  a'  mit 
dem  Projectionssystem  gegeben  ist,  so  ist  hierdurch  die  Richtung- 
Ton  Ii',  so  iria  «uck  die  von       mit  bestimmt,  folglich  auch  der 

Pankt  jr* 

Zusatz.  In  einem  jeden  gegebenen  Projectionssysteme  existirt 
ttr  jeden  Strahl  ein  Punkt,  dessen  Fr/ajectiop  im  Unendlichen  Hegt. 
13.  Lehrsatx.   Liegen  die  Projectionen  zweier  Punkte, einer 
•  *  ■  Geraden  im  Unendlichen ,  so  liegt  Jiw  Projec- 

. tioB  eines  jeden  anderen  Puaklaa  diasar  {Gaiai*. 
den  gleichfalls  im  Unendlichen. 
Beweis.  Liegen  die  Projectionen  zweier  Punkte  einer  Ge- 
raden im  Unendlichen y.  so  liegt  die  Verhiudungslinie  dieser. Iteideqi 
ProjaoteMtt  iknr  gaaxaii  Ricklmii^  naek  im  Onandlickea,  waU  ai« 
nicht  durch  den  Anfangspunkt  des  Proiectionssystems  gehen  kann. 
Es  wird  folglich  auch  jeder  Punkt  der  ursprünglichen  Geraden 
seine  Projection  im  Lnendllchea  haben,,  weil  diese  sich  in  einer. 
Garada»  befiadat,  dta  ikrar  giMin  tiektaBg- naek  lai  Onaadlick«« 
Kegt.  .  , 

Zusatz.  Liegen  die  Projectionen  dreier  oder  mehrerer  Punkte 
eines  Projectionssystems  im  Unendlichen,  so  liegen  die.Pmiktja 
salbst  in  einer  and  derselben  Geraden.  •  ^  , 

....  14.  AttfgakOi  einen,  gegebenen  Projectioossysteme  (Uej^-. 
■iga  Garada  sn  conatraifa«)  daran  Projaetion  in  Unandlicken  liegt. 
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.   >    Atteljie.  hl  flM'il.  Fig.  5.)  pw.die  irerianffte  GeMde,  m 
masaen  die  Projectiooen  vom  ^  nod  n>  in  Gbeodli^en  d^gen  und 

ist  dieses  der  Fall,  so  hat  jeder  Punkt  Von       seine YrojectiiNi 
im  Unendlichen.    Hieraus  bestimmt  sieb  ftt)  nach  (12.). 

Zusatz.   In  einem  jeden  gegebenen  Projectionssysteoie  giebt 
es  eine  md  zwar  nur  eine  einzige  Gerade,  |Mrallel  mit  den  Ihireh-  • 
ichnitte  der  Projection,  deren  Projection  im  Unendlichen  lieg-t. 

15.  Aufg'ube.  In  einem  Projectionssysteme  ist  die  Richtung 
des  Durchschnitts  unbestimmt  gelassen,  man  soll  denselben  so  be- 
■tinncüi,.  4aM  'dle  Pr«je«^ii  eines  gegebenen  Ponktei  in  Unend- 
lichen liegt. 

Annryse.  Ist  Taf.  II.  Fig-, 5.  das  gegebene  Projectionssystem, 
sind  ab.  und  a'b'  bis  zum  Durcbschnittspunlct  y  yerlängert,  so  muss^ 
dli^gwodite'Diitfebeehfnltt  der  Plre^eetfion  Jt  dvrch  y  gehen.  lat  femer  w 
f^-'iitt  Pmiktv  dfltsen  Protection  im  Unendlichen  hegen  soll,  zieht 
jlUin  verlängiert  j^a  bis  zum  Durckischnitt  y  mit  A  und  verbin- 
det  endlich  ^  mit  a',  so  muss  diese  Verbindungslinie  paraUel 
mit  dem  Strahle  b  sein,  in  welchem  Hegt,  nierdnicn  ist  z>» 
nächst  die  Lage  von  |)'  und  dann  vermittelst  des  Durchschnitts 

•  derselben  mit  jrn  ein  zweiter  Punkt  9  hetlanntt  durch  welchnn  die 
Gerade  yf  g^leichfalls  gehen  muss. 

*  16.  Zusätze,  «r.  In  jedem  Projectionssysteme,  in  welchem  die 
Richtung  des  Dareliachnitts  «nheatinnt  gelaaa«v  hrt,  ÜMtncb-dieM 
Richtung  immer,  aber  nur  auf  eine  einzige  Weise  dergestalt  be- 
stimmen,  dass  die  Projection  eines  beliebig  gegebenen  Punktes  im 
Unendlichen  liegt.  ' 

ö.  In  einem  jeden  ProjectionssTsteme ,  in  welchen  die  Rlch- 
tnnf'dnn  Dnrchsehnitts  4er  ProjecmiB  niibestimmt  gelassen  ist» 
kann  Ulan  diese  Richtung  immer,  aber  nur  auf  eine  einzige  Weise 

'  dergestalt  bestimmen,  dass  die  Projectioneu  zweier  gegebenen  Ge-  ' 
fndten  Btorallel -i^nd,  indem  msii  die  Projection  des  DurdisehilittBr 
dieset  &^radeu  ins  Unendliche  fallen  lässt. 

c.  Schneiden  sieb  drei  oder  mehrere  Geraden  in  einem  einzi- 
gen Punkte  und  sind  die  Projectioneu  zweier  dersciben  parallel» 
so  sind  die  Projectionen  aller  purallcl.  / 

'  d,   Kind  die  PrAjiietioiMBft  dreier  oder- nelirerer  Geraden  in  ir- 

gend  einem  Projectionssysteme  pamliel»' SO"  schneideo  sinb  'dCese 
eraden  in  einem  einzigen  Punkte. 

17.  .Aufgabe.    In  einem  ProjectionssTSteme  den  Durchschnitt 
der  Pirojection-  dergestalt  ^m-  bettinnen,  «iass  die  Projection  einer 
'gcgehenen  Geraden  im  Unendlichen  ]i|^« 

Analyse.  Ist  Taf.  II.  Fig.  5.  das  gegebene  Projectionssystem,  fl' 
die  Projection  von  a,  und  tm  diejenige  Linie^  deren  Projection  im 
UnendticbcW' liegen  soll,  j#  enditeh  wo  verlangte  noch  inibokminto 
Ltge  des  Durchschnitts,  so  muss  der  Dnrchschnittspunkt  von  |pa- 
nYid  die  Parallele  aus  a'  mit  dem  Strahl  ^  in  ^  liegen;  ebenso 
muss  der  Dnrchschnittspunkt  von  toa  und  die  Parallele  aus  a'  mit 
#nn  Strahle  ä  in  ./j^  lieaneo.  <0s  nun  die  Lage  heider  Parallelen, 
so  wie  die  der  Verbinonngslinien  ((i  und  na  als  bekannt  ange» 
Aonmen  werden  kMoiij  oo  laast'iiok  aocb  dte  Lngo:vofe  'utf  bo» 
stininen. 

.  Anmerkung.    Schneiden  sich  ;a  und  die  Parallele  aus  a' 
adi  den  StiMe  ß  Iii     so  luNiit  man  die  Lage  voir'wi  uwli  dn-  , 
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dnrch  bestimmeii,  iktM  «an  dnrcb  ^  eine  Parallele  dufck  rio  lieht 
(14.  Znsatz.). .  . 

18.  ZuäStse.  I»;  Ist  ie  einem  ProjectiwMifrteta  üe  Lay 

des  Durchschnitts  der  Projeetion  unbestimmt  gclassea^  so  kann 
man  dieselbe  immer,  aber  nur  auf  eine  einzige  Weise  dergestalt 
bestimmeo,  dass  die  Projeetion  einer  beliebig  firegrebeoeB  Geraden 
»8  üoevdHdi«  fMtt. 

6.  Ist  in  einem  Projectionssyateme  die  Lage  dea  Dor^admitte' 
unbestimmt  gelassen,  so  kann  man  dieselbe  immer,  aber  nur  auf 
eine  einzige  Weise  dergestalt  bestimmen,  dass  die  Projeetion  eine* 
beliebig  ge^ebenea  Tiereckb*  all  PWrälMagvMMi  wird,*  iadamaatt 
die  Protection  der  Durchscbnittsponkte  der  ge|i;eiilib«nitabeMfoa  Sei* 
ten  des  Vierocks  ins  Unendliche  fallen  lässt.  ' 

Als  Anwendung  dieser ■'neorie  mögen  Torl&afig  folgende  Bei», 
spiele*  dienen. 

LeVirabt«  1*   Die  tilfdpnnkte  einer  jeden  Diagonale  eines  toII* 
stäiiidigen  Vierseits  bilden  mit  den  Durchschnitts- 
punkten dieser  Diagonale  und  der  beiden  ande- 
'   '    '      '  ren  piaffonalen  des  Vier»eits  vier  harBiooisch  lie- 
>  g^nit  ninkte,  md  «war  SMd  dla  bttidi»  «NlaMa 
und  die  beiden  MieM  bmaviaeb  CMmfaela 
"  Punkte. 
Ueweis.  Man  projicire  (Taf  II.  Fig.  1.)  das  vollständige  Viereck 
1  II  III  IV  dergestalt,  dasa  die  Pr^eetion  Von  fSa'f&^  ein 
Parallelogramm  wird.   Alsdann  fällt  d|e  Projeetion  von  b' 
in  die  Mitte  von  S323',  die  Projeetion  Von  b  aber  zugleich 
mit  den  Projectionen  ?ou  a  und  c  .ins  Unendliche,  folglich 
sind  f&,  h'/  f8,  1>  in  angegebener  Reibenfolge  harmonisch 
liegende  Punkte  (9.  Zusatz  r/.). 
Lebraats  2.   Je  zwei  gegenithersteheBde  Seiten  eines  vollstän- 
,       .  .    ^  digen  Vierecks  bilden  mit  den  Verbindungslinien 

■ ,  .  -      •     .  dea  Durchscbnittspuoktes  dieser  beiden  Seiten  und 
der  Dnrebächnittspuukte  der  beiden  anderen  Paaret 
,  •  ,  '    •  .    gegenüberstehender  Seiten  des  vollständigen  Vier- 
,  .  ecks  harmonisch  liegende  Strahlen  und  zwar  sind 

die  beiden  ersteren  Seiten  und  die  beiden  letzte- 
ren Verjbindnngsliaieigi  barmonis«^  angeordnete 
Strahlen. 

Beweis.  Man  projicire  das  Viereck  I  II  III  IV  (Taf.  Ii.  Fig.  2.) 
dergestalt,  dass  seine- Projeetion  ein  Parallelogramm  wi^d,  alsdann 
fallit  die  Pr9jectiQn,  t<^ii  «  in  die  Hilfe  Ider  FtojeelkiB-  tob  II  nnd 
m,  ireÜ,  die- ÜPrajection  von  aß  duren  den  Dbrobscbnittspunkt  der 
Diagonalen  des  projicirten  ParaUelo^rainm«!  gehen  muss.  Die  Pro- 
jeetion von  y  fällt  aber  ins  Unendliche^  folglich  sind  II,  a,  III,/ 
m  der  angegeheueo  Reihenfolge  harmonihch  liegende  Punkte  (9. 
Znsats  djf  und  mitbin  aueb  «,  o,  c,  d  barmönisch  liegende  Stnblen 
ond  zwar  so,  dass  a  dem  c  und  /j  dem  d  zugeordnet  sind. 

Lebraats  3.  Werden  zwei  Geraden  von  drei  oder  mehreren 
Strahlen  eines  Strablentms^beLi;  ^eschip^tteo ,  und 
Terblndet  mu^  die  wadUieitigeB  DnrebseMika- 
pankte  mit'  einanddrV'Mi^ilegen  die  Darchsebnittfl- 
ilv*  I  >  punkte  der  entspreehenden  Verbindungslinien  mit 
dem  Durchschnittspunkte  der  beiden  Geraden  in 
einer  nid  ÜerMibaft^GerddeD. 
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Mt'.iBeiirelfl.'  8M(3MIL  Fig.  6.^  ^iiiid     di«>eidra  Gw;M«»i#^. 

6y  c  die  Strahlen  des  Strablenbüscheis,  und  man  projicirt  die  Fig^r  der-, 
l^stnlt,  dass  accV  zur  Projection  ein  Parullelog-rnmm  erhält,  so  wird 
auch  bb'y  .W)bü  es  mit>  den  ^trablep  a.un4  o  den  Funkt>B  g-em^ui^cliafit- 
lieh  kttl,  sw!fPrAjMli«tt  <iiw;C<iwi<»  Mwn  pac^^el  ist 

(16.  Zusatz  c^).  Es  werden  folglick  die  Projeetioneat-VAP  ß*  f  ^  ^ 
l)urchschnittspunkte  der  Diagonalen  hei  Parallelogrammen  zwischen 
den  jDarailelen  Pfojeotionep  voo  .ac  Uftd  aV  gleidven,  Abstand  haben^ 
4ir  rN|ecttoo.von  S3'  aber ^ wind  ine  Unendßche  faUen,  al^p  liegen 
4ie  J^rojectiornen  von  a,  ß,  y  und  33'»  folglich  auch  a^' y  nnAiQ* 
aalbst  in  einer  und  derselben  Geraden  {H.  Zusatz  e.)^ 

'  .  Anmerkung.  Der.  lungekfibrte  Satz  Iji^st  sieb  aHf,.äbnUche 
Weise  darthun,  .      •  ..•  *  j 

'L)llita«ts'.4i.;;Liegen  von  den  sechs  Ecken  eines  Sechsecks  drei 
und  drei  abwechselnd  in  zwei  Geraden,  so  liegen 
i     .   ■    •  •  .   die  drei  Durchschnittsponkte  je  zweier  gegen- 
i.<:-       ,  überstehenden  Seiten  in  eine^  und  derselben  Ge- 
11...        .nNl0M>''-t      •(*  ■>■    ,  '    'Ur  ' 
Beweis«  ist  (ü^  ll.  Fig.  7.)  ABCBEF  das  in  Rede  stebeadt 
Sechseck,  in  welchem       C\  E  in  einer,  J?,      F  in  einer  anderen 
Gerades  liegen»  .«.q  projicire  man.  dieses  SecMeck  in  abcdef  derge- 
stalt^ dass  «ft  parallel  de  nnd  he  parallel  ^  wird;  ieimeideii  sieh 
M»  «109  «ad  oifM  k^  'M»  \0ty  wi:^  parallel  dS»  ist» ' 

Pld.  winl     parallel  ^ist,'  -./•'; 

ke  X  /bc  zssÄf  :         '  • 

also 

Ära  :  kcz=ijef  \  kd^ 

folglich  cd  paralkl  fa.  Ks  liegen  also  die  Projectionen  der  drei 
Punkte  p^,  /  im  Luendlichcu,  fulttlich  diese  Punkte  selbst  iu  einer 
tiiiid 'derselben  Geraden  (Ie3.  Zusatz.). 

u Jwebi^'tiitiS  5^  Schneiden  sich  von  den  sechs  Seiten  eines  Sechs* 
-^jUIM  ooLi'  '  ""^  abwechselnd  in  zwei  Punkten, 

■\^i^t ^3^^„1  •  80  schneiden  sich  Uie  drei  Verbiuduufrsliuien  der 
^i^nU-ibs^ux   u    ^e.e^e^«^bd^ü>.iE:cken  in   einem  einsiirea 


B|r^^]|dj  Es       (Taf.ll.  Fig.^    AßCDLr  Aüls  gegebene  Seclis- 
'^,!'    seit,  in  wel<;hem  sicl^  die  Seiten  1,  3,  5  im  Punkte  G  upd 
'        G  im  PhnM  JT  sMm^n:  P^ojidt^  moÄ  m  mä 
Seclisseit  dergestalt  iu  ubcdef^  dass  die  Projectionen  von 
~  G  uud  H  ins  llneiidliche  iallcn,  und  schneiden  sich  oc/und 

\  ,  \  ybe  in  *,  so  ziehe  man  ir,  welche  die  de  in  k  schneidet 
v"         ,  ;  und  verbinde  c  mit  /*.    Weil  uuu  de  parallel  La  ist,  so 

und,  wdrÄ>ii*4ller  teist,  =  •  • 

also,  weil  überdies  oocb  mdz=zcb  und  T^as^ist,  auch 
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Hua  kt  aller  dt  parallel       »Im      ^  ^ 

mitliiu  ^;  •  lt..':    .   i  .  • 

:      =  cd  :  efy 

folglich  liegten  t,  r,  y  ra  einer  und  derselbeti  Geraden,  oder  ad, 
l*e  und  c/*.  scbueideo  sich  in  eioem  und  demselben  Punktei.  Da 
Bin  «Ifeie  arer'tBeradeii  P^oJ^ctioDeD  von  ABy  BE  ^t(  Cf  Awi^ 
so  schneiden  ^ch  ancli '  Aeto  in  efneiii  und  deaui€lbco'  FadkM  Jr 
(11.  Znsatz  a?\. 

(Diese  Betrachtungen  werden  fij)ätec|>\o  fortgesetzt  werdeo.) 


•■  •  -       • .      .  .      •  .\\\ 


xxy. 


Bemerkungen  za  dem  Aufsätze  III.  im  Archive 
d<$r,BlatfveiiiL  imd.Phys.  L  Tlieil,  1.  U\^t  > 

*  •  Vott  deÄ      •         *'  * 

KoMisbr  Dr.  Mettslidig' 

*         '  •  • 

.. . .  -  : 


V  ' 

•  •',  "f  ]■■    :        f     ,.  '  •       .,  •  » .  .  :  vt     r  -  'v.  'ifiii 

Die  Tojfi  Herrn  lVofe8soi[>  Hr;  Qriftf eVt  gegebene '  Attfltfsung 
der  quadratischen  Gleichung-  ist  zwnr  ^innt^Trh,  aber  nicht  diä'kar« 
Beste.    Folgende  möchte  sich  ip  dieser  ijyisicht  emjnfej^eo.     .    ,  ^ 

H^se.4|e  ^ua(|rat;scbe  Gleichung"  -  •  ~    .  .>  i   .  . 

a:*  H-        —     =  0   ^ "  - 

,  (#-f-V^*»-M»)  irrSetere  -  BMfN9 

SeUe  tg  2sp  =      so  wird  tsfä^TÜ  v    : . 

_ '  2  sm  y  OT  »  <|>i:,»  ^      gy.  ^  y 

.    .     cos  2o.     *  cos  9  .       cos 2»  *  cos«' 
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» 

b  .  '\ 

Diese  Gleichungen  tg  2gp  =  —  und  a^'s=h  .  tg  9  or"  == 


sind  gewiss  die  bequemsten,  welcbc  sich  aüfßndcn  lassen. 


s  folge  das  im  Archive  berechnete  Beispiel.   Dafür  ist    '  ••im 

Man  lasse  sich  nicht  verleiten,  den  letzten  Ausdrack. äb^ialuii" 
cen;  er  ist  so  am  besten,  wie  sich  gleicl^  ergeben  wird.   ,  . 

....log  Ä»=  1,2006710    .    .t«  'S 

•     '  •      log  /*=  2,0631006-1        J  • 

:      log  x=  0,8624296J  "  ' 


4-  :<?  .  log  ~=z  9,00518-49  —  10 

 -log  tg  29  =  10^1682500  —  10 

:.logtg9>=  0,8540589-^10 

 log  ^=3  0,45529^  ..^. 

....  log  — A!^=3  0,74531f60.;.<. 


...29>ss71.12.30,82 
....  9=35.96.10,91 
....d^=  2,852052  .  .  . 
. .  * .  07^=— 5,563865  . . . 


Die  zweite  und  dritte  Zeile  werden  zuerst. hingeschrieben,  nach 
oben  subtrabirt,  dieser  Rest  durch  2  divjidirt,  wodiircfa  die  vierte 
Zeile  enitsfelil  n.  s.  w.  Wftre  *  nfch^  ab  dTe '  Stelle' wo  es  steht 
gebracht,  so  hätte  man  et  DOf^  einmal  schreiben  Bfisteiiy  deduUb 
ist  auch  der  Werth  von  tg  2^'  nicht  abgekürzt. 

Es  wird  kaum  zu  bemexk^n.  oötlug  Mip,  dassiHr  die  Grand- 
gleichung       •          *      '  ^»  ^  ^  . 

;v*  — 2«r;r— 'a*=0, 

woraus  a/=i-^^-^  also  die  grössere  Wunel  positiv  trird 

und  a^"  =  —  b  tg  gp  also  die  kleinere  Wurzel  negmtlT  wird» 

die  Auflösungsart  ganz  dieselbe  wie  oben  bleibt. 
'   Für  die  GrundgleicbuBg  ....  or^ -t-2aa:|-i-^' ?=j0  '  '. 

erkftlt  «an  i»4-Va*  — 

Hier  «f  tat  man  si&^sc<^,^Wdarcli  4^^=-^  tg  jpiiod  d^^^j^r^ 
Irtrden. 

Endlich  entstehen  aus  der  GrundgleichuDg.,.  .or' — ^2a;ii>-|-^'=0 
die  WuiaelB.  ^  = « -ti-  Vd*  — ^       _     7  "  .  . 

welches  die  dämlichen^  jedoch  positiTe  Resultate  im  yergleicli  mit 

den  vorigen  giebt. 

Ich  habe  diese  Auflösung  überall  da  recht  nützlich  gefunden, 
WO  ich  geometrische  Aii%ab'eirdadurch  zniiisen  hatte;  um  sie  aber 


-       >  httide  Wurzeln  uegatiT.  '* 
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bniiMkbarer  sn  aMben,  wäre  w-  Mir  bMMM,  üit  icn  tnffo^ 
nometrischen  Fanktionen  noch  die  TaDgVDtCH  Srilie  lialbBii -Wi«» 
kel  gleich  .nebeo  den, j;«iisen_xii  habeo.  .... 


XXVI. 

  *  ' 


Mr,  C.  J.  D.  Hill, 

Prof.  des  matb.  a  l'untversit^  de  Lund. 


Les  Table«  ordinaures  ne  donaent  que  sept  d^cimales.  Or  il  se 
tr9Vf%  sQBveDt  «111*00  M  bwiB  ^  teblet  plM  ^tee^vet^.  tt  .vtat 

S*on  donte  de  rexactitade  4*iin  ebilfre  de  ceux,  qui  s'y  lroa?«Bt. 
ins  ces  cas  les  formules  suivantes  seront  d*un  erand  iisa^e. 
Soit  77  le  rapport  de  la  circonference  au  diametre,  et  ^=11^  15' 

(on  9=sO,l^  d*apr^s  U  divisioa  Bomrelle)  et  tff  un  angle  dpna^ 

dant  i*are  correspoadant '^r  C**^  ^li^  ^  ^  «it 

pa6t  qae  -Ar  (oa  bianr  t<5*  37  a»»ss:ofom).   .  . 
'  d«a  ipoaa»  ob  ann^  le  aiaat  da 


Cette  formute  alg^brique  tres  simple  et  m6me  rationelle  rcpr^sente 
la  fotiction  sinus  (reput^e  jusqu'ici  sl  transcendante)  a  un  degr^ 
d'exactitude  remarquable ,  puisque  oq  trouve  eo  employant  les  d^- 
TaloppeaealB  eoBaas  que  la  eorracCiaii  qu'il  fiiot  y  appliqaar  est 

enviroii  =  1^3^^  +  etc. 

On  peut  aussi  ia  v^rifier  par  aa  e^cmple  nun^rique.  En  effet, 
•oit^rsdD,!,  aC  cette  fanaale  doaaera  Sin  (0,1)==0,0^98334166468284, 
et  cette  valear  ne  diff^rera  de  Ja  Ta)eur  juste  (trouv^e  par  Interpo- 
lation on  autremeot)  qne  de  deux  Uiiit^a  dans  la  dcrniere  place  d^- 
ciaiale.  .  Dans  les  limites  präsentes  eile  doone  ainsi  quinze  chifirea 
exaetes.  En  y  joignant  aoae  let  fonaalea  «oaaiiefl: '  ■  * 

OB.  raaijplacera  lea  ftabka  trigoBom^triqoes  a  XV  d^malei  complet* 


t 
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tm-yi  k  5400  DdaiHqiKictlMMi  f&e  vn»  MvUiUe  »  huil'SMliiMt« 


r 

Cm,  ^)  . 

Sio.  (rjp) 

1 

2 
3 
4 

0,98078  52804  03330 
0,92387  95325  11287 

0,83146  90 123  02545 
0,70710  07811  865  i8. 

6,i950(>  03230  16128 

0,38268  34323  65090 
0,55557  02330  19602 
0,7Q7.10  67811  86548 

7 
6 
5 
4 

Sio.  (r'y) 

*  Cos.  (r'y) 

r 

Et  CB  y  nppliquant  les  formules  pr^c^dentet,  on  tronrün  le  tins 
d*On  aogle  quclcnnque  ä  quinze  dpcimales  exuctes. 

81  l'on  se  cooteut^ru.  «le  ^111  decimules,  on  employera  cette 

formule  plus  simple  CotiiWp  js^         {l-r^t^ßfi^t  U  ci||^tioD 


est  s=-f 


.   Dans  une'  approximation  plus  rude  on  se  con< 


3  i 


•  2  3 


tenten  des  formules  Sin.  «=dr  (^-~  15)^  ^e=a(l — 

sovt  plnff  iy»plica|}les.,ai^.l49g^t|j)^e9^^jJU|.  |bn|ii^  ic^li|«Me 
TaMT*  Jp—-' '  '       1  denno  enidore  Mi  HiiAes  -eneti,'  lots^ie' 


^=sO^=:h  on  ^«"ssll«  18' 


Au  covtraire^  si  les.fsiietiovs  teuf  donndM^  ob  troofeni  l*are 

etirrespoudunt  moyenteMi^.-|iinrpelSte  tkXH»  &ik*lMjgiknihik^''iiäk«tt^ 
(L)  4*epr^"  la  formule 


Are.  Tang.  (a:)==2.  . - 

Qu^on  demande  p.  ex.         k  XV  chiffres  exacts: 

.  '   E6sor.^==:. 0,027397  260273;' 9726  -»««'^ 

"     *  =0,000000  000192  9503  v. 


n-i    / '>lj»/l>g!iiis-- «,013699*  487094"  0572  ' "  *"'^:!  . 

l  u  V  ?  ^   ..,Popc^^=o,oji?07^71a^^  ui"uoiid 


•V   /  ^^-_i.£.    3024     g352  a:»  +  204,8  ar« 


<•.!»■ 'i'-H'J'  IM- 
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4  S  1 


iP.  =  (H- et  15»=  (1 vir 


;   15 

soat  eaeei«  ir^  etaetee,  pBieqw  le§  cerrectioM  tont  j^j^ .  et 

plus  snif4eii,iwiM  eile  ezige  ne  coh^od  hb  peo  plus- gnade 
(+  .  4P^+»)*  Ntemoioe  «He  donnc  Aro.8iii.((tl)edD,100167*4IO, 
Ott  U  aaaqee  ttoins  qa*ane  lutl  decimale  da  IX«  erdre. 


XXVIL 

lieber  die  Bestimmung  der  Anzahl  der  ver- 
scliiedenen  Arten,  auf  weiche  sieb  ein  :^ecl£ 
dnreb  Diagonalen  in  lauter  mecke  zerlegen 
Iftsst»  mit  Bezug  auf  einige  Abhandlongea  der 
Herren  ljam<i,  Rodrigues,  Binet,  Catalan 
und  Duhamel  in  dem  Journal  de  Math^mati- 
ques  pures  et  appliqu^es,  publik  par  Joseph 

Uouville.  T.  III.  IV. 

.  Von 
dem  Herausgeber. 


In  den  Novis  Commentariis  Academiae  scientiarum  iroperialit 
Petropoittanae.  T.  VII.  p.  203  findet  man  eine  Abhandlung  von  Seiner, 
in  welcher  derselbe  eine  recurrircnde  Auflösung:  für  die  folgende,  nach 
eener  eignen  Angabe  iha  von  Enler  BitgeMilte  Aa%nbe  giebt: 

StiUI.  13 
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Die  Anzahl  der  vcrscliiedeuen  Arten  zu  bestimmen, 
•nf  welehe  sieb  ein  beliebiges  Vieleeic  4«Hb' Diagona- 
len in  Dreiecke  zerlegen  lässt. 

In  dem  Summarium  Dissertationum ,  quas  continet  novornm 
Commentariorum  T.  Vll.  ,wird  bei  der  Angabe  des  Inhalts  dieser  . 
Abbsndliing  erinneK,  dass  a  sasinio  oiiodaBi  Geonetra  *)  die  Be- 
merkung gemacht  worden  sei,  dass  die  von  Segner  berechnete 
Tafel  mir  bis  zu  dem  Funfzehneck  richtig  sei,  und  zugleich  wird 
ohne  Beweis  eine  schöne,  von  demselben  grossen  Geometer  gefun- 
dene ganz  independente  Formel  xnr  Auflösung  des  in  Rede  sieben- 
den Problems,  so  wie  aucb  eipie  bis  sma  Fnalaadsiraaiigeck  be« 
rechnete  Tafel  mitsrctheilt. 

In  neuester  Zeit  ist  diese  Aufgabe  von  den  Herren  Lam^, 
Eedrigues,  Biuet  und  Catalan^  so  wie  auch  in  gewisser  Be- 
siehung Ton  Herrn  Duhamel,  wiedisr  anfgeBonnea«  und  die  Un- 
tersuchung vorzüglich  darauf  gerichtet  worden,  genügende  Beweise 
für  die  von  Eulcr  gegebene  ganz  independente  Auflösung  zu  fin- 
den, wobei  jedoch  nicht  unerwähnt  bleiben  darf,  dass  die  Herren 
'  Bin  et  and  ^atalaa  auf  ganz  versebledenea  Wegen  aneb  sa  einer 
bis  jetzt  noch  völlig  unbekannten  Relation  gelangt  sind.  Alle  die- 
sen Gegenstand  betretende  Abhandlungen  findet  man  in  dem  Jour- 
nal de  Math^matinucs  pures  et  appliquees,  publie  par  Joseph  Liou- 
,  Tille,  T.  III.  et  Iv. 

Der  vorliegende  Aufsatz  hat  aoa  saaächst  den  Zweck,  die  ge- 
nannten Herren  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass,  was  denselben 
völlig  entgangen  zu  sein  scheint,  schon  ein  älterer  trefflicher  Mathe« 
.  matiker,  Nicolaus  Fuss,  in  den  Novis  Actis  Academiae scientiarum 
iniperialis  Petnipelitanae.  T.       p.  243.  eine  weit  allgemeinere  Auf- 

fabe,  die  ihm  nach  seinereignen  Angabe  von  Johann  Friedrich 
faff  vorgelegt  worden  war,  augelöst  liut,  nämlicli  dir  Aufgabe: 
Die  Anzahl  der  verschiedenen  Arten  zu  bestimmen, 
anf  welcbe  sieb  ein  »eck  dnreb  Diagonalea  In  lauter 
ateckc  zerlegen  lässt. 

Die  von  Fuss  für  diese  allgemeinere  Aufgabe  gegebene  Auf- 
lösung, welche  ebenfalls  nur  recurrirend  zu  der  gesnchten  Grösse 
gelangt,  will  ich  jetzt  in  der  Kürse  mittbeilen/ 

Zuerst  ist  klar,  dass  nicht  jedes  iMok  dnroh  Diagonalen  in 
lauter  mccke  getheilt  werden  kann,  sondern  dass,  wenn  dies  mög- 
lich sein  soll,  zwischen  den  Zahlen  u  und  m  eine  bestimmte  Re- 
latSon  Statt  finden  ainss,  und  man  mrird  sieb  doKb  eihe  gans  ein« 
fiicbe  Betrachtung  sogleich  überzeugen»  dass  nur  entweder  »  =  ei^ 
oder«  indem  fc  eine  beliebige  positive, ganze  Zabl,  die  Null  eiage- 
schlossen,  bezeichnet, 

«=3(«-.l)-h/:(»»  — 2)  +  (/«  — l)  =  (i(r-l-2)ai  — 2(>&-l-l) 

sein  kann.   Aus  der  letztet  Forael  erhält  man  «ssss  für  itssn^l^ 
und  CS  kann  also  nur 

«  =  (/r-t-2)     — 2(X:  +  1) 

sein,  für  ^  =  —  1,  0,  1,  2,  3,  4,....   Setzt  man  ^-|-2;=s,  also 
"Xr-f-ls=:» — 1,  so  kann  nur  ... 


*)  Auf  jdku  FsIl  Suler. 
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seiD,  für  1  =  1^  2  3,  4,  5, . . d.  h.  für  jedn  poiitiv6  «dm  i, 
»t  AoMchliim  der  Noll.  s  « 

Aus  der  MndiliiDg»  dmdk  wricke  mi  m  den  Pofnels  * 
«der       (it 2)  •»  —  2  (>t  + 1) 

Ar  ^=0,  1,  2,^5,  4, . . ...  gelangt,  geht  zugleich  auch  unmittel- 
bar  bervor,  den  die  Anzahl  der  Diagonalen,  irelehe  sor  Zerlecuntr 
des  «ccks  in  lauter  »wecke  erforderlich  sind,  respectivc  0,  it-f-f 
-  uod  Uass  die  Anzahl  der  «wecke,  welche  man  dadurch  erhält  re- 
apective  1,  A+2  ist.   Setzt  man  also  allgemein  ' 

'»  =  (/t-f-2j«»  — 2(^-f.l) 

ftr  X-  =  — 1,  0,  1,  2,  3,  4,  ,  so  ist  die  Anzahl  der  zu  der 

Zerlegung  dm  «eeks  m  lauter  «ecke  erforderlichen  Diagonalen 
aligemeiu^+l^  und  die  Anzahl  der  «ecke,  welche  mau  durch 
diese  Zeriegnng  erhält^  »t  allgenein  j|+2.  Wird  also 

S'J^^'  *i  ^>  ?»  •  •  •  gwetat,  ao  iit  die  AaiaU  der  zu  der 
^rtegang  des  «ecks  in  lauter  wecke  erforderlichen  Diaironalen 
aügemein  t-1,  und  die  Anzahl  der  mecke,  welche  aan  doreh 
diese  Zerlegung  erhält,  ist  allgemein  i,  -«.«««a 
Wir  wollen  nnn  für 

d=l,  2,  3,  4,  5,  .... 

i!^!^"K*'*It^/'*^l!?8.*"  i^'  entsprechenden  Vielecke  in  lauter 
^eke,  d.  h,  die  Ansabl  der  Zerlegungen  eines 

«ecke,  (3«i-2)eeks,  (3si--4)ecks,  ...  |Ä»-(2i~2}jecks 
m  lanter  Meeke,  respectire  darck 

-r^,,  ^^3,  . . .  y/, 

bezeichnen,  und  wollen  zuvorderst  bloss  eine  Winkelspifze,  die  im 
betPUt"**"  werden  mag,  eines  |f*^2i— 2)jeck8 

Aus  der  Winkebpitze  A  lassen  sich  offenbar  zwei  Diagonalen 
unsers  jt«  -  (2#  —  ajjecka  ausziehen,  ron  deren  jeder  dasselbe 
m  ein 

«reck  uud  ein  \{i—l)m  —  (2#  —  4)jeck 

j^etheilt  wird.  Da  nun  ^i,  die  Anzahl  der  Zerleirungcn  des  entern 
m  lauter  «ecke,  die  Anzahl  der  Zerlegungen  des  letzternin 

lanter  Mocke  ist;  so  ergehen  sieb  bierans  offenbar  2^,  Zer- 
legungen unsers  |#«  -  (2*  —  2)}ecks  in  lauter  sseeke. 

^on  der  Hinkelspitze  K  aus  lassen  sich  ferner  zwei  Diairona- 
fcn^unsers       — (2i  — ijjecks  ziehen,  von  deren  jeder  dsMelbe 

■  • 

(2m— 2)eck  und  ein  {(*  — 2)    —  (2i  — ÖJjeck 

^etheilt  wird.  Da  nun  ./^  die  Anzahl  der  Zerleguniren  des  erstem 
in  lanter  snecke,^^^  die  Anzahl  der  Zerlegungen  des  letztern  in 
laaler  Mecke  ist:  so  ergeben  sich  Ueraas  o&nbar  2J^  Zer- 
iegaogan  ünsei«  |^si-l2<— 2)|ecks  in  Jaatar  ancke. 

18  • 
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« 

Ferner  lassen  sich  tm  4er  Wtokelspitae  K  ans  zwei  Diagona- 
len unsecs  |lss — (dl— -$){eekt  siekea,  von  4eren  Jeder  danelbe 
in  ein 

(3m  —  4)eck  nnd  ein  | (<  —  3)  m  —  (2t  8)|eck 

gcthcilt  wird.  Da  nun  die  Anzall  der  Zerlegiinp;nn  des  erstem 
in  lauter  wecke,  Ai—\  die  Anzahl  der  Zerlegungen  des  letztern  in 
luutcr  mecke  ist;  so  ergeben  sich  hieraus  'iA^  Ai—9  Zerlegungen 
unsere  {Iw  — (21 — 2)(edt8  in  lauter  «racke. 

'  Ist  nun  t  eine  ungerade,  also  die  Anzahl  i  —  1  der  zur  Zerle- 
gung unsors  {im  —  (2#  —  2)|ecks  in  lauter  wecke  uöthigen  Diago- 
nalen eine  gerade  Zahl;  so  wird  man,  auf  die  obige  Weise  fort- 
gehend, isimer  endlich,  anf  swei  Ton  K  anstehende  Diagonalen 
kommen,. Ton  deren  jeder  unser  |tsi— (2t-^2))eek  in  ein 

t4(t— 1)«— (d— 3)}eck  nnd  ein  |l(t  +  l)as-^(l-«-l)|<HiiL 

getheilt  wird,  und  da  nun  A^i—iy  die  Ansaht  der  Zerlegungen  des 
erslcrn  in  lauter  wecke,  A^^i^y  die  Ansahl  der  Zerlegungen  des 
letztern  in  lauter  wecke  ist,  so  ergehen  sich  hieraus  , 
A^{i+\}  Zerlegungen  unsers  \im — (2«  —  2)]ecks  in  lauter  mecke.  , 
Wenn  dagegen  i  eine  gerade,  also  die  Ansahl  i-^l  der  inr 
Zerlegung  unsers  \im  —  (2i  —  2)(ecks  in  lauter  stecke  nöthigev- 
V Diagonalen  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  wird  man,  auf  die  ohige 
Weise  furtgehend,  immer  endlich  auf  eine  von  A  ausgehende  Dia- 
gonale kommen,  von  welcher  unser  {im  —  (2i  — 2)|eck  ii^  swei 

[lim  —  (/■  —  '2)|ecke 

getheilt  wird,  und  da  nun  Ay  die  Anzahl  der  Zerlegungen  dieses 
Uf'of  — (I — 2))eek8  in  lauter  «teeke  ist,  so  ergeben  sich  hieraus 
uf|(*  Aii  Zerlegungen  unsers  |fm>— (SU — 2)|ccks  in  lauter  wecke. 

Die  Anzahl  aller  auf  die  ohige  Weise  sich  ergebenden  Zerlen  . 
gungen  unsers  [im  —  (2/  —  2)|ecks  in  lauter  wecke  ist  folglich 

2.4,  .4i-i^2ui,  Ai-9-^%d,  ^»-•,-i-...  +  2^K^D 

oder  .  .. 

jenachdem  *  eine  ungerade  oder  eine  gerade  Zahl  ist,  und  also» 
wie  leicht  in  die  Augen  fallen  wird»  iiir  jedes  gerade  oder  un- 
gerade i 

Ai  Ai-i  +  A^  Ai-2  +  A,  A{-i  H- . . .  4-  .^i,  2  A^-^-  Ai-i  A^ , 
oder,  mit  Uiilfe  eioer  leicht  verständlichen  ahkttrzenden  Bezeichnung, 

iDa  nun  im  —  (2i  —  2)  die  Anzahl  der  Winkekpitzen  unsein 
\itn  —  (2/  —  2)jecks  ist,  die  oblircn  Betrachtungen  sich  aber  oSbAf 
bar  bei  jeder  einzelnen  Winkelspitze  anstellen  lassen  j  so  ,  ist 

I*— («-2)1  ^i;:;!"!!^. 

die  Anzahl  der  sich  auf  die  in  Rede  stehende  Weise  ergehenden 
Zerlegungen  .unsers  |MRir-(2i  — 2)|ecks,  und  es  trägt- sich  nun 
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bloM  noeb,  ob  unter  dieMo  ZerleguDfen  nkht  viellmdit.  Identiiehe 
Yrnkommn,  welcbe  Frage  anf  »Igäde  Art  beantwortet  werden  . 
kann.  • 

Denken  wir  uns  irgend  eine  bestimmte  Zerlegung  UDBere 
\im'^('Zi  —  2) {eckt  In  lanter  «leeke;  so  erscheint  dieselbe  In  der 
obigm  Aufzählung  offenbar  in  BezHg  auf  eine  jede  der  4n  ihr  vor* 

kommenden  Dingonalen,  d.  h.  weil  die  Atizalil  dor  zu  der  Zerle- 
gung uq^ers  \im — (2i  —  2)|ecks  in  lauter  ///ecke  t-rforderlichen 
Diagonalen  «  —  1  ist,  i  —  1  Mal.  Ferner  ist  aber  x.  U.  die  Diago- 
nale ICfe  sowohl  bei  der  Wiokelsj^tKe  A*,  als  auch  bei  der  Win- 
kelspitze //  in  Betrachtung^  oder  sowohl  von  A"  uucb  als  auch 
von  /y  nach  A  gezogen  worden,  woraus  sich,  in  Verbiuduner  mit 
dem  Vorhergehenden,  ersiebt,  dass  die  in  Rede  stehende  bestimmte 
2Sei*egung  nasers  Itsa — T2i~2)le€kt  in  lanter  Meeke  in  der  obi-  ' 
gen  Aufzählung  2(t  —  1)  Alal  vorlLOBimt,  und  da  dies  nun  natariieh 
von  einer  jeden  solcben  Zerlegung  gilt,  so  ist  klar,  dass 

(\ic  Anzahl  der  wirklich  von  einander  verschiedenen  Zerlegungen 
unsers  {im  —  (2i  —  2)tecks  in  lauter  «necke,  oder  dass,  vreü  nach 
deai  Obigen  die  Ansabl  dieser  Zerlegungen  dnrek;  jig  beieieb- 
net  wird,  ' ' 


u—t     *Mi,jr«<-t"^  ^ 

1  » 

ist 

Aus  diraer  Formel  ei^ben  sieb,  da  offenbar  ^1=1  ist,  die  ^ 
folf^oiiden  Gleicbnngen  wr  Berecbnnng  der  Grössen       <^s>  -^t» 

m'      Ttm  —  *  j  ^ 


1, 

2M  — 

2 

2 

Sf»  — 

4 

4 

km  — 

6 

e 

5»i  — 

8 

g  n.  w. 


oder 


2nt  — 

2 

2 

SM  — 

4 

4 

6 

~ir 
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5m  — 
—  8 

8 

^. 

Gm  — 

10 

—  10 

7m  — 

12 

4eM  GcmCs  gsM  4eitli«h  Tor  Avoen  liegt 

Mit  Hälfe  dieier  Gleidungen  bat  Pvis  die  folgende  Tefel 
berecluMt 


• 

«1  =  3  1 

m  =  4 

m  =  5 

1 

1 

1 

1 

2 

8 

4 

3 

5 

.  12 

22 

4 

14 

55 

140 

5 

42 

AMT  A 

273 

969 

6 

132 

1128 

7084 

7 

429 

7752 

53820 

8 

1430 

43263 

420732 

9 

4862 

.  246675 

3362260 

«»=:0 

«1  =  7 

OT=8 

1 

1 

1 

1 

2 

5 

6 

7 

3 

35 

•  51 

70 

4 

2S5 

506 

819 

5 

2530 

5-481 

10472 

6 

23751 

628:?2 

141778 

7 

231880 

749398 

1997688 

8 

2330445 

9203034 

28989675 

9 

23960355 

115667310 

430321633 

Wenn  man  ans  den  obigen  recarrirenden  Formeln  die  Grössen 
Ali  j4t,  ......  naeb  der  Reibe  eDtwickeU,  so  er- 

llftlt  mau  ohne  alle  Scbwierigkeit 

-^.  =  1, 
j      m — 1 


-  (w  —  1)  (3w  —  4) 
^•s=  itg  * 


Digitized  by  Googl 


199 

V 

^.  I)  (4m  — 5)  (4a»-6)    *  .       ■  ^ 

^    ^*  —  1.2.3  ' 

*.  ^  ^  (w  —  1)  (Sm  —  6)  (5//<  -  7)  ptot  — »8> 

1.2.3.4  ^»  ,  » 

u.  s.  w. 

wmM  Man  durch  luduction  schliesst,  dass  allgemein  f&r  t^2 
^  _^  (1  —  1)  (tm—J—^)  (im  —  »•  —  2)  (im  —  i  —  («w— 
"^'"^  1.2.3.4  U  —  1) 

ist,  und  es  würde  nun  darauf  ankommen,  diese  von  Fuss  nicht 
angeffebene  ffanz  independente  Formel  allgemein  zu  beweisen, 
wdcMt  Ston  SD  ciirar  toAt  imiiittWMMte»  Cnteniicbuag  geben 
dfiifie.  Für  4s=zl  iwd  is=%  ist  nach  den  Obigen. 

•SatM«  wir  lai  — (Sl— 2)a%'  eo  eriialAen  wir 

# 

und  folglich  «  =  »  —  2  für  «»  =  3.  Also  ist  UDcli  des  Obigen  f&r 
«1  =  3  und  m  —  2^2,  d.  i.  m;>-4, 

ji   2«(w-f-  1)  («-h  2)  . . .  (2/f  —  5) 

—      1  .  2  .  3  .  4  . ..  («  — 3)  * 

Für  /i  =  3  und  i»  =  4  ist  nach  dem  Obigen»  immer  unter  der  Vor- 
aussetzung, da<fs  M  =  3  ist,  « 

Nach  Euler  ist  für  den  Fall  m  =  ^  allg^emein 
jä   8  .  6  .  10  .  14  .  18  . . .  (4i»  —  10) 

und  es  wird  nun  darauf  ankommen,  die  Uebereinstimmung  dieses 
Ausdrucks  mit  dem  vorher  gefundenen  Aasdrucke  von  ^«—2  zu  be- 
*  weisen,  d.  h.  sn  neigen,  dass  für  allgemein 

2n(n-i-l)  (/»-f-2)  ...  (2«  — 5)          2  .  6  .  10  .  14  .  18  . . .  (4w  ~  10) 

1  .  2  .  t .  4  ...  (m-^t)      "~ _  2.1.4.5.«...  («— 1) 

ist,  welches  sehr  leicht  auf  folgende  Art  geschehen  kann. 

Ist  die  Torstehende  Gleichung  richtig,  so  ist  auch  die  Gieicbong 

1)  (7/  -f-  2)  .  .  i'2n  —  b)          1  .  :{  ■  :>  ■  7  .  .  .  {2n  —  ;>)  .  2"- 

..    .    1  •  2  .  S  .  ^  ...  («  — S)  2  .  »  .  4  .  »  ....  (is— I) 

richtig,  nnd  nswekehrt.  Ist  aber  die  leiste  Gleichung  richtig,  so 
ist  ancb  die  Gleichnng 

S.i.3.3.4...(2js-5)=:l.S.8..(«-a>.1.3.5.7..(2m-5).3^ 

richtig,  und  umgekehrt  '  Wenn  aber  die  letzte  Gleichnng  richtig 
ist,  so  Ist  offenbar  anch  4ia  Gleidumg 

2.1.3.3.4...(Sii^5)BB2.ft.4.e..(2»-6).i.9.5.7..(V*^i 

d»  L  die  Gleichung  ,     .:  . 
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,    2.1.2.a.4..,(a»  — 5)=:2.1.a.3.4...(2<»  — 5) 

richtig',  und  umgekehrt.  Weil  nun  die  letzte  Gleichung  eine  iden- 
tische Gleichung  ist,  bo  ist  hierdurch  offenbar  die  Richtigkeit  der 

Gleichung 

2n(n  -f-  1)  (w  +  2)  . .  {2n  —  5)   2  .  6  .  10  .  U  .  18  . . .  (4w  — 10) 

1  .  2  .  S  .  4  . . .  («  — «)      —      2.  3  .  4  .  5  .  4  ...(»  —  1) 

filf  » 4  bewiesen. 
Am*  der  Oleiebung 

^     „2  .  6  .  IQ  >  U  >  M  . ^«  ^*»T*10) 
2  .  S  •  4  .  5  •  «  ...  (il— 1) 

ergiebt  eleli  flür  »=3  imd'«s94  nspeelive 

^.  =  1  HBd.#,=:2,      ^  / 

wie  es  nach, dem  Obigen. sein  muss;  daher  ist  die       den  Fall 
M  =  3  von  Bnler  gegebene  Gleichung  ganz  allgemein,  und  läset  . 
sich,  wie  man  sieht,  aus  dem  Obigen  ohne  Schwicrig^keit  ableiten. 
£ule|  hat  mittelst  setner  Formel  die  folgende  Tafel  berechnet:  • 

Jl,  =1 

ss2    •  • 

=5  •  -  ■• 
^•.=14 

::  ^.,«4»   

jf^  CS  132  4  • 

=429 

•    •  ^,  =1430  :  .  ^ 

'     ••    ^,  =4862 
-rf,.s=:  16796 

•.•       ^.  =  58786  ,V  :.. 

!^„a%208012  r  ,r  • 

^.,=SRS357e70 
^»  ,  =  129644790 
uf,,  =  477638700 
'    .^,.  =  1767263190  J 
4,. 5=  6564120420  ....  .  .     t.,  • 

=  24466267020    .  .  .j 

^,,Bs8430506186Sa  >  .  .  l 

Der  vorliegende  An&ats  ist  lediglidb  gesduiehen.,  nielit  um 
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••ndem  vielmehr  um  sn  ieiner  neuen  CatersuchuDg  .detMlben  anzu- 
regen, welche  uns  audi  nacli  den  von  den  oben  ^enanntdu  treff- 
licnen  fraozösiscbeu  Mathematikern  mit^etbeilten  Unteräucbungen 
noch  sehr  nöthig  und  in  jeder  Beziehung  wünschenswerth  zu  sein 
•eheint  Vorzüglich  würde  es  Datürlich  aof  die  AnfBodung  eines 
ganz^  allgcaeiafl*  Beweiaftt  Ittr  die  oben  voe  uui  (pegebene  Glei- 
chung ' 

.^_(et~l)  (MW^i— 1)  (im-i-i)  (»iit-»-3)...(>«~(a»-r2)) 
'   1  .  2  .  3  .  4  ...(£  —  1) 

rakoDimen,   und  diese  Gleichuus^  würde  entweder  aus  den  von 
Pnss  gefundenen  recurrirendeu  Formeln  durch  allgemeine  il^chlüsse  < 
«bioleiten  oder  neebhängi^  tob  diesen 'ForaelD  sn  beweisen  sein.  . 
In  letzterer  Beziehung  dürfte  es  vielleicht  angemessen  sein,  su  un- 
tersuchen, ob  die  von  den  genannten  französischen  Mathematikern 
in  dem  Fülle  «»  =  3  angewandten  Methoden  nicht  vielleicht  einer 
VerallgemeiDemnff  lakig  sind,  tu  weieker  ÜBtersncbiing  ick  ne-  > 
■entlich  die  genannten  Herren  selbst  hier  aufzufordern  mir  erlaii-  ' 
ben  möchte.    Da  übrigens  Fuss  ausdrücklich  bemerkt,  daüs  ihm 
von  Pf  äff  geschrieben  worden  sei,  duss  aucji  er  eine  allgemeine 
AuBösung  nnsers  ProblemH  gefunden  habe,  so  würde  sich' Berr  Pro- 
fessor Dr.  Gartz  in  Halle  aie  Mathematiker  gewiss  sehr  verbinden, 
wenn  er  in  den,  wie  wir  wissen,  iu  seinen  Hiindeu  belludlichen 
nachgelassenen  Papieren  P^'affs  nachsuchen  wollte,   oh  sich  in 
denselben  einige,  der  öffentlichen  Mittheiluug,  werthe  Aufzeichnun- 
gen über  diesen  Gegenstand  befinden.   In  mm  Arebive  wird  den- 
selben sehr  gern  eine  Stelle  eingeräumt  werden. 

Fuss  macht  am  Ende  seines  Aufi^atzes  noch  die  folgende  nicht 
unbeachtet  zu  lassende  Bemerkung.   Man  setze 


nnd 


so  ist  ..    .    j  • 

(es— 1)  /(l-f-^,ar  +  ^,^»  +  ^,ar'  +  A^a^* -{r  . , . .) 

=  /(C-l-C««r4-C,ar'-:lrC;^'  +  C;<jn«-|-  ....), 

nnd  folglich,  wenn  «nn  dllferenlKrt, 

 C,  -f-  2C3X  -f-  3C,.r'  -f.  4C4 j»  -f.   ,  . 

■~  e^€g4fi^     -h Ci«»  -I- .  •  •  4  •  » 

woraus  sieh  o|ine  alle  Schwierigkeit  .4ie  folgenden  GleichuDgen 


^   {m—V)  JjC   ■        •  • 

-.1.'  ••   ■»   •  ,  .    •  • 


1- 

(ot  — 2)         -^(2iii  — 5)  J^C 


2 


9 
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Offenbar  buss  nun  C=l  sein,  und  wenn  man 

C^^Ali    C^^^A^y    C^SS^fJ    C^ssji^^  •'•  *  • 

letrt;  80  werden  die  obigen  Gleicbnngen 

j      7m — 2  j  j 


4 

Am  — 

6 

6 

htu  — 

8 

0.  I.  w. 

/  •  •       •  .        •  . 

HiflfMi,  in  Verblndang  mit  des  Obigen,  ergiebt  eieh  mm  on- 
»ttelbnr,  diies'die  oben  dnreb 

•  •  •  •  ^  .  , 

beseicbneten  Gröiien  die  CoeÜlieienten  in  der 'BntwIciceluDg  der 
Function  Z  in  eine  Reihe  lipd»  welcbe  den  l»eiden' Bedingungen 

»« 


=s  ^1  -I-       + jA^Of*  H-  ^4«*  -I-  ^»  jr*  -r-  

d.  h.  wdehe  der  Crleiehnng 

oder  der  deicbong 

genügt,  und  man  Icann  also  die  in  Rede  stehenden  Grössen  nncb 
linden,  wenn  mau  die  Function  Z  in  eine  Reihe  entwickelt. 

Von  dieser  scliuo  Ton  Fuss  dem  Wesentlichen  nach  angege- 
benen Ifetbode  der  RntwielielnDg  der  Grössen  uiif^,^«, . . . . 
ist  die  von  Herrn  Binet  in  dem  Falle'  mzszZ  angewandte  Metbode 
nicht  verschieden.  In  diesem  Falle  geht  nänüieh  die  obige  alige- 
neine  Gleichung  in  die  quadratische  Gleichung 
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übv»  und  durch  Aufiüüuug  dieser  Gleichung  ei^iebt  sidi 

wo  man  aber  offeobar'daa  i^otwe  ^^eiich^  nehmen,  und  folglich 

2ar 


setzen  moM»  weil  offenbar 

für  A*  =  0  nickt  der  Büheit  gleich  werden  kann,  wie  M  wegen 

der  Gleichung  • 

erforderlich  ist. 

Entwickelt  mau  nun  \/\ — \ae  nach  dem  Binomischen  Lehr* 
latie  in  eine  Reihe,  so  erhält  man 

und  folglich 

■bo,  weil  4^=sJ»^*)  iat,  • 

•  M   1  ,  3  .  5  .  7  ...  (2»  —  5) 

i  .2.8.4... 


2  .  6  .  10  .  14  .  18  ...  («if-lO) 


2  .  3  .  4  .  5  .  6  ...(«—  1)  * 

welches  ganz  die  von  ßuler  für  den  Fall  «i=:3  gegebene  Fur- 
mel  ist,  welche  wir  schon  oben  auf  anderm  Wege  gefunden  habeu. 
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U.  8.  W. 

Offenbar  nuss  nun  C=  1  sein,  und  wenn  man 
Mtit;  80  werden  die  obigen  Gleichungen 


'  n.  i.  w* 

Hiemna,  in  Verbindaog  mit- den  Obigen  V  ergiebt  sich  nun  nn» 
«ttelbnr,  dus  die  oben  durch  .■  ..  > 

bezeichneten  Grössen  die  Coefficienten  in  der  Ehitwickelong  der 
Function  Z  in  eine  Reihe  sind»  welche  den  beiden  Bediogungen 


Z^* = Ax  'k-  A^  -4-  A^w'^ + ^«4?*  -h  A^oB*  4-  • . . 
d.  h.  wdeh«  der  Gl^hnog 

oder  der  Gleiclimig 

•IT  «IT 

f eniigt,  und  man  kann  also  die  in  Rede  stehenden  Grössen  auch 
nden,  wenn  mau  die  Function  Z  in  eine  Reihe  entwickelt. 

¥on  dieser  schon  Ton  Fvss  dem  Wesendlden  naeh  angege- 
benen Methode  der  Entwickelung  der  Grdsite  Ai^  A^,  Jtf,-,  A^, .... 
ist  die  von  Herrn  Binet  in  dem  Falle*  «»  =  3  angewandte  Methode 
nicht  verschieden.  In  diesem  Falle  geht  nämlich  die  obige  allge- 
^  Gl 


meine  Gleichung  in  die  quadratische  Gleichung 


f 
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ibir»  ud  dordi  Adktonig  diaisr  QleiehBog  «cgieU  lich 

wo  mB  tber  oibiibtr'du  patw«  Z^tehfa  boIimii,  uad  folglich 

•  ... 

setzen  muss,  weil  offenbar  . 

•   für  ar  =  0  niclit  der  Einheit  gleich  werden  kann,  wie  es  wegen 
der  Gleiehug  • 

erforderlich  ist.   

Entwickelt  man  nun  l/l  — 4a;  nach  dem  Binomischen  Lehr- 
MtM  in  eise  Reihe,  so  erhält  wm 

*  • 

und  iolgileh 

.    1     1  .  3  .  5  .  7  .  . .  (2w  —  5) 

 3  •  8.  4.«.8...(a«s— 2)  • 

•Im,  weil  bft,  > 

•  ^      __  1.3.^.7...  (2/1-5) 
^— »—  l.a.».4...(m-.l)  • 

^  '   2  .  6  ♦  10  .  1*  .  18  ...  (4»^1(^ 

welches  ganz  die  tos  Bai  er  fiii;  den  Fall  «fasS  gegebene  For* 
.  nel  iit»  welche  wir  Mben^ohen  anf  «iderp  Wege  g^MMMi  hihmu 
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XXVOL 

Ueber  die  Differentialquotienten  von  log  x  und 
in  Bezug  auf  eine  Bemerkung  des  Herrn 
laouvilie  in  dessen  Journal  de  lülatl^öoiatiqiies. 

Aoüt  1^  SSO. 

Von 

dem  Herausgeber,, 


Caucby  bat  bekanntlich  die  Entwickelang  der  wichtigen  Dif* 
ferentialquotieoteB  der  Fonctioiieii  log  w  und      vaS.  den  Sfets  ge» 

gründet,  dass  sich  die  Grösse  (1  +  ^)^?  wenn  Q  sieh  der  Null 
nähert,  der  Summe  der.couvergireuden  Reibe  _  .  .' 


1  JL  _L-     1  i 

1»  1.  2'  1  .  2  .  S'  1  .  2  .  3  .  V 


welche  wir  wie  gewöhnlich  durch  e  bezeichnen  wollen,  als  ihrer 
CSränxe  nähert,  und  dieiie,  Bntwkkelnng  verdient  allerdings  gans 
besondere  Empfehlung^  weil  sie  als  eine  völlig  elementare  hezeich- 
net  werden  kann,  indem  dabei  ausser  dem  Binomischen  Lehrsätze 
für  jpositive  ganze  Exponenten  und  der  Lehre  von  den  geometri- 
wfceii'  P^IgmaioMtt ''tiWMi  hdcÜ  der  Sa(^  vorausgeselit  tnid^  daü 
die  obige  Reihe  eine  conrergiKiide  Reibe  ist,  und  felglieh  eine 
bestimmte,  vorher  durch  e  bezeichnete  Summe  hat,  wOFOn 
sich  aber  sehr  leicht  auf  folgende  Art  überzeugen  kann. 
Man  setae 

,.1.1.       1       .  1 


m  ist  ofibnbar  fttr  n>% 

*.<a+i  + (i)' +  (1)'+ .  +  (i)"^. 

und  fiilglieh  nach  der  Lelm  vön  den  geeoMtriachen  Pvogiesaionen 

also,  imser  «f»'<3;  da     ==2  und  «,=2,  S  ist  Weil  nnn  j^, 

wenn  n  wächst,  fortwährend  wächst^  aber,  wie  gross  auch  n  wer- 
den mag,  doch  immer  kleiner  als  3  ist,  so  muss  sich  9r  offenbar 
einer  gewissen  bestimmten  endlichen  Gränze  immer  mehr  und  mehr 
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and  bis  zn  jedB«  beliebigen  Grade  aSliera,  wenn  m  in*f  UneB^- 

licbe  wächst^  wodurch  die  Convergenz  der  Reihe  1»  y,  Y'-^* 

'j^ ,  ^      •  •  •  •  hcwieewi 

Gegen  de»  von  Caucliy  g^egt^benen  Beweis  des  oben  im  Ein- 
gange ervväbntcn  Satzes  hat  aber  Herr  Liouville  in  seinem  Jotir«  . 
nal  (Aoüt.  1840.  p.  "2S0)  die  sehr  gegründete  Einwendune;  treraacht, 
dass  demselben  die  Annahme  zum  Grunde  liege ^  dass  duü  Froduct. 

(1 — ~)  (1 — ^)  ...      — ''^~)  f"«"  ^»  =  00  der  Einheit  gleich 

werde,  welches  zwar  dann  seine  Richtigkeit  habe,  wenn  n  eine  be- 
stiuimte  von  m  unabhängige  Zahl  sei,  sich  aber  dann  oflfenbar 
nicht  MebT  behaupten  lasse,  wenn  «i  Ten  es  abhängig,  z.  B.  «se» 
oder  f»  =  «•  —  1  sei ,  und  sieht  sich  dadurch  venudiliit»  den  fol- 
genden Beweis  des  in  Rede  stehenden  Satzes  zu  geben ,  welchen 
wir  hier  mittheileu  wollen,  du  wir  ihn  für  völlig  streng  halten,  in* 
den  wir  sogleicb  nicht  ona^ihBt  Imhmii  kSnnen,  dam  nach  Bern 
Lionvillet  ei^er  Benerkteg  Berr  LejeanH-Dirichlet  ähnliche 
Betrachtungen  in  einer  feiner  Abbandlnngea  «ehr  gliieklich  ange« 
wjfiujA  hat  >  . 

Wjir  wollen  zuerst  anoebaien,  dass  0  =  —  sei,  wo  i*  eine  po* 

sitive  ganze  Zahl  bezeichnen  soll.  Dann  wird  unser  Satn  bewie- 
sen sein,  wenn  wir  zeigen  könneuj  dass  die  Grösse 

sich,  wenn  die  positive  ganze  Zahl  /t  in'ü  Unendliche  wächst,  der 
Grösse  e  als  ihrer  Gränze  nähert.  Diess  lässt  sich  aber  uttf  fol- 
gende Art  beweisen.  ^  ' 


1.2^    **^1..  («—1) 

und  nach  dem  BinomisQhen  Lehrsätze  für  positive  ganze  Exponent 
ten  iat  '    •  ~ 


•y  In  semen  ao  eben  erschienenen  Le^ons  de  Calcul  (llff»'rentiel  et  de  Cal- 
cul  integral,  redigees  d'apres  les  uiethodes  et  les  ouvrages  publies  ou 
in^its  die  M.  Ceuehy.  T.  I.  Paris.  1840.  p.  TOOL  hst  sich  tw»r  Herr 
Abbe  Moigno  gegen  die  oLigc  ßemerkung  des  Herrn  Liouville  er- 
klärt, aber,  wie  es  uns  scheint,  aus  wenig  nalcbaren  Grüadto.  Auf  je* 

den  Fall  n&Ssstj'doeh  bewiesen  woden,  das«  (1  +  9)^  sich  wirklich 
einer  bestiaunten  Cvranse  nähert,  wenn  B  sich  der  Null  nähert,  4mm 

1 

für  9a 0  wirklich  einen  bestimmten  Graniwerth  hat,  auch 
für's  Ernte  ganz  abgesehen  von  der  Grösse  dieses  Werths.  Aber  eben 
dieses  erhollft  aus  dem  auf  p.  3.  ff.  von  Herrn  Abb«  Moigno  gegebe* 
neu  Beweise  gar  nicht  mit  der  nöthigen  Strenge,  und  diesen  Beweis 
trifft  nach  unserer  Ueherzeugong  gaos  die  obige  Ton  Herrn  LiottTille 
|«nachte  sehr  richtige  und  beaehtungtwerthe  EinwaAdung. 
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,|,^  .  r  ^  tL  ^  ^ 

^       .  1 .  2  .  3  ... 

'  Nna  iflt  ater  '  *  ... 

1  1  1  

*4'»H-lT  in-^l)  (iiH-2)'*"  (Ji-i-2)  (it-t-»)  + 

und  folglieh  noch  der  Ldire  Ton  den  geonelrischen  Progressioneii 

Alto  kann  man  \ 

WO  I  einen  pontiveii  echten  Bradi  besetehnel^  und  folglich  nadi 

dem  Obigen    '  •  •      /  . 

setzen.       . -  '       .  •   •  ' 

Olfenbar  ist  aber 

^ü+l     .      (it-Hl)(ifH-2)     ^  —  ^  |j«+.l)(ii-|-2).:.^. 
und  folgiidi  naeh  dem  Vorherigelienden  nm  so^mebr 

ab«  •    •  • 

WO  n  einen,'  popü^V^n  e^ti^n  Bruch  beseichnetf  folglich  nach  dem 
Obigen   
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n_l)fi-^)..(i-^)  (1-1) (1-1). .(1-^) 

Hieniu  folgt  ajier  aelir  leicht 


e  eine  Grosse  bez^i€bnet,  welche  für  jedes  bestimmte  von 
/»  iiBftbiSn^ige  «  fiek  der  Nall  n&liert,  wena  j»  wifhtt,  aod 

derselben  beliebige  nahe  gebracht  werdeo  kaon,  wenn  nan  aar  p 
l^ross  genug  werden  lässt. 

Aus  dem  Obigen  ergiebt  sich  nun  unmittelbar  die  Gleichung 


^  ^  u'       1 . . .«  n 


Weil  ^  und  q  positive  echte  Brüche  liad»  so  ut  der  absolute 

Werth  von 

1  {-9 


f...«*  m 

aie  grösser  als 

1 

vad  et  ist  folglich,  weaa  wir  dea  ahsolatea.  Werth  vaa't  iai  Ali« 
geiaeiaea  dardk  <^  baseichaea,  der  abeolate  Werth  roa 


» 


nie  grOtiar  alt 


Niaat  aan  aaa  m  aar  gran  geaag  aa,  ao  kaaa 

1  '  2. 
1 ...  it  *  «I 

der  Null  beliebip^  nahe  gebracht  werden.  Lässt  man  dann ,  indem 
n  seinen  jetzt  bestimmten  Werth  fortwährend  behalt,  fj,  in's  Unend- 
liche wachsen,  so  nähert  sich  nach  dem  Obigen  e'  der  ^uli  bis  zu 
Jfldaü  beliebifieii  Grade,  «ad  oiaa  nelit  alea  jnib  Uenaa,  daaa  ueb» 
weaa    ia'a  Uaeadlicbe 


1  t* 

1  f* 

der  Nnll ,  also  (1 H — )    der  Gränze  e  bis  zu  jedem  beliebigea 

Grade  nähert^  wie^  behauptet  wurde. 

Iit  ferner  0  haia  paaitiver  Brach»'  daMea  ZKhIar  die  Eiahait, 
dar  Naaaer  aiaa  panthra'  gaaae  Zahl  wt»  taadera  'iiberhanpt  aar 
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eine  potitire  Grltoie,  so  scfieD  (k  und  /t»'==/tt-t-l  'die  beiden  poiitiveB 

ganzen  Zakleo,  zwischen  denen  der  Brucb     Hegt^   Dann  ist 

.  •  V .  - 

wo  X  und     zwei  positive  echte  Brache  sind.  Die  Grosse 
ist  offenbar  zwischen  den  Gränzen    .  • 

cntlialten.  Lässt  man  nun  0  sich  der  Null  nähern ,  so  werden  (j, 
und  fif  sich  dep  l'neodlichen,  folglich  nach  4cm  Vorhergeheadea 
die  Grössen 


sich  beide  der  Gjräuze  e  nähern.  Weil  ferper  x  und  xf  positive 
echte  Brüche  sindf  so  nühem  sich,  -we'ibn  9  sich  der  Nnll  nähert, 

1+^-  und  1  —     beide  der  Einheit  als  ihrer  Gränze,  und  die 

Grössen 

Dilkeni  neh  folglicli  offenbar  beide  der  Griisse  e  als  ihrer  Grinse. 

.  — 

»Da  nun  aber  zwischen  diesen  Grössen  die  Grösse  (l-f-0)^  ent- 
halten ist,  so  nähert  sich  auch  diese  Grösse,  wenn  &  sich  der  Mull 
nähert,  offenbar  der  Grilsse  0  als  ihrer  GiAnse. 

Wenn  endlich  0  negpMir  ist^- no.  Jcann,  da  man  sich  O  der 
Null  nähern  lässt,  immer  angenommen  werden,  dass  der  absolute 
Werth  von  Q  kleiner  als  die  Einheit  ist.  Setzt  man  nun  unter 
dieser  Voraussetzung 

H-«F=j:^  ©'=r-Yt5t, 


80  ist  offenbar  w  positiv  und  nähert  sich  der  Null,  wenn  0  sich 
der  NnU  nihert.  Also  nftbert  sieh  n»di  den  Torhergelienden 

der  Grilnse  wenn  O  elcb  der  NhII  vtbert,  nnd  .iM-f»  nlbeit  lieb 
unter  derselben  Vorausselsnng  Üer'lKflibeit  als  'Grinse.  Folglieb 
nübett  sich  offenbar  auch 

der  Grösse  e  als  Grjinze,  ^-^renn  .0  sich  der  .Null  nibert  Nnn 
ist  aber 

.   (H.0)#=(  »  )  -  =j(n-<|  , .  ,  ..... 
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mi  es  wird  rieh  ilM  Mdi  (1  +0)^  4er  GrioM  e  Dlhen,  wenn 
e  sich  der  Null  nihert 

Hieraiit  ist  niia  gwi  in  AUgMieiMn  bewieMO,  daie  die  Grone 

rieh,  weDB  9  sieh  der  Null  nähert,  iorner  der  GrteM 

ibrer  Gränze  nähert. 

VoD  dieaen  Satze  läcst  sich  jetzt  die  folgende  Anwendang  zur 
Bntwickrinng  der  Diffimntia^uotienlen  der  betden  FnnetiMe« 

5f=log  o?  und  y=4i« 

■neben. 

Sei  snenrt  yasiog  a:,  no  ift 

md  folgUeh 

Setzen  wir  nun  ^a;z=zQjp,  so  ist 

1 

Ay^iog  (i-fr-e)_log.  (i-f-e)^ 

Ad?  «  * 

Wenn       rieh  der  Null  nihertt  no  Blhert  liiAi.  nÜMihnr  nneh  B  der 

1 

Null,  und  (1  +  G)^  nähert  sich  folglich  der  Gränze  e,  wie  im  Vor- 
hergehenden gezeigt  worden  ist.    Also  nähert  der  Differenzeoquo- 

\f/  I  ff  ff  g 

tient  ^  sich  der  Granne  "^^^s  wenn        *i<^h  der  Null  nähert. 

Die  Orinie,  welcher  der  Dilfenienqaotient  ^  rieh  nähert,  wena 
^jc  iieb  der  Nvll  nähert,  iit  nher  beknnntlieh  der  Difforen* 

tialquotient       und  es  ist  folglich 


Sei  ferner  y  =  a*,  so  ist  log  y=.a:  log      und  folglich  ' 

 '"gy 

log  a 

Daher  ist  nach  einem  bekannten  Elementarsatze  der  Differeotiri« 
rechnnng  .nnd  nach  dea  Vorhergehenden 

dx  ^    1      d  log  y        log  e  ^    log  e 
4%f"*"log«*    ilf    ""jfleg«""  mß  log  «* 

Hndi  rineii  nndem  bekannten  ttatne  der  Piflbrmtfnlieehnnng  iet 
•her 
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Alto  lit  nacb  dem  Vorlicrgehendeli 

^^u^R«^.^  •■  ... 

(/x       1oj5  c  log  « 

Die  ans  dem  Obigen  bekannte  Zahl  ^  betraebtet  man  bekannt- 
lich als  die  Basis  eines  eignen  logarithmiscli^n  Systems,  welcbes 
man  das  natfirUcbe  odec  fayperb«Hieh€  System  nennt,  und 

bezetcbaet  die  Log^aritlimen  dieses  Systems  gewöhnlich  bloss  durch 
/.  Ist  iiuo  ^  die~  Busis  der  durcl^  |og;  bMeicbneten  Logarithmen 
und  JV  eine  beliebige  Zubl,  so  ist  " 

JV=Ä  log  N:^ety^    ■  •  '  ■• 

also,  wenn  ,man  auf  beiden  Seiten  die  natürlichen  Logarithmen 
nimmt,  ;  ;     .  / 


IN 


Pttlglieh  iat 

and  daher  nach  dem  Obigen 
P^er  ist 

also 


log  If  oder  log  -4^=^. 

log 


l 


l0g«  =  jj,  l0ge  =  ;g  =  J,^ 


«nd  fiilglioh  iMM^  dflm  Obigen 
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Mathematische  Bemerkungen  von  dem  Herrn 
Major  und  Ritter  Dr.  6.  W.  Müller  zu 

Hanmver.  . 


I^uIcTid  stellt  fo1g:etiden  Satt  an  die  Spttse  des  10t«D  Buefas: 

,,VVcnn  zwei  ung;ieiclie  Grössen  gegehco  siud  und  es  wird  von  der 
{i^rösseren  mehr  als  die  HäJfte  (oder  auch  nur  die  Hälfte)  wcgge- 
oommeu,  von  dem  Reste  dbennals  mehr  als  die  Hilfte  (oder  auch 
aar  die  Hälfte),  und  dies  immer  so  fort:  so  bleibt  eiDmal  ein 
Restf  welcher  kleiner  ist,  als  die  (gegebene  kleinere  Grösse*^ 

Mnn  kann  diesem  Satze  folgende  Erweiterung  geben: 
,,WeDn  von  einer  gegebenen  Grösse  G  der  mte  Theil,  d.  h. 

.  weggenommen  wird,  von  dem  bleibenden  Reste  wiederum 

dessen  mter  Theil  und  dies  immer  so  fort:  so  bleibt  einmal  ein 
Rest,  welcher  kleiner  ut,  als  jeder  gegebene  trte  Theil  der 

fii  beseidiiie  O  den  Hm  BMt,  lo  ftl 

ir) 

{ 1 )  m     ^         m     *  ^ 

w      «  o) 


'      H.«  #M  C<i- .  G  Mi.,  wtmi  (^i<^  od«  >„, 

aUo,  auf  beiilen  Seiten  die  Logarithmen  genommen,  wenn 
-   r(log  ,;,-l«g  («,_!))>  log  u  d.  h.  '':>  i^^l'i^g\^_i^  ist 
•  JUa  nun  io  dieser  Besiehong  m  und  u  positive  Zuhlepwerthe  bedMl« 
ten  die  grösser  als  1  siad,  ao  hat  der  <luotient  .    ^   rr 

*  .  log  <W  —  log  (ffl  —  1) 

eiaen.  in  jedem  vorliegenden  Falle  aagebbaren  positiven  Zablaa» 
Werth,  mithin  kann  die  (iir  .dia  gaase  2^hl  r  ge&rdarte  Bt^iitgtitg 
jedesmal  erfüllt  werden.  ^ 
Ka  folgt  alao  hieiavi,  daifi  dnreli  FaitictaiiBg  dar  Wegnahme 
dai.  Mtctfn  Xkiöli  jedot  |la«taa  «inpal  aw  Bart  Jtoaiaaa  wu4UaHiar 

14* 
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wie  jeder  gegebene  Theil  der  Grösse  und  noch  um  so  mehr,  wenn 
bei  jeder  Wegnahme  noeli  mehr  wie  der  Mle  Theil  genMMn  wird. 
Bei  der  Lehre  von  der  Convergeuz  der  ReilieD  iSwt  meh  voo  die- 
um  ervciterten  Satze  nätiliche  Anwendnog  machen. 


IL  . 

Bei  der  Bildung  sncceasirer  Differenzrelhen  ana  einerlei  Grund- 

reibe  lässt  sieb  die  Frage  aufwerfen  „wie  und  aus  welchen  Glie- 
dern der  Gruadreihe  ist  das  «te  Glied  der  mtea  Dilferenzreihe  zu- 
sammengesetzt?"''Die  Beantwortung  wird  durch  folgende  combi- 
natorische  Betrachtung  sehr  erleichtert. 

Es  sei  Oy  hy  c,  </,  .  .  eine  Reibe  von  Elementen,  aus  denen 
durch  Zusammenstellung  von  je  zwei  benachbarten  eine  Reibe  von 
Complexionen  ab^  bc,  cd,  . , .  gebildet  wird,  so  entsteht  in  dieser 
letzteren  jede  nachfolgende  Complexion  dadurch  aus  der  vorher- 
gehenden Complexion,  duss  jedes  Element  mit  dem  nächsthöheren 
vertauscht  wird.  Wird  aus  der  so  gebildeten  Reibe  auf  gleiche 
Weise  eiue  neue  Reihe  von  Complexionen  abbc,  bccä,  ,  .  .  darge- 
alellt,  so  gilt  in  dieser  für  die  Entstehung  einer  nachfolgenden  ana, 
der  vorhergebenden  Complexion  dasselbe  Gesetz;  das  höchste  Ele- 
ment der  nachfolgenden  kommt  also  nicht  in  der  vorberGTehenden  , 
und  das  niedrigste  der  yorherffebeodeu  nicht  in  der  nachiolu^euden 
Complexion  vor,  die  awiscbenliegenden  Elemente  sind  aber  in  bei- 
den zugleich  vorhanden.  ^Biue  neue  Zusammenstellung  von  zwei 
benachbarten  Complexlonen  wird  also  das  niedrigste  Kleoient  der 
vorhergehenden,  das  hötbste  der  nachfolgenden  und  die  zwischen-^ 
liegenden  Elemente  beider  enthalten. 

Hieraus  folgt,*  dass  in  jeder  nepen  Reihe  von  Complexionen, 
die  durch  Zusammenstellung  von  je  zwei  benachbarten  Comple^Eio- 
neu  einer  vorhergebenden  Reibe  gebildet  wird, 

1)  jede  nachfolgende  Complexion  aus  der  vorhergehenden  durch 
Vertansdinng  der  Elemente  mit  den  niehstfaoheren  crbalten 
wird ; 

2)  in  die  Zusammensetzung  jeder  Complexion  ein  successives  Ele- 
ment mehr  eingebt  als  in  die  der  vorhergebenden  Reibe. 

Da  nnn  in  der  Iten  Complexionen -Reibe  in  jeder  Complexion 
2  successive  Elemente  vorkommen,  so  enthalten  die  Complexioben 
der  2ten  Reihe  3,  der  3ten  Reihe  4  und  allt^emein  der  mten  Reihe 
(m  1)  successive  Elemente.  Das  AofangS'Element  der  Complexion 
bestimmt  sieb  dabei  durch  die  Stelle  welene  die  Complexion  in  ihrer 
Reibe  einnimmt;  es  ist  das  gleichhohe  Element  aus  der  Reihe  der 
Elemente,  d.  h.  das  Element  welches  in  dieser  in  der  gleiohboben 
Stelle  vorkommt. 

*  Die  Zahlen  welche  die  Znsammensetzung  der  Complexionen 
aus  den  successivcn  Kiementen  angeben,  sind  für  die  aste  Com- 
plexionen>Rcihe  die  Binomial-Coeflicienten  der  mten  Potenz.  Denn 
offenbar  sind  für  die  Ite  Complexionen -Reihe  ab,  bc,  cd,  .  .  .  jene 
Wiederholungszahlen  1  und  1  die  Binomial-CoefEcieuteu  der  Iteu  , 
Poteas,  desgleicben  fiir  die  Ste  Complexionea-Raibe  abde^  heeä^ . .  • 
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die  WiedeilbolminaUeB  1,  9,  1  die  Binomial  -  CoeflieiMiton  der 

2teD  Potenz,  überhaupt  aber  setzen  sieb  bei  der  Zusaramenstellung 
von  zwei  benachbarten  Complexionen  der  rten  Reihe  zu  einer  Com- 
^exion  der  (r+l)ten  Reine  ihre  Wiederbolungszahlen  eben  so 
'  nr  die  neoe  Uomplexioa  suMtiiieii,  wie,  bei  der  ZaaaaneiMtellung 
der  beiden  Partial -Produkte  der  rten  Potenz  des  Binomiums  in  den 
ersten  und  zweiten  Theii  des  Binomiums  zur  Darstellung  der 
(r-f-l)tea  Potenz,  sich  die  Binomial-Coefficienten  der  rten  Potenz 
so  denen  der  (r  H-' J[)ton  Pntens  sneanDnenaetsen  *). 

Bis  kieker  ist  rar  die  arithmetische  Beziehung  der  Zusammen- 
stellung von  je  zwei  benachbarten  Gliedern  der  einen  Reihe  zu 
einem  Gliede  einer  neuen  Reihe  nichts  angenommen  worden«  Fügt 
man  die  Bedingung  hinzu,  dass  das  vorhergehende  Cili«d  alt  ent- 
geffengeaetsteni  Zeichen  in  nnclifolgenden  kiningeMlst  werden 
■on,  wie  «■  das  Sdiem 

I«,  ett^  .... 

ggldc,  dccäi  cTide^  ... 

t   

mMiteccd^  iteceMdey  edädn^^  . . .  • 

•  •  •  •     •  •  • 

besagt,  wo  das  —  Zeichen  über  dem  Elemente  angedeutet  ist,  so 
haben  die  in  zwei  benachbarten  Complexionen  derselben  Reibe  ent- 
balteoen  gleichen  Klenente  entgegengesetzte  Zeichen,  und  da  bei 
der  ZusammcDstellung  zu  einer  neuen  Com|ilcxinn  das  Zeichen  in 
der  vorhergehenden  umffekebrt  wird,  so  bekummcu  dadurch  die 
gleichen  Elemente  aus  beiden  einerlei  Zeichen,  nämlich  dasselbe 
WM  rie  in  der  nachfolgenden  hatten;  es  ändern  aieh  alao  die  Wna- 
derholnngszahlen  nicht,  welche  für  die  neue  Complexion  hervor- 
gehen. Nun  hat  io  der  ersten  Complexionen- Reihe  das  letzte  Ele- 
ment der  Complexion  daa  ursprüngliche  +  Zeichen,  mithin  auch  in 
jeder  folffenden  Oomplexionen-Reihe;  da  ferner  in  den  GomplezIiK 
nen  der  fsten  Reilie  das  Zeichen  von  Element  zu  Element  wechsele 
so  wird  es  auch  in  den  Complexionen  der  folgenden  Reihen  von 
Element  zu  Element  wechseln.  Zur  Anwendung  auf  die  vorliegende 
Frage  sei  die  Grundreibe  durch 


y©  -f-  y  I  -t-    H-  ...•+•  y« 

und  die  aste  Diflferenzreihe  durch 


"Ay-*-  • 


•)  1 1 
1 1 

12  1 
1  2  1 

I  S  S  1 
1  »  »  I 

14  6  4  1 

14  6  4  1 

1S10105  I 
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ahMdelitet  j  bo  dait  das  nie  auf  das  ^nfatagsglied  fdlgiende  GIM 

die  OmmMü«  inroh  ^:fir  A  4^  DfifiaMMib«  .darob  «Ay 

• .   »•  .      •>  ^  *  '        ...  •  ^ 

bezeicliDet  wird.  Lässt  tum.  nun  vorLio  febraucbten  combino* 
(torischea  Elemente  a,  .  .  .  die  Glieder  dieser  ^ruDdreibe  be- 

deuten und  der  Bequemlicbkeit  des  Vorzeichens  wegen  In  den  Com- 
Itlexionen  die  Eleaente  'w  üftlleoder  Ord^MUig  auf  einander  fol||^eQ, 
la  «fgwtt  aeli  uiBittolbiir 

0 

wobei  "»23r  den  rten  Binomlal*Cocfficienten  der  «iten  Potenz,  nälli- 
,.  ,      ^         m  {m  —  Vi       —  2) .  . . .  {in  — (r  —  1)  j    .      .  , 

dttss  "«58o  =  1,  "'S?  ,  =  m  ist. 

Wenn  man  wiederum  die  Anfan^sglieder  der  Grand«  .oder 
HanpCfeibe  und  der  sneeesaiTaB  IKlFereMtdlNii  Ji»  swei  und  swei, 

das  nachfolgende  zu  dem  vorhergebenden  «ddirt,  so  erhält  man  der 
Foi^e  nach  die  ersten  Glieder  dieser  Reiben^  aus  diesen  aut  gleiche 
Weise  die  Reihe  der  zweiten  Glieder  u,  s,  w.  £.  Die  Anfangsglieder 
in  deo  80  erbaltenen  Reihen  «od  dje  sqcceisiven  Glieder  der  Haupt- 
reibe.  Die  vorhin  angestellte  comhinatorisdie  Betrachtung  iasst 
sich  hierauf  unmittelbar  anwenden,  indem  mali  die  Anfangsglieder 
der  Reihen  als  die  Fllemente  und  die  paarw<äiae  ZusamnensteUaog 
als  eine  Additiön  ansieht.   Man  erhält  also 

•der  Meiid  gMNbrat 

Siebt  man  die  Hauptreihe  yo+yiH~y»"+"  •  •  •  + 
aelbst  als  die  erste  Piffcrenzrcihe  einer  summatorischen  Reihe  an, 
deren  ilii&ugsglied  0  ist,  0  +     +        'S^*  -f- .  •  •  •  +     -4-  •  •  •  •> 
10  hat  jaan  dnrch  Anwendung  derselben  ^trMhtilA|f 

0  Q        .  0  0 

wodurch  die  Zusammensetzung  ^cs  sümtnntorl^clien  Gliedes  der 
Hauptreihe  aus  ihrem  Anfangsgliede  und  aus  den  Anfangsgliedern 
der  successiveo  Differeioreiben  g^i^ebeji  jWird. 
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Solutio  casus  irreducibilis   optica  oder  Tri- 
sectio  et  inultisectio  aoguli  optica.  .  . 

'  Von  dem 

'   Herrn  Pfofewor     J.  JD.  Hill 
>in  d«r  DgiMiMl «»  LnM.:  ■     -  ' 

(Ntpb        ^4>wedischen  d«8  üerrn  Verfassers  Toa  dfp.  -I^MRIi  JDocior 


Es  telen  OJTX«  und  ÖA-'X*"  (Tuf.  IK  Fifr  9.)  *wei  geffen 
dieselbe  Ebene  winkelrecbte,  um  0  bewegficbe^luis|degel  und  91 
ein  Winkel,  dessen  Tbeilnnc:  bekannt  ist"*),  z.  ß.  eiu  recliter 
Wink«!.  Man  neliae  nun  die  Linie  0\y  die  wir  darch  X.  be- 
zeichnen wollen,  an.  nnd  setze  die  bekannte  Grösse  XSi^:=s:c, 
Soll  dann  n.  B.  der  Winkel  ia  drei  gleich^  Theile  ^^etbeUt  "wer^ 
den,  so  nebme  mau  die  lini«  OX^^ssX"'  ßß  99f^  4fMP  J^fif^^^P 
jst>  und  findet  dann 

wann  die  Spiegel  so  um  0  gedreht  werden,  dass  ein  von  dem 
Punkte  X,  ivelober  so  wie  der  Punkt  X'"  vorher  dnrcb  eine  Me- 
tulispitze oder  einen  Diamant  eingegraben  seiu  kuuu,  ausgebcuder 
StMl  XX'X*  naeh  ftwei  Reaexionea  auf  den  Punkt  XT  0111t 
ttoiin  4mii  Ijrt  der  Winkel  yi' SS  9^^  j/'sss  9^,  ferner 

9^  s  91^ — «I  ^  y  ^  Sa» ; 


")  leb  hoffe,  dass  der  Sinn  des  Herrn  Ver&.  überaH  richfig  getroffen  sein 
wird.  'G. 
D.  h.  wclclien  man ,  wenn  uberliaupt  die  Aufgabe  die  Tbeilung  eines 
ffegebenen  Winkels  in  n  gleiche  Theile  zu  tbeilen  TerlangL  init  gleiche 
Theit«  in  tbeilen  im  Stande  ist.  Eintn  solchen  Ulfinkel  wurde  man 


sirli 


immer  leicht  dadurch  biltirn  können,  data  man  irgend  einen  belle* 
bigen  Winkel  «nal  neben  einander  legte.  "    ■  G. 

)  Statt  des  hier  gebranehten  Zeichens  a>  stellt  im  Manuseripte  und  in  den 
llgnren  ein  nur  schwer  erkennbares  Zeichen,  dessen  Stolle  durch  den 
Buchstaben  cd,  wie  ich  glaube,  zweekmisaig  Tertreten  werden  kann, 
bedeutet  immer  sin  9>.  6. 
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md,         0X1=^  X',  OX"=z  X"  gesellt  wir4, 

^  X  i  X'^SfT  iSf,  • 

also  coapoMiido 

folglich  • 

X"'6Y's=zXS9. 

Wir  macliteo  aber 

X"'Siff  =  c=zXS9. 

Also  ist  Sg)"'=:zStp,  und  folglich  9o'"=t/c=y— 3w  (oder  y"=r^— 2<tJr, 
weoD  iff^in,  u.  8.  w.),  woraus  -J^t/;  =  |y  —     w.  z.  b.  w. 

So  bekommt  mao  auch,  wenn  X^S<pV z=c  ist,  nacb  vier  Re- 
üexiouea  wobei  man  Taf.  IL  Fig.  10.  zu  vergleichen  hat, 

IL  1.  W. 

Ana.  1.  Es  rarsteibt  sieb,  daas  nmgekebft  aneb        =  X^ 

nach  Gefallen  angenommen  und  0X  =  ^ gemacht  werden 

kann.  Dies  ist  jedoch  nicht  lo  genau  in  der  Praxis  wie  das 
Torige. 

Anm.  2.  Die  Trisectio  anguli  kann  auch  durch  eine  einzige 
ReflffEiaa  bewailKStelligt  wttdan.  • 

DeDB  es  sei  der  Winkel  A€fB  fM*.  IL  Fig.  U.)  ^egeben^ 
ABD  ein  Kreis  und  D  ein  gegen  den  Radius  Cu  und  die  Bbene 
des  Kreises  winkelrechter  Plansuicgel,  und  es  werde  ein  unendlich 
weit  entfernter  Gesichtspunkt  (Mire)  M  für  den  über  B  hinaus  ver- 
längerten Radius  CB  gesucht.  Ferner  werde  der  Spiegel  D  nebst 
dem  Radius  CD  so  lange  gedreht,  bis  der  Punkt  M  durch  Re- 
flexion Ton  dem  Spiegel  D  aus  dem  Punkte  A  gerade  in  dem  durch 
einen  Diamantstrich  angedeuteten  Durchschnittspunkte  des  Kudius 
CD  mit  dem  Spiegel  gesehen  wird.  Verlängert  man  dann  CD 
Aber  C  binaus  bis  naeb  JP,  so  ist  der  Winkel  BCBsz\ACB^ 
oder  der  gegebene  Winkel  ACB  dreigetheiH  durch  CE.  Denn 
es  ist  der  Winkel  ECB-=EDM=EDAz=z\ACE,  und  folglich 
ACB  =^  ACE ECB  =  (2  +  1)  •  £CB  =  3  .  ECB,  wie  he- 
baii|ilet  wurde. 

Anm.  3.  Dies  wird  leicht  auf  dem  Felde  oder  auf  einer  Tbeil* 
nasdiiiie  bewerkiteUigt 
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ürtfoiigsaii^aben  für  Schfllw  *). 


1)  Mra  Bon  bewdMD,  4mb  ii 
bi. 

2)  Wenn  man  eine  gerade  I^inie  naeh  dem  äussern  und  mitt- 
lem Verhältnisse  thcilt,  so  wird  das  Verhältniss  der  beiden  Seg- 
ineDfe  zu  einander  durch  den  iu'ä  Uuendliche  fortlaufende  Ket- 
tenbrncb 


ausgedrückt 

9}  Die  Zahlen      und     «•  tu  bestimmen,  daas  die 

und       -\-y^  vollkommene  Quadratzahlen  werden. 

4j  Ks  sei  AB  ein  beliebiger  Kreisbogen,  D  dessen  Mittelpunkt, 
80  dass  nämlich  Are  ADz=. ktc  BD  ist,  und  E  ein  anderer  be- 
liebiger Punkt  in  demaelbett.  Man  boH  beweieeD,  daaa,  we  mo 
auoh  den  Punkt  E  io  dem  Kreisbogen  AB  annehmen  mag,  immer 
Gbord  Z^^H- Cbord  Z>.ff>Chord  £L^-HChord  EB  ist.! 

5)  Die  folgenden  Eigeuscbafteo  der  Tangenten  der  Parabel 
nnd  SB  beweiseD  **). 

Es  seien  an  eine  Parabel,  4leiai  Brennpunkt  F  ist,  die  drei 
Tangenten  AB^  CB^  CE  geiogeD»  BO  fiaden  die  folgeoden  Rel«- 
ttonen  Statt:  ***) 

a.  Der  tob  swd  TBagentea  sn.  ibraB  DarcfcBebBilia|BBkte  ge- 
bildete Winkel  ist  der  fiäue  der  tob  ihBOB  mit  doB  Bach  ihren 
Berührungspunkten  gezogenen  Vectoren  eingeschlossenOB  WiBkel 
gleich,  d.  b.  es  iat  %.  B.  LJ^CE^L  CDF-^L  CEF. 


•)  Nach  einer  von  Herrn  Professor  Dr.  Mensing  zu  Erfurt  mir  gemachten 
gütiffen  MittheiluDg  werden  in  Cambridge  alljährlich  die  AufKaben« 
welche  bei  den  Prüfungen  den  SehBlem  gegeben  werden,  georuekt; 
Es  sind  von  mir  die  notbigen  Veranstaltungen  getroffen  worden,  dass 
diese  gewiss  viel  Gutes  enthaltenden  Aulgaben  möglichst  seiciff  in. 
mknt  Binde  gelangen,  und  Herr  Profeflaor  Dr.  Mensing  wird  die  6Ste 
haben,  das  Brauchbare  aus  denselben  im  Archive  miizutneilcn. 

**)  Diese  Eiaenscbaften  der  Parabel  sind  aas  einem  sehr  ieseoswerthen 
kl^en  Aufntse  des  Hem  Dir^eton  Rumker  tu  Hamboig  in  dem 
Jahresberichte  der  dortigen  matbem.  Gesellseb.  för  1840  entlehnt. 
Die  Figur  wird  sich  ein  Jeder  leicht  selbst  entwerfen  können.  Die 
Tangente  AB  liegt  swischen  den  sich  in  C  schneidenden,  die  Parabel' 
in  ü  und  B  berührenden  Tangenten  CD  und  CB^  schneioet  die  eiste 
in  itf»  die  iwcice  in  JPy  und  b«nibit  die  Parabel  in  ff. 


V 
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b.  Der  von  zwei  Tangenten  an  ihrem  Durclisclmittspuokte  ge- 
bildete Winkel  ist  der  Hälfte  des  von  den  nach  ihren  Berübrungs- 
punkten  gezogeneD  Vectoreu  eingeschlo^Benen  Winkels  gleich,  4!«  b. 
tu  ist  s.  B.     I}CEi^z  ^  Lm  OFßn- 

c.  Die  vom  Brennpunkte  nad»  dem  Durchschnittspunktc  zweier 
Tangenten  gezogene  gerade  Linie  halbirt  den  von  den  nach  den 
Beriinrungspuukten  der  beiden  Tangenten  gezogenen  Vectoren  ein* 
geaebloMeneD  Winkel.  . 

d.  Der  um  das  durch  die  drei  an  die  Parabel  gesogeoen  Tan- 
ffentcn  gebildete  Dreieck  ABC  besci|icieii«i||}  JKmui  g^f|e|l0rzeit 
durch  den  Brennpunkt  der  Parabel. 

e.  Die  Enttiproung^  4Qr  PottlMflMtfiipiiiilctei  «Weier  Tang^^ 
teD  vom  BrennpaüJLte  ut  4ie  aittlere  Preportion^le  zwischen  den 
oacb  deo  Berttbrangspinikten  gezogenen  VectoreD,  d.  h.  es  ist  s.  )|. 

f.  Di«  Qnadrate  der  Entfernungen  ifuk  IhUKlbschnittspuoktes 
zweier  Tangenten  von  ihren  Beriihrungspuükten  verhalten  sicli  wie 
die  nach  den  Berührun^punkten  gezogenen  Vectoren  und  wie  die 
Prodncte^  der  Entferanngen  ib^  Endnuiikte  vom  firjeenpunkte, 
4.  h,  es  ist  iniMev'i.  BL     ,    .  '   .    •  ' 

CB^  *  '€IE*  =  FD  i  FE 

JB^  '.  CD*  :  CB*=^FAy.FB  ?  FCxFD  :  FCxFE. 

.  '  .  Zwischen  den.  Seiten  des  Dreiecks  ABC  fio4eli  immer  die 
Gleidnag 

•   '  AByC.FC^ACy.FB'^BCy.FA 

Statt. 

Ii«  .  Aofib  is^  ismer 

jiBt4CszBCiBB=zGA}GBp 

€)  Es  sind  xwel  Punkte  utf  waA  B  ihrer  Lage  nach  gegeben; 
.  nlian  soll  die  Lage  zweier  andern  Punkte  C  und  D  bestimmen, 
wenn  an  denselben  die  Winkel  ACB»  BCB  und  ADC^  BBC  ue- 
messen  worden  sind.  '  •  . ;  ' 

Diese,  dem  Potbenot'sehen  PreMeme  ähnliehe  Anfgabe, '  f&r 
welche  in  den  Miscellen  eine  Auflösnoff  durch  die  analytische  Geo- 
metrie gegeben  worden  ist,  soll  sowohl  durch  blosse  geometrische 
Coostructiunen ,  als  auch  durch  die  elementare  Trigony.qietrie.  auf- 
gelöst werden.  B^  der  Aitf  ösnnjr  durch  geometriscue  Constmetien 
-Wird  m.iiln  zugleich  darauf  zu  sehen  fiahen,  dass  ^ietfelbe '  (ur  4ie 
gewöhnliche  Messtischpraxis  (wie  z.  B.  das  sogenannte  Rückwärts- 
einscbneidep  in  der  Feldmesskunst  in  Bezug  aV  jf'otheno^'scbe 
jPreUeo|i}  ni%liekst.bi)Baqbbi^  wif4.  ^ 

7)  ikin  Juis4fii0l(  m  wii.«(^#  s|n  ß  nn£  die  Porm  #r  siu^  9  in 
bringien. 

o)  Den  Aosdrnck  m  ees  -arr- »  cos  ^  auf  die  Form  eoeigpi.  zu 
■bringen» 

9)  Den  AiisMdk  se  taag  9—» ttpiy  fi  «nf  tte  tmm/t  9 

bringen. 

'  10)  Den  4(}s4nsc^  |x^.C0t  c^— fofi  f  0i  i^^  f(ff(ff^  ^  9»*  SP 
zu  bringen.         ...  *  . 
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11)  Es  sind  BB  ein  Paar  in  C  sich  scliueidende  gerade 
Linien,  und  E,  F  drei  fixe  Punkte  oder  Pole,  Drei  e^erade  Li- 
nien^ welcbe  durch  4i<'S()  Vo\^  gehen,  drehen  sich  so  um  dicselbcu, 
dass  der  Durchschnittspunkt  der  von  O  .und  ausgeheudeo  iminer 
fui  der  \Mt  A^n  ^*  Durchschulttspunkt  der  y9iä  Bm^^  JF  aaa- 
.gehendeo  immer  auf  der  liiuic  BB  liegt:  man  sucht  den  geometri* 
.•eben  Ort  des  DurchsckniU8|H)|iiü4  4*<W  v<Hi,,X}.-iMi4  «/^.iMugekeBdcn 
H^aden  Linien.  •   ■ .  .-  ^    •'  • 

12)  Bin  gegebeiMr  WioM  <li«1>t  ajeb  Miper  Ek^ne  ao,  jlfis 
4er  eine  Schenkel  desselben  immer  durch  einev- dor  Ll^pe.liaei  se* 
^ebenen  Punkt  s^cbt,  der  Scheitel  aber  sich  immer  aut*  einer  der 
juage  nach  gegeheueB  ger^i^en  J^^rinie  befindet:  man  sucht  die  Curve» 
mtehe  von  dleai  andmii  8elif»l^el  4efl  WiqMe  io  aeinep  Teraehieil»- 
nw  La|^i|  stetig  berührt  wird. 

,  (Diese  AiifflJi»  «rfor4«v(i  4i«  ^  AiflianHit^ 

ireflhDttng.) 


xxxu. 

^    •  •        •  . 

In  Nr.  419  der  Astronomischen  Nachrichten  hat  Herr 
Profetaor  and  'Direelor  llanaen  in  9tth%'t^'  ^Ine ' filierelnante 

fenrfättsche  Aufgabe  mitflpetheilt  |indinu%elÖ8t,  'Wtoiqlw  dem  längst 
ekannten  Potheaot'scTien  Problem,  das  bekanntlich  die  Be- 
^mmung  der  I^age  eines  Punktes  aus  drei  gegebenen  Punkten 
•durch  bkMne''WiiHteliBflWlMigMi  ao  4em'  beatimmenden  Funkle 
verlangt,  an  -din  Seite  gesetzt  an  werden  Terdient.  Diese  AufgaJM, 
welche  übrig^ens  nicht  neu  ist,  nnd  sich  z.  B.  schon  in  J.  H.  van 
Swindcn's  Elementen  der  Geometrie,  4iU3  dem  Holländi* 
sehen  übersetzt  vou  C.  F.  A.  Jacobi.  Jena.  183-4.  S.  321 
trigonometriaeb  aofirelSst  findet,  ist  folgende: 

Wenn  iiwei  Punkte  der  Lage  p,acJi  gegeben  sind,  so 
soll  man  die  Lage  zweier  andern  Punkte  durch  blosse 
Winkelmessungen  an  den  letztern,  ohne  diese  Ton  den 
gegebeaen  PanM»*  «ttimii  beatiniMen.  ■ 

Eine  Auflösnufl^  dlesft  interessanten  Problems  lässt  sich  ohne 
besondere  Schwierig'kcU  ans  Hen  in  dem  Aufsätze  Nr.  !X!V.  in  dem 
ersten  Qefte  dieses  Theils  des  Archivs  gegebenen  Formeln  herlei- 
ten, wie  wir  Joirt  In  dir,  Kümo  zeigen  WlbBo.  • 

Die  beiden  der  La^e  nach  gegebenen  Punkte  neien  und -^i'« 
und  ihre  Coordinaten  in  Bczup:  auf  ein  bcÜebip^cs  reclitwinkliges 
Coordinatensystem  seieB  jc',  und  v/.  Die  beiden  Punkte, 
deren  Lage  bestinunt  werden  soll,  seien  ^  upd^,,  und  ihre  Coqc- 
dinaten  in  Bezug  auf  dawolbe  System  seien  y  und  o;,,  yi.  An 
den  Pmikte  A  messe  man  nun  nie  beiden  1S0<>  nicht  übersteigen- 
den Wink»!  jÜgiULn     «dU«  mi  ,>f Im«i  ^  <  «ttafo  ^f^ULinn  dem 
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Ponkte  die  beiden  ISO«  nicht  übersteigenden  Winkel  A'A^A^ 
Ay'A^A^  so  liut  man  alle  Data,  welche  zur  Bestimmung  der  Coor- 
dinatCD  ac,  y  und  a:^^  der  beiden  gesuchten  Paukte  A  und  A^ 
uöthig  sind,  wie  jetzt  gezeigt  werden  soll. 

Die  Entfernungen  des  runktes  A  von  den  Punkten  A^ 
wollen  wir  durch  ^,  die  Kntferniingen  des  i*unktes  von  den 
Punkten  A\  A^'  durch  q\  q^',  die  Kntfernung  AA^  der  gesuchten 
Punkte  A  und  Ai  von  einander  durch  r  bezeichnen.  Denken  wir 
nns  ferner  dorch  den  Ptankt  A  ein  Hm  primtiven  Systeae  der  Jty 
ptraileles  Coordinatens^stem  der  ^  gelegt,  so  soll  der  von  der  Li- 
nie AA\  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  ^  eingeschlossene 
Winkel,  indem  man  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  $  an  dtirdi-  den  rechten  Winkel  hindurch  von  0  bin 
360*  säblt,  durch  9  bezeichnet  werden.  Eben  so  wollen  wir,  wenn 
wir  uns  durch  den  Punkt  Ai  ein  dem  primitiven  Systeme  der  ary 
paralleles  System  der  ^,  i^g  gelegt  denken,  den  von  der  Linie  A^A 
mit  dem  positiven  Th'eile  der  Axe  der  ^  eingeschlossenen  Win-' 
kel,  indem  wir  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  ^,  an  durch  den  rechten  Winkel  (^i  hindurch  von  0  bis 
360**  zählen,  durch  9p,  bezeichnen.  Dies  vorausgesetzt  haben  wir 
nun  nach  den  Gleichungen  2.  in  dem  Aufsatze  Mr.  XIV.  offenbar 
die  folgenden  Anidrüeke: 

S;r,  =^-4-rco»y,  ssy-|-r  §in  50; 

ar':=a:-i-Q  cos  (y-f-a),     y'=y-|-^  sin  (gPH-a); 
Ä?i'=^-+-C»  cos  (sp-+-/5f),  y,'=y-4-^|  sin  (jjp-h/?)i 

und 

(a:=r:.r, -|-r  cos  ^  =  ^1 +^  sin  9, ; 

(^,'=s4r,         CO! (9»i-|t-/},)>  y/ssyi  «in 

I  ■ 

wo,  wie  eogleich  erhellen' wird ,  die  Grössen  a,  ßy  a,,  /},  aus  den^ 
gemessenen  Winkeln  immer  leicht  gefunden  werden  können. 

Aus  den  ersten  Gleichungen  in  den  Systemen  1.  ^und  2.  folgt 

sin  9>= — ain  sp,j  cos  jp  =  — ^cos  9«, 

•Iso 

'    ein  y  CM  9i-^eM  )p  ein  9|  assin  (jp — y,)^0, 
nnd  fidglieh 

wo  M  ^nf  gerne  Zahl  beieiehnet  Wäre  diese  gsnie  Zahl  gerade» 
so  wäre 

ain  9t         9i  Mi  scoB 
da  doch  .na^h  den  Ohigen 

sin  9>,        irin  9,  cos  9,  =s— cos  9 
ist.    Also  ist  x  eine  ungerade  Zahl,  und  folglich 

cos  (y,  -f-a,)==cos  (y  +  a,  — X7r)  =  —  cos  (y-f-a,), 

w»  <yi  +  »i)  ==?  «n  (9 «I --«»)=="-•  «n  (9P «I  )> 
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cos  (y,  -»-/9,)  =  cos  (9-f-/?,  —  >jr)=:  — cos 

sin  (</i,  -1-/?,)=  sin  {(f-^ßi  —  xn)  =  —  sin  (y  4-/?,). 

DaLer  Laben  \«^ir  jetzt  nach  dem  Obigen  zwischen  deo  zehn  onbe- 
kunten  >GroMeD  j?,  yi,  ^,  ^i,  q',  ^Z,  r,  9  die  seha  fol- 

gfeadeD  GlcicliODgeo! 

— J?i         r  poB  g»,     y-^yi  — — r  ttn  9; 

a/  —  a:^Q  cos  (y-l-a),        y'rrsy-l-^  sin  (y-t-o), 

3.  ^ar,'  =  *-|-^,  cos  (y-t-i^),     y/  =  y4-ß,  sin  (sp-|-/?); 

0:'  =  ^,  —q'  cos  (yH-«,),    y'=y,  — sin  (y-f-«,), 

^/  =  ^,  — ^/  cos  (y-f-/?,),  y,'  =  y,  — sin  (<jp4-/J,). 

aus  dßnen  also  die  in  Rede  gtehendea  leim  unbekannteo  Gröiien 
zu  bestimmen  sind. 

BUninirt  neu  ^,  ^1,  q\  lo  beUUt  tum  die  aecks  folgendes 
Gleickiipgen: 

SS— r  €«s     5f — jf,  ass— r  m  9; 
^^  =  tang  (sp-i-a),  ^45|=Ung  (y  +  W; 

switchen  den  sechs  unbekannten  Grössen  .r,  y,  ;r,,  y,,  r,  9). 
Durch  Verbindung^  der  beiden  ersten  mit  den  beiden  letzten 

Gleichungen  erhält  man  * 

y'—y-r  sin  y  /«..l«  \    Vx-yr  .sin  y   .        ^  ^ 

oder 

o?)  sin  (v-l-a,)  — (y— y)  cos  (9P-|-a,)=sr  nn  «„ 

(^Z— ^)  sin  (SP-+-/J,)  — (y,'— y)  cos  (5p-f-jJ,)=:r.Bin  /S,  i 

und  folglich  durch  Division 

g    (a:'  —  jr)  sin  (y     «,)  ~  (y*  -^y)  cos  (y  4-  «,)       sin  <t, 
•  (a:,'  — a:)  sin  (</ -H —  (y,' —  y)  cos  (y-4-/9,>      «in  /f,' 
Bringt  man  die  zweiten  Gleichungen  in  4.  auf  die  Form 

oder  auf  die  Form 

M  erUUt  man  aus  denselben  leicht 

au»(«-/»  ' 

^.  (//'  — .y.')  cos  0;  4-,^)  — (.r  —  .r/)  sin  {'f -\- ^) 

^     y~  sin  («  —  /?)  * 


5. 
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f   (y— y/)  cos  if -h  ")  —  {i'' —  ^  i)  sin 

-Hrar^  ..  ..       •wia-'^)  ^  . 

~  •  sin  («-/?)      ,  .   .  '  .  • 

sin  i<f-i-ß) 

Führt  man  nun  diese  Ausdrücke  für      —  — y,  jCg'^—jCt 

Vi  — y  Gleichung  6.  ein,  so  wird  dieselbe  "  , 

{ßf  ^X^')  sin  (y  ^ —     >--  y  1 ')  cos  (y     ß)    sin  («  ^r?,)  sm 

-      — *t  > «in     -i- <t)  —  (i^'  —  y  1 )  <08  (^ -!-«>'  sin     — 6u^  ^, 

oder    •  '  * 

7  W  —  ^i)       (y-h/g)— jy— y/)  cos  (y-n?)      sin  «,  sin  (ß  —  ßx) 
*         i«!*)  sin  (y-|-«)f->(j<— y/)  cos  (y>-f-a)      8in/?^sin(a  —  «,)* 

Am  4i«flier  6Mebiili|t  I^Aiktv  nUft  Dm  lei€lit''tenj^  ^  entwickeln,^ 
and  so  zu  der  Auflösung  der  Aii%abe  gelangfii«  Beuer  wM.Mir 
aber  auf  folgende  Art  verfahren.  • 
Aus  den  beiden  Gleichungen 

8.  jp'  —  ^,'  =  Ä  cos       y'  —  y/  =  /l  sin  j& 

bestimme  man  auf  bekannte  Weise  die  beiden  Gröaeen  jB'iind 
Bo  bat  man,  nach  7.  die  Gleichung 

sin  (y-f-/3  —  E)  ^  sin       sin  {ß  —  ß^) 

sin  (y^a — E)       sin  ß^  sin  (a  —  «,)' 

^Uo,  wie  man  hieraus,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  Einheit 
•ddirt  und  rabtrabirt»  vmd  iann  dividirt,  leiebt  findet«   '       *  v 

eotK»H^  tang|i5-^a-H)-y|=,j^^^  ^^j^_^>j_^^^^  8in(a-*.y 
nii*fo!glich 

1A  te»«.  l  JELjr«_i-ÄUi«l  ^  /--  sin(^-/3  J-4.sm^^  sin(<g-«  J 

10.  fang \E-iia^ß}-9\z^ngi{anß)^^^  «nOM?i)--«la^i  «lii(«^«iV 

Bereebaet  nu»  aber  den  Qffliivinkfi  0  nittebit  der  Formel 

M  bat  man  rar  Bereobnmig  Von  9  nacb  10.  die  Formel 

1«.  tang         4((3c-4-/J)  — gpfiBstang  i(a  — /S)  taug  (45« -*-©). 
Aus  3.  ergiebt  sich  •      .    "  ' 

^^r'  —  a:i'  =  Q  cos  (y  +  a)  —      cos  (y-f-/?), 

y  — y/=^  bin  (?  +  «)  — €»1  siß  (SP  +  i^); 
und  folglich 

i  j  _        —  af.t')  «bi  (f  -f- -  (y  —  y  1 ')  cog  <»-Mt) 

sin  {(c—ß)  » 


13. 

also  nach  S. 


.  (fr^~.d?,'j  sin  (y-f-«)  — (y— y/)  cos  (y  +  a). 

sin  (a— jj)         .  ' 


15. 


22» 

Fencr  iit  bmIi  'S. 

;    J^'— <r^rsa:— cos  (sp*4-ai)  +  p,' cos  (yH-/?,),  . 
und  folglich  * 

)  — (y  — y/)  cos  (y-^-^,)  , 

^  *  — Cj:— ^i')  *'p  (y  — yi)  CO«  (y-HwJy.. 

«Isd  nach  t, 

Dfo  CMfÜmlUi  ntA  ^r,»  ergeben  lieh  ratt  nittihk  der 
Fonralo 

•  lysiTj^— ^  Ai  (SP-ha)=y/— sin  (yH-/^ 

«Bd       •     ■  ■ 

fjr,Ä;r'-f-^  CO«  (9-*-ai)  =  *i'-FCi' cos  <f»-|-/?,), 


fjr,t=s 


y-H?'  sin  (y  +  a,)=:y/  +  ^/  sin  (<jp-f./JJ. 
Dm  Batfenaag  r  aber  erhält  man  mittelst  der  Ausdrücke 

|o  m—^*  — ^--yi ~y 

cos  y         sin  y  * 

Rücksichtlich  des  Winkels  9>»  welcher  300**  nicht  Übersteigt,  bemer* 
kiem  wir,  daii  ftr  denselben  die  obigen  Forawlo  swei  Wettbe  lie- 
iun^  die  im  Allgemeinen  von  der  Form  9  und  9+180*  sind.  Von 
diesen  beiden  Werthen  bat  man  jederzeit  denjenigen  in  neluien, 
welchem  positive  Werthe  von  q  und  ^,  entsprechen. 

Die  Anwendung,  welche  Herr  Professor  und  Director  Hansen 
TOB  der  Wohneheulicbkeitsrechnung  enf  diese  Anfgebe  gemecbt 
hnt,  muss  man  a.  a.  0.  nachsehen. 

Ks  scheint  uns  wünschenswerth ,  dass  für  dieses  interessante 
Problem  auch  recht  elegante  Auflösungen  durch  die  elementare  Tri- 
gonoeietrie  nnd  durch  lilosse  geoaetrieche  GonstmeHoneii  gegeben 
werden,  letztere  sogleich  mit  Berücksichtigung  der  Messtiscbpraxis»' 
wie  dies  bei  dem  Pothenot'schen  Problem  unter  dem  Namen  des 
RiickwärtseinschneideBS  in  der  Feldmesskunst  bekanntlich  schon 
finIfMh  geschehen  ist;  Wir  irerden '  lolehen  AnflSsu&gen  gern 
eben  Pitts  in  des  Ar^ve  einrinnen. 
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xxxiii. 

Correspondenz. 

Auszug  aus    einem  Schreiben   des  Herrn  Dircctors 
Nizze  am  Gymnasium  zu  Stralsund  an  den 

Herausgeber. 

Stralsund,  4.  Junius  1841. 

Erst  in  den  gegenwärtig-en  PGngstfcrien  habe  ich  Zeit  g«wia- 
uen  können,  das  erste  Heft  Ihres  Archivs  zur  Hand  zu  nehmen. 
OeWr  das  OnteriMliBeii  Nllot  Iwbe  kfc  mich  ungemein  gefreut,  mid 
sollte  ich  von  Zeit  >■  Zeit  Ihnen  Kleinigkeiten  beisteuern  köneB, 
BO  wird  es  mit  Vergnüercn  geschehen,    l^iir  diesmal  Folgendes: 

Ich  liel  zuerst  uuf  den  Abschnitt:  „Aufgaben  für  Schüler.** 
Dnliei  iolerenirtiii  «ich  die  Bosengdigerseheii  Po^melB,  hei  derea 
Nechrechnan^  ich  »her  .einige  Irrvngen  gefinden  sn  haJten  glenhe, 
welche  ich  mir  anzugfhen  erienhe. 
Nr.  8.  muss  heissen 

ein  {a  —  ß)  s=4  eee  Ha^ß)  sin  i{a  —  r)  cos  Üß  —  r) 

Nr.  12.  cos  ^Ua-i-ß-hr)  •  •  • .  s=2(1  -l-eoe  a  eee  j9  c4b  f ) 
Nr.  13.  sin  *^(a+/SH-y)  ....  =  2(1  —  cos  a  cos  ß  cos  y) 

Nr.  14,  cos  »a-H  =2(l-f.co8  (a-|-/9j  cos  (a-H/j  coa{ß-hr)) 

Nr.  IS.  sin  «a-i-  • . .  •  =  2(1  — cos  (o-h/J)  cos  (a-f-y)  cos  (ß-i-/)) 
Hat  Buzens'eifrer  sich  TeraehrieheD,  eder  trifft  der  Setter  die 
Schuld?*) 

Bei  einer  andern  ihrer  Aufgaben  bin  ich  sofort  eiif  folgende 
Kleinigkeit  gefallen: 

Aofffabe.  Ke  -toll  enf  einer  gegehenen  geraden  Li» 
nie  ein  Rehteck  construirt  werden,  dessen  sweite  Seite 

halb  so  gross  ist,  als  die  Diagonale. 

In  Taf.  II.  Piff.  12.  ist  JUA  die  geffehene  gerade  Linie,  jiß 
wlllkfihfticb,  BDes^JB,  MN^AB\=sAE). 

Lehrpats.   Wenn  die  kürzere  Seite  eines  Reehteeks 

halb  so  gross  ist,  als  dessen  Diagonale,  und  wenn  man 
auf  der  kürzeren  Seite  desselben  wiederum  ein  Rechteck 
construirt,  dessen  zweite  Seite  die  Hälfte  seiner  Die-^ 
gonale  ist,  imgleichen  auf  der  kürzeren  Seite  dieses 
Rechtecks  wieder  ein  Rechteck  "von  derselben  Beschaf- 
fenheit, und  so  in  infinitum,  so  verh alte.n  sich  die  länge- 
ren  Seiten  aller  dieser  Rechtecke  wie 

I  :  »/|  :  l/^  :  l/i  :  V/i  =  V/^  

Anm.  Man  wiirdc  die  Aufgabe  und  den  Lehrsatz  auch  auf 
dal  rechtwinklige  Dreieck  beziehen  können,  dessen  eine  Katbete 
halb  so  gross  ist,  als  die  Hjpotefinse. 

•)  Weder  der  Herausgeber,  noch  der  Setzer,  noch  der  Cnrrcctor  tragen 
die  Schuld.  Buxengciffer  hat  sich,  wie  ich  durch  das  noch  in  mei* 
nen  Händen  befindliche  Blatt  nachweisen  kann,  allerdings  vsvsehrieheo, 
und  Herrn  Director  Nizze  gebührt  daher  der  grosite  Denk  Inr  die 
Nachweisung  dieser  Schreibfehler.  6« 
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XXXIV. 

Analyse  des  ^quations  d^termin^es  par  M 
Fourier,  de  Finstitut  royal  de  France,  secr^« 
taire  perp^tuel  de  raead^mie  des  sciences. 

Premiere  partie.  Paris.  1831.  4 
Onuidzllige  der  Lehre  von  den  anmerieoheii 
Gleichungen  nach  Ihren  analytischen  and  geo- 
metrischen Eigenschaften.  Ein  Snpplement  zu 
den  Lehrbüchern  der  Algebra  und  der  Diffe- 
rentialrechnung von  M.  W.  Drobisch,  Pro- 
fessor der  Mathematik  an  der  Universitlit  zu, 
Leipzig.  Leipzig,  1834.  &  *) 

VoD  dem 

«    • 

Herrn  Professor  Dr.  Gartx, 

zu  HaHe. 


JeM  fiMtiite  Joi.  Fourier  (geboren  zu  Auzerre  in  der  Bour^ 
.  gogoe  dm  Sl.  Min  1748,  f;ft9wbem  sa  Pnht  4mi  16.  Mai  1830)  it 
als  Ver&aMr  «mt  idurfbiBBigCD  Theorie  der  Wärme,  die  tckoD 
wegen  der  durin  gebrauchten  analytischen  Methoden  die  Anfmerk- 
-  samkeit  jedes  Mathematikers  verdient ,  und  mancher  trefBichen  der 
pariser  Akademie  der  Wissenschaften  vorffetrageoen  Abbaadiuogea 
umi  Biographien  auch  in  Deataehland  scboD  »nger  Mtaaat;  erst 
nach  seinem  Tode  über  lernten  wir. ihn  als  denjenigen  Mann  kan- 
neo,  weichem  die  vorher  seit  geraumer  Zeit  gleichsHm  stillstehende 
Wiaseaschaft  der  Algebra  ihre  wichtigratea  neuen  Fortschritte  nod 
BrwaiteniDMB  Terdaakt.  Der  aaa  aaä  aekas  vantaribeaa  Herava» 
geber  des  Vorliegenden  Werks,  Navier,  weist  in  laiaam  Varberiehte 
aaa  kiaterlaaaeaea  Fapiarea  F.'a  nack,  data  Favriar  aelioa  ia  aal* 


•  *)  Obgleich  Fourier's  berühmtes  Werk  schon  im  Jahre  1831  erschienen 
ist,  so  ist  es  doch  bei  Weitem  noch  nicht  so  allgemein  bekannt  und 
verbreitet,  wie  es  nach  seinem  hochwichti|;en  Inhalte  Terdient.  Des- 
halb dürfte  die  in  diesem  Aufsatze  ge«;cbpne  eben  so  gründliche  als 
VoUständice  Analyse  desselben  auch  jetzt  noch  vielen  Lesern  angenehm 
und  dem  Zwecke  des  Archivs  voUkottmen  eaCspreehend  sein,  wobei  ee 
zugleich  z\veckitiäs>>ig  schie%  eise  kttfie  AmlTae  das  Buefaai  Toa  Dro- 
bisch damit  zu  verbinden.  G, 
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nem  achtzebatea  Jahre  viele  von  deo  Rntdeckungea  gemacht  hatte, 
weiche  in  vorliegendem  Werke  mitgetbeiit  werdeo.    Suätet,  iin#  * 
Jahre  1789,  fiberreicbte  F.  der  {leriser  Akademie  eine  AmodlaDg 
äholiebeo  Inhalts,  und  trog  ouchmals  (im  Jahre  1797)  als  Lehrer 
an  der  polytechnischen  Schule  seinen  Scbülern  diese  fc^otdcckungen 
Tür.   F.  gehörte  zu  den  Gejebrt^n ,  Wjtkbe  Bonaparte  auf  seinem 
SSuffe  naeli  Aegypten  flutDeliH,  uft  rächte  eneh  iHUirend  eeinetf' 
Afa^ntbalto  in>j»i|||yt|ip^  lelB»->fti»»:  A^sicbtee  jyeiter  iM  -i^l^ 
wickeln  und  zu  vervollstäiidigCQ,  WQVon  mebrcre  dem  voq  de^ 
Franzosen  enic^teteti  „Institut  von  Cairo"  überreichte  Abhandiun« 
gee  «e«fe9^.  Nyolk.  Frankreieb  c«ru«kgekebrt;  Iteet  er^  wenn  'fobfOl 
nicht  ohne»  UnterbmdiungQn»;welcl^e  «jum  Tbcil  durch  die  Staats* 
Veränderungen  in  seioem  Vatertandb  herbeigeführt  wurden,  wieder- 
boleatlich  auf  dicseq  <>egenstaed  »uriiek.     Unter  den  neben 
wähntea  von  ihm  der  neuen  pariser  Akademie  mitgethciitco  Abband»  ' 
lungen,  welche  aber  noch  nicht  alle  gedruckt  sind,  beziehen  sich 
vier  auf  die  algebraische  Analyais.    Endlich  eotscbloM  sich  F.  tillt 
seine  hierauf  bezüglichen  Arbeiten  in  einem  grösseren  Werke  zu- 
sammen zu  fasset),  katJoi  hatte  jedoch  det*  Druck  dieses  W'erkes 
begonneo,  aki  ihl^dltt^lrod  übereilte.  •  Ltfde»  fiMidTiddl  «btiar  sei- 
nen Papieren  nur  der  vorlicgedde  eret.«  Tbeil  ?olla(andig.fd,r  den. 
Druck  vorbereitet.    Für  das  Tehnge  fanden  sich  indessen,  nach 
Kavier's  Aussage,  zahlreiche  Materialien  gesammelt,  and  es  ist  nur 
an  wünschen,  dass  dieselben  recht  bald,  wenn  auch  nicht  verarhd« 
tet,  dem  Publikum  mitgetbeiit  wwden  mögen.  —    W'ir  wollen  nun 
den  Inhalt  des  vorliegenden  ersten  Theils  angeben:   Auf  das  Avcr- 
tissement  de  T^diteur  (S,  1 — XXI \  )  folgt  (Jü.  1  — &)  die  V  orreide 
des  Verfassers,  worin  er  sieh  fiber  die  Wichtigkeit  und  den  Nutzen  . 
der  Algebra,  über  die  Verdiensie  sciiner  Vorgänger  und  den  Zweck 
seines  eigenen  Werkes  ausspricht.    Hieran  scliliesst  sich  (S.  7  —  2\) 
eine  Einleitung,  welche  zunächst  in  gedrängter  Kürze  die  all- 
aiähligen  Fortschritte  der  Algebra  seit  Diophant  angiebt.    F.  eiv 
klärt  sich  hier  seblecfatbtn  genfon  alle  Versuche,  welche  bezwecken  . 
die  Wurzeln  der  Gleichungen  aller  Grade  durch  Formein  darzU' 
stelleu,  welche  der  cardonischen  Furmci  analonr  waren,  indem  da- 
durch nur  sehr  verwickelte  Transformationen   erhalten  würden^, 
worin  die>Wnhrh«il^7<welehe:  man  sucht,  mehr  «Istia  der  gegebenen 
CleichuDg  selbst,  versteckt  wäre.    Leibnitsens  vod  Tschirnhausens 
AusichteB  hierüber  seica  unaiistuhrhar.    Des  Verfassers  eigenes  V^er- 
fahren  sei   keine  Cotmhinatiuu.  der  elementaren  Kegeln   über  die 
Wnneinnitiehiing,  sondM  eine  Methsde  ani  fenens,  wvlelie  onf- 
gi^iebseiti|[eni  Calciil'  silier  tCoeffieienten!  der  vnrgelegten  GlMshiin|^' 
beruhe;   8)c  weiche  von  Lngrange's  Auflösung  der  numerischen. 
Gioichuugen  ab»  und  gelte  auch  tür  die  LiteralgleichuosfSen.  Vor-- 
anegesetst  wird  hioi  dtesee  neuen  Methode  «nsser  deo  gewölmfiebe»- 
Elenenten  der  Algehra,  die  Kenntniss  der  DiAerentialrechnung  be- 
sonders die  Entwickelnng  algebraischer  Functionen  in  Reihen  (nach 
dem  Taylorschen  Satze)  jedoch  mit  Uinzufügung  des  Restes,  wenn 
innn  ein<s  solche  ReiM  n^' hefiebigen  Gliedc  abbricht.  Aüch 
ist  einige  KeUntniss  der  analytischen  Geometrie'  notbwevdigV' weil 
dadurch  die  trefflichste  Versi^nlichung  der  allmälilia^en  Vcrändernn- 

f^en  in  den  VVertheu  einer  Function  yf.^)  viu\  eben  dadurch  Er- 
eichteruiig  in  der  ErforscJiuug  ihrer  iLigeuschutten  möglich  wird. 
Oer  Vcrfiisser  ist  offenbar  dorch  solche  geometrisehr  BelNichtiingen 
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mdlM%  meiste«  mhm-Hki/tdwkaBgen  tcfikommk/"^  yor.tMmlh' 

Siime  der  in  diese«  ersten  Tbeile  entbaUenett.  alrei  Büeher  «lioep, 
cm  Plan^  nach,  »us  sieben  Büchern  hRstebenden  Werkes,  giebt  F. 
•4iiie  il«ber«icbt  alier,  von  ihm  für,  die  Theorie  d^r  Gieicbnnffen  ge« 
•^BMMB  «endiat«  (9*.  25--8d),  iPplehe  wir  witek  Kemai^ii 
wollen,  wenn  wir  die  vorliegen4ek  ersten  zwei  Bücher  in  nähere 
Betracbtuna^  gezos^en  haben  werden.  —  Buch  1.  Metbode  für 
jede  reeUe  Wurxel  zwei  Gräpzen  zu  bei|tim«en,  (zwischen  welche 


W«neln 

KU  erkennen.  Bedeutet  m  eine  gnnae  positive  Z«U  nwA  ist 
X  m/{m}sasa^-ha »  «,  j:«^  ..•4-  «n-^-Hs« 

=  ^yw-p  /^"^W— ^"^^  '^^'^^  reelle  Wur- 

zeln der  Gleichung  X=:0  zwiiifhen  den  Gränzcn  -^-^  und 


Jiegen ,  und  dais  sowohl  für  .x'  =:  ^  als  für  o-'  =  -f-  vj^'^e  der 
Frt»€tioMB  X,  X'v  IC" . . . .  A(*-i)  eip^a.  nModlicb^ii.  Wuth  er- 
hält, dessen  Vorzeichen  1edig;lich  von  dem  jedesmaligen  ersten 
Gliedc  der  Function  abhängt,  wahrend  A('''^  =  l  .  2  .  3  .  .  .  «i 
eine  positive  .  Co nataüte  ist«  Prdnet  «lAk^r  die  geiUcl)tea 
F«i«tieiKn  la:  .  .    •  ; 

und  setzt  unter  jede  des  ihr  zukummende  \  orzeicfaen,  so  erhält 
MM  •flenbar  ■ 

•  •  xc«rx(«^;*-^«.i<*i-ö;/..,,x'!.;^^ 

•  (für  — •     ,  db  qc  dr  • 

.(für-hi)  +  .  +  '  •4-  ■ .  4-  4- 

??ennt  man  also  zwei  auf  eioarnder  folp-inide  gleiche  Vorzeichen,  wie 

r|--^-oder  ,  eine  Vorxeichenloige,  dagegen  zwei  auf  ein.. 

mtiter  folgende  einander  eetgfegeng^etMle  Vorterehen,  wie  +  — 
eder  «-^H*  einen  Vorzeichen  wecirsel,  so  sieht  man,  dsM  in  der 
Reihe  für  — ^  lauter  Vorzeichen  Wechsel,  in  der  Reihe  ftir  H-^  lau- 
ter ^orzeichenfolgen  vorkommen,  und  zwar,  wenn  die  Vorzeichen 
von  XC***)  nod  X  nur  einmal,  jedes  der  übrigen  aber  do|>pelt,  näm- 
li'cb  io  Besag  anf  das  vorfaergebeede  md  in 'Bezug'" 'aut  dai  fol- 
gend« Vorzeiibep  berücksichtigt  werden ,  erhfttt  man  in  der  Reibe 
i — l)  grade  so  viel  Vorzeichenwechscl,  in  der  R«ilie  (-f-^)  so  viel 
!Vorzeichenfoigen  als  der  Grad  der*  gegebenen  Gleichung  X  =  0 
t^etriigt,  dämlleb  er.  Bi  mnä  «he  dielfoibe  X«">,  Xi'^»;:,,.  X%  X 
1»eini  Xfeberg^ange  von  :r=r:-— ^zu  :r'=±~\-l  alle  Mal  ^Vorzeichen« 
'Wechsel  verlieren.  Du  jedes  Glied  dieser  Reibe  eine  stetifro  Function 
von  je  ist,  $o  kann  es  nicht  anders  sein  \  orzeichen  ändern,  also 
röm- Positiven  tnat  Ne^atlv^  oder  vo«  fterativen 'zum  Positiven 
fibergehen,  als  indem  e«  den  Zwischenwerth  Noll  durchläuft.  Fod>- 
rier  zeis:*  nun  eben  so  einfnch  als  klar  1)  dass  jedes  Mal,  wenn 
jc  einen  Werth  erreicht,  der  die  Function  X  =  0  macht,  ohne  zu- 
gleich' dliie  von  den  derivirten  Functionen  auf  Null  zu  bringen, 
nothwendig  ein  Zeichenwecbsel  vetrleren  geb^,  d.  b.  sieh  io  ein^ 
Zeichenfolge  verwandele,  und  dass,  wenn  ^  nacMier  weiter  bis  ^ 
uoonterbrochen  wächst,  die  Anzahl  der  Zeicbenwechnei  her  keinen 
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auf  m  folgenden  Wertbe  von  x  wieder  zniielinen  k54ine;  2)  dMs, 
wenn  a:  einen  Werth  erreicht,  der  die  heiden  letzten  oder  mehrere 
von  den  letzten  unmitteibar  auf  einander  folgenden  . . . '  A'',  A',  X 
ra  der  oUmb  Fliii|ttioDCbr«ib«  TembwindeB  omehit,  (waa  Wkaaal» 
lieh  ehi  Mforkmal  von  eben  so  viel  einander  glichen  Wvfaeln  der 
Gleichung  X  =  0  ist)  alle  Mal  eben  so  viele  Zeiche nwecbsel  ver- 
,  loren  g^&ien.  3)  Wenn  nicht  die  Stamurfunction  X,  wohl  aber  eine 
voa  ibrea  Deritirtoa  oder  n  aaf  eiaaader  folgende  von  dieaea  Dir 
eiaea  besHaimten  Werth  von  ae  vencKwinden ,  werden  alle  Mal, 
wenn  n  gerade  ist,  auch  »  Zeicbenwechsel  verloren  geben;  wenn 
aber  n  ungerade  ist,  entweder  n — 1  oder  #»+1  Zeichen  Wechsel. 
In  den  Fallen  (2)  und  (3)  so  wenig  als  in  <tem  Falle  (1)  nimint 
die  Anzahl  der  Zeicheaireebsel  lemals  wieder  zu,  wenn  man 
fortdauernd  wachsen  lasst.  —  Hat  die  Gleichung  X  =  0  lauter 
reelle  Wurzeln,  so  muss  die  Function  X,  während  a:  von  — ^  bis 
+^  UDunterbroclien  wächst,  m^laX  auf  Null  gebracht  werden,  wo- 
dareb  daoa  alle  m  Zeicbenwecbsel  sich,in  ^iehenfolp^en  verwan- 
deln, und  mithin  kann  dnaa  durch  den  unter  (3)  aufgeführten  Fall 
kein  Zeicbenwechsel  verloren  gehen.  So  oft  olso  durch  diesen 
Fall  Zeichenwechsel  verloren  gehen,  deutet  diess  auf  imaginäre 
Waraela,  aad  swar  jedea  Hat  aaf  eiae  gerade  Aasabt  detaelbeat 
wie  es  sein  muss,  da  in  einer  ratioaalea  tSleiebang  jede  darin'. ent» 

balteae  imaginäre  Wurzel  a-|-/?\/ — 1  stets  das  Vorhaadeaseia 
ihrer  conjugirten  a  —  ß\/  —  1  nothwendig  macht.  —   Um  nun  xa 
entdecken,  ob  zwischen  zweien  Gränzen  a  und  b  eine  Wurzel  oder 
mehrere  Wurxeln  der  gegebeneo  Gleichung  liegen,  substituire  mau 
für      erst  m  aad  aaebber  b  ia  der  oft  erwttbnten  Reihe  tob- 
Functionen,  und  untersuche,  ob  die  Reihe  für  ^  =  ^  noch  eben  so 
viele  Vorzeichenwechsel  habe,  als  die  für  ^  =  ».    Ist  diess  der 
Fall,  so  liej^  zwischen  a  und  ö  gar  keine  Wurzel  der  Gleichung. 
Hat  aber  die  Reibe  f&r  jpsssS  eiaea  Von^icbeaweebtel  weniger 
ala  die  Reibe  für  ^  =  a,  so  liegt  zwiscbea  m  und  l>  eine  reelle 
Wurzel.    Hat  die  Reibe  für  a:=:6  eine  ungerade  Anzahl  2/i -f- 1 
Vorzeicheowechsei  wenj^^er  als  die  für  ^sssa,  so  liegt  zwischen  ^ 
«  aad  ^  wealj^teas  eiae  redle  Warsei;  es  kSaaea  aber  ia  dieae« 
Falle  auch  3  oder  &  n.  i.  w.  überbau^  eine  ungerade  Anzahl  reel- 
ler Wurzeln  zwischen  a  und  d  liegen,  jedoch  nicht  mehr  als 
2js+1*   Liegen  nur  2r-k-l  reelle  Wurzeln  in  diesem  Zwischen- 
räume, so  sind  2»— 'Sr  imaginäre  Waraefn  durch  die  verloren  ge. 
gangenen  Vorseteheawecbsel  angedeutet,  weichte  Warsela  F.  fea* 
(ende  (racines  nanquantes),  Herr  Dro bisch  passender  verloren 
gegangene  Wurzel,  nennt.  —    Hat  endlich  die  Reihe  für  a:=z6 
eine  gerade  Anzahl  2p  Vorzeichenwecbsel  weniger  als  die  für 
so  bat  die  Gleichung  X=0  ia  jenem  Zwischenranne  enl> 
weder  gar  keine  oder  2,  oder  4  u.  s.  w.  oder  iihcrhaupt  eine  ge- 
rade Anzahl  2q  reelle  Wurzeln,  die  zwischen  a  und  6  fallen,  je- 
doch nicht  mehr  als  2^;  zugleich  erkennt  man  aber  daraus,  dass 
aaeb  ^  —  2^  imagiaäre  Wwsela  vorbaadfa  «lad.  *   Stetß  abo 
deetet  die  Anzahl  der  im  Cebergange  to|i  ap:=s.m  sa  veiio* 
reu  gegangenen  Zeichenwechsel  auf  eine  eben  so  grosse  Anzahl 
von  Wurzeln,  welche  entweder  alle  reell,  oder  von  denen  eine 
gerade  Aasabi  iaMgiaär  Uu   Ist  s.  tS.  Xsnsae*  --3ir+2 
aa  bt  X'=a3««+4ia-S,  X''sslMr-|-4,  X^'ssO.  Weaa  nunn 
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Mim  Ar  jr,  wi«  m  du  l«iefcl«i  Bert^ung  wegen  Mieket  imaer 

.geichieht,  die  Glieder  4er  leike  100»-^ia»^l,0,4-l»+10... 

•eist»  eo  erhält  Mo :  ' 

X"  X'  X 
(-10)+  -  +  - 

(-1)-^  H- 

.  -    (0)  H-  H  h. 

(1)  +  H- 

woraus  erhellet,  Uass  zwischen  — 10  und  —  1  eine  reelle  Wurzel, 
swisclmn  '—1  |ind  0  gar  keine  Wnrsei  liegt,  and  dais  twisehen 

Ä?  =  0  und  a:=l  entweder  zwei  reelle  Wurzeln  fallen,  oder  zwei 
dergleichen  verloren  gegangen  sind,  in  welchem  letzteren  Falle  die 
Gleichunff  zwei  imaginäre  Wurzeln  hat.  Wie  man  entdecke,  von 
welcher  llatiir  die  suletst  erwähnten  heiden  Wnneln  seien,  darüber 
nachher.  Kemat  es  bei  der  AnwenduB^  dieses  höchst  einfachen 
Verfahrens  vor,  dass  ein  für  .r  substituirter  Werth  a  ein  Glied 
oder  mehrere  Glieder  der  Functioneureihe  At"«— . . .,  X\  X 

anf  Null  bringtj  so  giebt  eine  leichte,  aus  dem  Taylorschen  Satze  ab- 
geleitete Regel  an,  welche  Vorzeichen  jenen  Pnncttonen  beizulegen 
seien,  sofern  .r  =  «r--w  und  sofern  .r  =  a-f-cii  gesetzt  wird,  wo 
Oi  eine  sehr  wenig;  von  Null  verschiedene  Grösse  bedeutet.  Man 
braucht  nämlich  dann  in  diesen  beiden  Reihen  nur  dieselben  \  or- 
seieben  vtie  in  der  Reibe  für  orsss«  sn  selben,  da  aber,  w6  in 
letzterer  Reihe  Glieder  verschwinden,  hat  man  für  jc=.a  —  cii, 
Vorzcichenwerhsel ,  für  ;rs=«-h(tf,  Vorseichenfolgen  su  setzen. 
Ist  z.  B.  die  Reihe 

für  0  +  +  0  0   0  0  —  0   0  0  +  0  —  so  ist  sie  , 

für  •  — w  H-H  h  —  4  +  .  vnd 

fibr  «+0»  -f--|-H — h-l-H-  —  —  — —  -+--+•  — 

Ist  nnn  die  Ansabi  der  Vorseif benweebsel  in  der  Reibe  für  jl  —  sr  w 

etwa  in  der  fiir  ^s«-|-f»  aber  sA,  so  deutet  diess  auf 

h  —  k  im;i£rinäie  Wurzeln,  so  in  dem  oben  angeführten  Beispiele 
auf  6  dergleichen,   ^'ourier  nennt  diess  die  Regel  vom  doppeU 
ten  Vorseichen.  — 

Mau  sieht  leicht,  dass  die  Regel  von  Descartes,  wonach  man 
aus  den  Vorzeichen  der  Glieder  einer  Gleichung  beurtheilt,  wie 
viele  reelle  positive  und  wie  viele  negative  Wurzeln  die  Gleichung 
höchstens  habe  (fälschlich  die  harriotsche  Regel  gen-annt^,  nichts 
weiter  als  ein  (>orollar  der  bisher  nngegebeMB  ^Itse  Fourier^s  sei. 
Denn  setzt  man  in  den  Functionen  A,  X\  .  . .,  X^"*)  das 

^=0.  fio  werden  sie,  zu  Folge  des  IVlac-Laurinachen  Satzes,  gleich 
Produkten  aus  den  positiven  raktoren  1,  1, 1.2, 1.4^.3, .......  1.2...«» 

In  die  CoeflicieBten  der  Gleiebang  JCst.  Wem  mo  daher  rntfn 
die  Vorseichen  dieser  €oe£Bicienten  mit  der  Reihe  Ton  Vorzeichen 
für  ^  =  — I  und  für  a:~-f-^  vergleicht,  so  giebt  diess  die  Re- 
gel des^Dcscartes.  Offenbar  ist^aber  die  Regel  Fourier 's  weit 
gehaltreicher,  da  sie  sogleich  beetimite  OBdliehe  Gransev  angiebt, 
zwischen  welchen  man  einzig  und  allein  reelle  Wurzeln  zu  sucbeii 
hat»  und  anC  die  einfachste  Weise  snr  aiiBäherBdeB  ReetiaMiinig 
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 ^  WiMilft  darek  fort|^MiBte  Tei^nveiiiiig  dw  6iiiiM''4ieM- 

kann,  wovdn  nachher  noch  weiter  die  J<ede  sein  wird.  Es  bleibt 
jetzt  zunächst  die  Fraffe,  wie  man,  wenn  inclir  als  ein  Vorzcicheo- 
weclisel  durch  den  Uebeigaag  von  a:^=La  zm  a:=.lf  verloren  ff ebt, 
entscbfliden  könoe,  ob  oadiirGh  läuter  reelle  iwiaehen  m  and  »  lie-  ' 
gende  Wurzeln  oder  Paare  - von  imaginären  Wurzeln  angedeutet - 
werden,  und  wie  man  die  reellen  zwischen  a  und  ö  liegenden  Wur- 
zeln, wenn  dergleichen  vorhanden  sind,  durch  Gräozen,  die  man 
zwiseben  jede  zwei  einander  um  Näcb^n-  konnieode  einiehiebt, 
von  einander  trennen  kö^e»'  DpcM^jinirde  man  ran  zwnr  dadurch 
hewerkstelligen  können,  dass  man  nach  der  von  Lagrange  und 
Waring  vorge8c)ilagencn  Methode  eine  Grösse  ^  bestimmte,  ^elchc 
entweder  =  oder  <i  als  die  kleinste  ÜiSereüz  zweier  reellen  Wur- 
zeln der  gegebenen  Gleichung  wäre,  und,  sodann  für  ^'nacb  der 
Reihe  die  Zahlen  2^  u.  s.  w. ...  in  der  Function  f{,v) 

substituirtc ;  allein  dazu  gehören  bei  Gleichungen  von  einigcrma- 
üsen  hohem  Grude  so  weitläufige  Rechnungen,  dass  ein  anderes 
kürzeres  Veffakren  filr  die  Praxiü  höchst  wunschenswerth  ist  ^n. 
solches  und  zwar  ein  sehr  einfaches,  das  in  den  meisten  Fällen 
äusserst  schnell  zum  Ziele  führt,  hat  nun  F.  gefunden.  Es  gründet 
sicli  auf  die  Betrachtung  der  Subtangenten  derjenigen  Curve, 
welche  die  Verändeninff  in  den  Werthen  Atr  f{a;)  veranschaulieM; 
Ist  man  nämlich  durch  liinreiehend^  Znai^alnenziebung  der  Grätozen 
a  und  If  dahin  gelangt,  dass  zwischen  diesen  Gränzen  nur  zwei 
Wurzeln  der  Gleichung;  y(^)=^0,  eine  Wurzel  der  Gleichung 
/•'(^)=0  und  gar  kein«  Wurzel. der  Gleichung  /"(.r)=rO  liegt, 
so  hat  die  Curve  /"(oö  zwischen  den  Gränzen  jczzza  und  a;=.b 
eine  Einbiegung  j^egen  die  Abscissenaxe  (ein  Minimum  oder  Maxi- 
mum von  f{^x))^  -^^x  keinen  Wendepunkt.    Hieraus  folgt  leicht, 

dass  4ie  absoluten  Zahlenwerthe  der  Subtangenten^^« und 

sowohl  einzeln  als  zusammen  kleiner  als  h  —  a  sein  müssen,  wenn 
zwei  reelle  Wurzeln,  olso  zwei  Durchschnitte  der  Curve y(;r)  mit 
der  Abscissenuxe,  zwischen  a:-=.a  und  cv=ib  liegeu  sollen.  Fin- 

det  sich  daher  J?;^ -1- ^i^^  ^  —       so  ist  diess  ein  sicheres 

Zeichen,  dass  zwischen  a  und  b  zwei  reelle  Wurzeln  verloren  gc- 

Sangeo  sind,  statt  deren  dann/'(^)=:0  zwei  imaginäre  Wurzeln 
at  Nur  der  Fall  ist  hievon  auszunehmen,  wenn /(.r)  xxwA  f\a:) 
einen  gemeinschaftlichen  Theilcr  und  daher /(.r)  =  0  zwei  gleiche 
Wurzein  zwischen  tt  und  b  bat,  was  aber  bekanntlich  leicht  zu 

forschen  ist  Findet  sich        +^||y<£— so  kann  BM»n  dnrl 

aus  noch  nichts  mit  Sicherheit  schticssen,  sondern  muss  dann  engere 
Oran/cn  statt  a  und  b  wählen,  wodurch  man  aber  endlich  «gewiss, 
wenn  die  beiden  Wurzeln  reell  sind,  dabin  gelangt  sie  zu  trennen, 
oder,  wenn  sie  es  nicht  sind,  die  Summe  zweier  Subtangeuten 
grösser  als  die  Differenz  der  Abscissen  der  zttgeb9rigen  Ftankte  zq^ 
finden.  Hat  man  durch  das  früher  anc^egebene  Ver&breU  entdeckt*, 
dass  nicht  bl<»ss  zwei,  sondern  noch  mehr  Wurzeln  zwischen  den 
Gränzen  a  und  b  liegen  oder  verloren  gegangen  sind,  so  ist  dprch 
ehen  jenes ' 'l^rfohren  buch  zuffieieh  hekmint,  wülche- ihra -deii 
Functionen  Ä«*),  X(«^*>,  ...  A',  X",  w;enn  man  sie  =f±.0 'setzf^ 
nur  eine  odei' nH"«!  Wurzeln  swisohen  «  und  ^  habe  öder'^erib* 
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ra  babc  Bm  ni^  »m  XO^  i\%  erste,  von  der  Aeciil«ii  «i,gesi|Mty 

ünter  jenen  Fooetionen,  welche,  wenn  man  sie  =0  setzt,  nur  eine 
Wurz«^'!  zwischen  «und  6  hat,  so  hat  A'(''~*)  =  0  nothwetKlitf-  swei 
Wurzeln  zwischen  denselben  Grannen,  efitweUer  wirklich  n«er  ver- 
liMWB,  und  JCC»«*i)  =  0  tot  d«lii'cniw«d«r  f^nl»fi«hif  ^  oder  9in% 
oder  zwei  reelle  Wurzeln  «wisoben  a  und  ^9  «dfr  lilid 
Jt(«+i)  =  0  zwei  zwischen  «  und  //  verloren  gegangene  Wurzeln 
angedeutet   Hat  A('*+ij=0  gur  keine  Wurzel  zwisclien  0  und 
weder  wirklich  noch  verloren,  sn  kann  man  nach  demselhep  Verfab- 
rnn,  welcbes  wir  Torbar  ouf  die  Funotlonen  y(d?)  UBd/*(^)  an« 
wandten,  entdecken,    ob  die   beiden   ans^czcigtcn   Wurzeln  von 
^(«— 1)  — 0  beide  reell  oder  iuiagioär  sind,  und,  weun  sie  letzteres 
sind ,  daraus  »cUiebüen ,  dass  auch  X  =  0  zwischen  a  und  ^  zwei 
reelle  Wnneln  verleren  babe.  Dasselbe  wird  aian  eeb^«Mao,.weDn 
die  beideu  Wurzeln  von  \'("-i)  =  0  eioatider  gleich  sind,  ohne, 
wenn  man  sie:  statt      setzt,  alle  die  auf  A(^— folgenden  Functio- 
nen X(''-^),  ».^X',  X  anf  Null  zu  bringen.    Sind  hingegen  die 
beiden  Warzeln  TOn  XC^D=0  gleich,  and  bringen  sie,  für 
i^bsfituirt,  alle  auf  X^"-^^  fUcende  Functionen  auf  Nnll,  so  Imt 
die  (Gleichung  X=0  bekanntlich  /i  Wurzeln,  die  jenen  beiden 
gleich  sind.   Sind  die  gedachten  beiden  Wurzein  von  JC^"— 1)  =  0 
rceH  aber  ungteieb,  so  »ma  awi  die  Gräazen  «  und  S  verengern  bis 
diese  W' urzeln  durch  eine  daswiscben  £alleudc  Gränze  getrennt  wer» 
«Len,  wodurch  dann^ie  erste  unter  <leu  Functionen  A*"*),  X^^~^^...,  X 
V  Uli  der  Rccbteu  an  gezählt,  welche,  =0  gesetzt,  nur  eine  Wurzel 
ziviscbcu  a  uud  6  bat.  gewiss  weiter  rechts  als  .vorher  zu  suchen  sei» 
wirik  Sind  fiir  At'H-iibsO  eine  oder  swei  IVnraAlB'nwiscben  m  and  ir 
9li^ezeigt.  so  uiuss  man  ebenfalls  erst  die  Gränzen  rr  und  rercDgcrn, 
wodurch  man  gewiss  endlich  daiiiti  gelangt,  dass  unter  den  Functionen 
Jkl'^^,  XOn-i),„.  X\  X  vooderRechtengegeu  die  Linke  gezählt  die  efKte 
welche,  =0  nesetzt,  nnr  eine  Wiinel  xvisoben  0  ond  ^  bat,  vor 
aicb  eine  andere  AC'^+D  babe,  welche^  =0  gesetzt^  gar  keine  Wurzel 
ewischen  a  und    hat  oder  verloren  bat,  i»  dass  dann  die  vorgetragene 
Siibtangenteoprütuug  sogleich  auf  AC*^!)  unfßwendet  weroen  kann. 

«Bach  3.  .Weihode  die  Wertbe  der  Wnrtehi^  deren  ^ttme» 
bekannt  sind,  an  berecbnen,  und  Bemerkungen  über  die  Coovergens 
der  Annalierunpr^'n  und  öber  die  rntcrscheidung  der  Wurzeln.  — 
Uus  bekauute  Äewtousche  Näberungtiverl'ahren  js(  zur  wicklichen 
Berechnung  der  Wurzeln  um  Meisten  geeignet.  Diese  Vetfdbra» 
ist  aber  in  der  Anwendung  einigeu  Schwierigkeiten,  unterwaffen» 
welche  genau  zu  untersuchen  sind.  F.  beweist,  doss^s,  wenn  man 
sich  dieses  Verfabreus  mit  Sicherheit  bedienen  will,  zuvor  nöthi|p 
sei  die  Gränzen  a  und  6,  zwischen  welchen  eine  reelle  Wnrzel  der 
'  Gleichung  A=0  liegt,  einander  so  nahe  zu  bringen,  dass  zwischen 
denselben  Gräuzen  keine  einzige  reelle  Wnr/.el  der  Gleichungen 
A'  =  0,  A"=0  liegt.  Zugleich  zeijrt  F.,  il;«s3  es  alle  Mal  mög- 
lich sei,  die  eben  erwähnte  Bedingung  zu  erfüllen,  ausgenommen : 
'  1)  wenn  die  Gleichung  XtssQ  swei  «dl^r  »ete finan^et  ffleiebe 
Wurzeln  zwischen  jenen  Gränzen  hat,  was  Man  aber  leisbt  auf  die 
bekannte,  schon  durch  Hudde  vorgetragene  \ft  entdecken  kann; 
2)  wenn  X  und  X"  einen  gemeioscbaftlichen  Theiler  f{<^  haben, 
WO  data  die  Gleicbung  <f{a:)=sO  statt 'det-  ffegcBenen  X=s4)  tat 
Bezug  auf  zwischen  «.und  ^  liegend«  W^urzeln  zu  untersuchen  ist. 
iJnter  obiger  Bedingang  ist  nnsy  .wie  leiebt  ana  der  Taylarscbe» 
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Beihe  folgt»  wm  tean  die  Ergänzung  denelbea  oiit  beachtet,  der 
geaaa«  Werth  der  Terlaagten  Wurzel      =  ^  —  ^j^, 

*»— y»(i... («.... Ä)  eiae Grösse  bedeutet,  die  siHaGbeadeu 

Crän7Pn  /x  und  h  liAArf      Tin  Vn»»««         V^l^^    k^i—.  «*  .  > 


üebergange  TSfn  dTsser  ni  «rss^  ihre  Vorzeichen  nicht,  nnd  zwar 
ist  das  Vorzeiebeu  von  /'(«... dem  Vorzeichen  ven  /(«)  notb. 
wendig  entgegengesetzt,  dagegen  dem  \  orreichen  von  flf,)  gleich 
WSil,  nach  den  Betrachtungen  des  ersten  Buchs,  die  Reihe 
<3f**~^»'» . .  •  X*,  X',  X  beim  tcbergao^e  von  x=za  zu  — -  ^ 
nur  einen  Zeichenweehsel  Yerlieren  darf,  und  fUg)  der  /(Ä)  entire- 
gengesetzt  sein  muss,  wenn  swiscben  «  nad  ^  nur  eine  Wanel 

der  fileicbiing  Xr=rO  liegt  Daraus  folgt,  dass  v.f  eine  po- 
aitive,   hingegen  75—^)  eine  negative  «rosse,  nnd  folirlidi 

«  — . . . ^) > •  Anch  muss  die 
f{at)  bei  desi  Uebergange  Tön  af=sm  zn  afs=6  entweder  ununter- 
brochen  zu-  oder  ununterbrochen  abnehmen,  weil  f"M  bei  die* 
sem  üebergange  ihr  Vorzeichen  nicht  ändert.  Ist  also 
«öwobl  als  r{ar)  während  jenes  üeberffanges  positiv  so  ist 
Anr)<r(sr...*)</;(Ä)    ist  hin^jegen  ^ähre^nd  jenes  Vehlr. 

ganges  positiv,/'(^)  aber  negativ,  so  i8t-/V«l>-y»(«..:^)->_/-Y/i 
Iben  so  3)  wenn /'(^)  bei%Dem  UeberVingT  Ä 
jegen  POS  «V  bleibt,  so  ist         >/'(r.    ^)  ^/'(^^^  W 

SZ?  /i?^  «nd  eben  so  auch  /'(^), 

uegatiT  bleibt  so  ist  <  -/»f«  -^^j^^; 

und  Tiertea  Falle  ist  daher  gewiss  ,J^J/^^^  >  und 
"'(sfc)/-(a...*)-^""(±)7'(A)»  »■»  «weiten  und  dritten  Falle  aber  ist 

(=fc)/T^)  (=fc)/(^)  ^         (=F)/W       ^  (q=)  /(/>) 

1  •  •  '^ir  T  W7(^  >  Wenn 

SU  6  übergebt  (4  i.  isi  ersten  und  vierten  der  obigen  Fälle),  so 
wird  der  We^  von  Ä'  =  ^_£|  nothwendig  kleiner  als  6,  aber 
kleiner  als  der  durch  ^.^H^  „gegebeae  genaue  Werth  der  ver- 
langten  Wurzel,  hingegen  der  Werth  von  nothwen. 
dig  gröSMr  als  m,  aber  Ueiner  als  der  durch 

gebene  genaue  Werth.   Wenn  aber  f{a:)  nicht  niit*r^(:ri  t^leiches 
Vorzeichen  hat,  während      alle  zwischen  «  ondV^lieioid«S¥i^^^^ 
durchlauft,  (d.  i.  im  zweiten  und  dritten  der  a^gi^e"^^^ 
w  wird,  wenn  »au  •'««-^J  -etat,  notbwndig    gHJsser  als 
^  Uber  hIeber  als  ^-j^y  also  kleiner  als  die  wahre  Ter- 
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•  /TA)  * 

IftMgto  WwmI,  hbgegen  i'^S^j^^  g«wi«s  kteiaer  alt  ^,  aber 

grösser  aU  die  genaue  Wurzel  d — b)'    ^^^^^^^  Vi\rA  die 

Newtonscke  Näherungsmetliode  vcrvollstäifdigt,  indem  man  nun  alle 
Hai  iwel  mheransrawerlhe .  oder,  was  eben  so  viel  ist,  zwei  neue 
Grüasaii  «^^«r,  if<iö  beide  zugleich  erhält,  zwischen  welche  die 
verlangle  Wunel  fällt,  also  beurtheilen  kann,  indem  man  die  Difl'r-  . 
rem  v  —  «r'  bildet,  wie  gross  der  Febler  höchstens  sei,  wenn  man 
den  einen  oder  den  anderen  dieser  Näheruogswertbe  statt  der  wah- 
KB  Worsel  tatst.  Kmt  dietelbe  Weiaa  lawan  aieb  nach  eafere 
GrSnzen  «r^,  //'  nad  darch  fernere  WiadeifcaluDg  das  TarfiüiraBa 
Doch  engere  u.  s.  w.  finden. 

Alles  diess  wird  wieder  von  dem  Vf.  durch  Anwendung  auf  diea 
Carva /1(;r)  aatcbaalieb  gaamcht,  wobei  er  zugleich  aaeh  «kiaa 
N&heningswerth  der  Wurzel  a  findet,  den  die  Secante  zwischen 
don  zn  f{a)  und  f(f*)  geliörptulon  Punkten  der  Curve  da  angiebt, 
wo  sie  die  Abscisseoaxe  schneidet;  während  die  vorher  gedachten 
M&banmgawartbe  darch  Tangeate«  battimMt  wcrdaa.  Zugleiah 
Macht  ap  dia  Zeichnung  sehr  klar^  dass  man  hei  der  gewöhnlicban 
AawaDdnag  dar  Nawtaaachen  Methode  obna  dia  Faari<>r8che  Var» 


uad  fiir  ^ss«  — ^  Wartha 


beaaeraag  laicht  lür  ai'ssai— ^^^^ 

findet,  die  dar  wabrtn  Wurzel  a  weniger  aaba  üagan  als  a  und  h, 

Fourier  zeigt  nun  zunächst  durch  Anwcndunjf  der  von  ihm  ver- 
besserten \ewtonschen  Näbcrungsmethode  auf  den  einfachsten  Fall 
jc^  —  ^  =  0,  duss  die  gewöhnliche  elementarischen  Regeln  der 
Wvnalaoiaiebiinr  «ichti  waiiar  eiad,  ala  beeaadare  Villa  äaar  all- 
gemeinen Methode,  welche  die  Gleichungen  aller  Grade  umfasst 
2$odann  giebt  F.  Anweisung  seine  Methode  mit  dem  mindestmög- 
lichen Zeitaufwande  zu  gebrauchen,  indem  er  zeigt  wie  man  am 
Beelaa  jede  tberfliMige  Rechamg  veraieida.  Beaoadara  dienlieb 
Sit  hiezo  aliia  van  Ihm  angegebene  Art  geraeine  Zahlen  in  einander 
zu  dividiren,  welche  er  die  geordnete  Oirision  (division  ordon» 
D^e)  nennt,  die  hier  zu  erläutern  aber  zu  weitlänfi^  sein  würde. 
Wie  man  die  Berechnung  der  Wertbe  von  /(.r),/'(^),/'"(^)  u.e,w. 
für  ^=:'ar,  ae—f/^  a:=:ii^y  a?=://'  u.  s.  w,  am  Bequemsten  an- 
stelle, ist  zwar  leicht  einzusehen,  wird  aber,  ebenfalls  der  V  ollstän- 
digkeit wegen  von  Fourier  kurz  erörtert.  Wichtiacer  ist  die  darauf 
folgende  leichte  Bestimmung  der  Fehlergränze  t'ür  jeden  neuen 
NlaeruBgtwertb,  wadnrch  »aa  eich  die  Berecbaang  voq^  nicht  aiabr 
sicheren  Decimalstellen  der  Näherungswerthe  a,  a',  u.  s.  w.  oder 
6,  'b\  b"  u.  s.  w.  erspart  und  zugleich  erkennt,  wie'diese  Näherungs- 
werthe mit  zunehmender  Geschwindigkeit  gegen  die  wahre  Wurzel 
hin  convergiren,  wenn  man  sich  genan  m  P.'c  Varfiihrea  hält. 
Dorch  viermalige  Anwendung  dieser  Matbada  fiadet  man  z.  B.  die 
einzige  reelle  Wurzel  der  Gleichung  .t* — — 5  =  0  schon  aut 
16  Uecimalstellen  genau.  We^en  der  schnellen  Annäherung,  welche 
dieaa  einfoche  Methode  (Fourier  nennt  sie  die  lineare iMelhade, 
ireil  sie  darauf  beruht,  data  in  der  Bntwickeinng  von/(ar  +  (^) 
odary(Ä  —  tu)  alle  (»lieder  weo;£:elassen  werden,  welche  höhere  Po- 
ieasen  von  o»  als  die  erste  enthalten)  gewährt,  ist  es  für  die  Praxis 
eigentlich  nicht  nöthig  jemals  Anwendung  zu  machen  von  anderen 
aoaBmengaaetitefan  ännihamngea,  (wie  ^  der  swatten  Ord* 


nvn 


•der       tten  Ordnung,  wo  man  ancfa  die  Glieder  ntlth  beibekÜl» 
welche  u)*  enthalten,  oder  überhaupt  einer  hüLeren  Ordnung', 
wo  man  höhere  Potenzen  von  a>  beibehält  als  die  ersteh  weil  eg 
ober  für  die  Theorie  inttressant  ist,  auch  bei  diesen  Metboden  den 
sunehmenden  Grad  der  (GreBanigkeit  bei  jedesmaliger  Wiederholung  . 
ihrer  Anwpn«lunf2^  zu  kennen,  öo  hat  F.  auch  darüber  (S.  217 — 
'  Untersucliuugeo  angestellt.    Zum  Schlüsse  dieses  tiucLes  giebt  der 
Vf.  noch  ein  paar  neue  \'erfuhruDg8weiseo  au,  um.  das  V  orhaudeu. 
aoiii'/iaMgtiiärer  Wsrseln  m  crk«BBea.  ßi«  im  «Eates  fiadie  ange» 
gebene  VerfahrnogiiMt  bleibt  zwar  ihrer.  Einfachheit  halber  die  für 
den  gewöhnlichen  Gebrauch  anwcndbiirsfe ,  allein  die  Wichtigkeit 
dieser  Uotersuchuog  und  ihr  EinfliisB  a^ut'  die  Theorie  der  Gleicbun*  - 
•gen  mit  ■lehreKB  BBbcluiBiiteB^  Grtesea  iat  $o  gross ,  dass  es  aelir  , 
vortheilhafk  itt,  bier  Mehr  alt  eiB  aidberes  Verfahren  zu  keunen. 
WMr  heben  nuB  ans  der  schon  oben  erwähnten  Uehersicht  des  gun> 
zen  Werkes  iBidfcr  Kürze  hervor,  wa^  dar  lultalt  der  uoph  jt'^ilep- 
deB  filBf  BttcbavaeiB  soll.  Da«  dritle  Bncli  soll  eioe  Vergleiehaeg 
der  verscbledeaea  Methodea  sBr  Trennung  der  W'urzeln  von  ein- 
ander und  zu  ihrer  Berechnung  entlialten.     Die  Autlösung  durch 
Kettenhrüche  wird  hier  als  ein  blosser  besonderer  Fall  einer  aude» 
reu  weit  allgemeineren  AuBösungsmcthode  erscheinen.   Die  algebrai- 
schen Irratbaalgrössen  werden  durch  steti|^e  FuBetioncn  entwickelt, 
denen  merkwürdige  geometrische  Constructioncn  entsprechen.  Auch 
auf  transrendente  <>leichuniren  ist  dicss  \  erfahren  anwendbar.  Jede" 
genaue  iXäheruu^Bfflethude  ist,  wenn  man  das  im  ersten  Buche  uo» 
.   gegebcBe  VerfalreB  bbt  Triuiung  der  Wun^lB  l;eBBtg(,  dgiii 
brauchbar,  das  Vorhandensein  inaginärer  Wursela  .bb.  entdcckenw 
Ausftihrliclier  wird  dicss  besonders  an  der  Auflösung  durch  Ketten« 
brüche  gezeigt  werden.  —   Das  vierte  Bu,cli.  wird  die  Auflösung  * 
der  UleralglcichungeB  eattalteB.  Da»  Princip,- Worauf  dM»9  Atiflö* 
sung  beraht,  bafiadel  iich  schoa  in  den  JüchriftftB  NewtaBB» 
Stirlinpfs  und  Lagraoge's.    Der  Verf.  wird  eine  neue  Coustruc- 
lion  für  den  wichtigsten  Thcil  dieser,  Untersuchung  angehen ,  w«l- 
ehe  einer  allgemeineren  Anwendung  als  di^TOii  Newton  gegebene 
lÜhig  ist,  für  den  Fall  einer  eiBsigen  VeräBderliebea  ober  auf  das- 
selbe Besuitat,  nämlich  auf  die  von  Lap^ran(z:e  erwiesene  analytische 
/Regel  fulirt.    Auch  wird  in  diesoni  liiiche  von  der  gleichzeitigen 
Auflösung  zweier  Liternlgleichungcn  mit  zwei  unbekannten  Grössen, 
•der  allgemein  fs  solcher  Gteicbuogißn  mit  m  uBbekannten  Grüa^c^ 
die  Rede  sein.    Es  ist  hiebei  gar  keine  Kliminalion,  keine  Veräo^ 
deruiig  der  Cocflicienten  uödiig.,  vielmehr  werden  aus  den  gegcbc- 
ucu  Gtcichuogei^iu  ihrer  primitiven  Form  gleichzeitig  alle  Wurzeln 
eafwiekelt.  —   Das  fünfte  Buek  soll  die  AaweBduag  dfr.  ia 
den  vorhergebeBden  Büchern  enthaltenen  PrineipieB  der  algebrai- 


«Bf  die  Theorie  der  Gleichungen  baadeln,  welebe  9eziebBogeB  m 
weit  grösserem  Umfange  sind,  als  man  bisher  geglaubt  hat,  indßB 
aie  aich  sowohl  auf  die  iniag;inären  als  auf  die  reellen  W  urzeln  er- 
strecken. —  Das  siebente  Buch  wird  die  Theorie  der  L'ugleich- 
beiten  (d.  h.  aolcber  Ausdrücke  wie  /{a:)^a  oder  <C,^)  eathoJr 
ten.  —  Man  siebt  ana  dieaer  Jnhaltsanzeige,  welche  Schatze  ,noeb 
iB  des  kider  Bicbt-  £pMiB  wagCiBrbeitoteB  jUMumfwrijitoo  JT/a  ptadk)!^ 
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Rbeios  Mathematiker  fiodeo ,  welche  im  Geiste  Fourier's  das  Werk 
SD  restitiiireii  suckea  würden,  wie  diess  zum  Theü  schon  von  Hin. 
Dr.  Stern  ia  «einet  „Theorie  4er  Kettenbrüche^^  Mit  Glück  veiw 
•acht  worden  ist        *  ' 

Wir  wenden  uns  nun  -zu  Hrn.  Drobisch,  der  es  sich  zum 
Zwecke  macht  F.'s  Eutdcckuo^en  auf  deutschen  Boden  zu  vcrpÜan- 
xeo,  jedoch  in  einer  selbständigen  Bearbeitung,  weiche  uii^ends. 
'Messe  Uebersetzung  ist'  Br.  D.-  hat  dMQ.den  Weg  einer  bistori* 
sehen  Kritwickclunu;  der  verschiedenen  i^lcthoden  zur  Behandlung 
der  höheren  numerischen  Gleichunsren  gewählt,  so  dass  jede  dieser 
Alethoden  in  Beziehung  auf  die  nächst  vorhergehende  aU  ein  neuer 
Caltnifortsdiritt  erscbetot,  and  P.'s  Leistunffen  dann  das  Ganse 
kröoen.  Nach  des  Ree.  Ueberzeugong  kann  Kein  sachverstindi|^' 
und  unpartheiischer  Beurtheiler  dem  \  erfasser  das  Zeugniss  vorent- 
halten, welches  er  sich  an  ücblusse  seiner  Vorrede  wünscht,  das« 
nämlich  sein  Weric  gilindlidi  nnd  hranchbar,  und  mithin  des  an* 
ständigen  Gewandes,  in  welchem  es  erscheint,  vollkommen  würdi|f 
sei.  Hr.  D.  bekämpft  mit  Recht  das  Vorurtheil ,  wonach  die  Theo- 
rie der  Gieicbnngen,  zu  Folge  der  schwankenden  Eintheiiuog  der 
AoalTsis  in  einen*  niederen  ''und  höheren  Theil^  ganz  zu  jenem 
Theile  gemehnet  nnd  daher  jeder  Einmischung  der  Dift'erentiulrech- 
nxuitj;  entzogen  werden  soll,  l'm  die  Elemente  der  Differentialrech- 
nung grÜDdlich  vorzutragen^  braucht  man  nicltt  die  Theurie  der ' 
höheren  Gleichungen  als  bekannt  vorauszusetzen,  wohl  aber  bedarf 
diese  Theorie  sa  ihrer  Begründung  und  anr  Vermeidnn||f  nnnüthiger 
Weitschweifigkeit  einiger  Vorkenntnisse  aus  der  Differentialrech- 
nung. Khen  so  schädlich  ist  das  Vorurtheil  die  reine  Analysis  habe 
sich  von  geometrischen  Betrachtungen  ganz  frei  zu  erhalten.  ^£iu^ 
solchen  falschen  'Sjstematisiren.  an  Liebe  entaieht  man  sich  die 
IreffliciMte  Veranschauiichung  einer  stetigen  Folge  von  Zahlwerthen 
einer  Function,  rauht  sich  dos  einfachste  und  natürlichste  Mittel, 
zur  Entdeckung  neuer  Wahrheiten.  Diess  ungefähr  ist  der  Inhalt 
der  lesenswerthen  Vorrede.  Wir  wollen  nun 'eine  Dehersicibt  diM 
WolLes  geben  und  daran  einige  Bemerkungen  knüpfen,  die  desi 
ndhtnngsAverthen  >  erf.  als  Beweis  der  Aufmerksamkeit  dienen  mö- 
gen, mit  der  wir  sein  Werk  gelesen  haben.  —  in  der  Einlei- 
tung (S.  1 — 8)  nebt  der  Verf.  die  nöthisen  Erklärungen,  zeigt  die 
Darstelnittg  der  Iiier  an  hetmelitenden  Fnnctionen  durch  paraboli- 
sche Cnrven  und  legt  {§.  5.)  den  Plan  seiner  Schrift  in  der  kürze 
vor.  Wir  finden  hier  nur  bei  §.3.,  wo  die  C'onstruction  der  Werthe 
von  durch  auf  der  a;  Axo  rechtwinklige  Ordinaten  ge- 

lehrt, and  das  nonnterhrnehene  XasasMaeiihangen  der  die  Endpunkte 
dieser  Ordinaten  rerhindenden  Curve  behauptet  wird,  die  kleine  Er- 
innerung zu  machen,  dass  es  doch  eigentlich  nöthia:  sei  von  der 
Stetigkeit  der  Function  /'(a;)  vorher  überzeugt  zu  sein,  wenn  iiiun 
die  Nothwendigkeit  dea  nonntevhreefaenen  afonmimenhanges  jener 
Cnnre  einsehen  sott,  was  indessen  hier,  wo  nur  voa  ganzen  Func- 
tionen gehandelt  wird,  sehr  leicht  ist  (vergl.. Cauchy  (.'ours  d'ana- 
lysc  chiip.  II.  §.  2.).  —  Der  erste  Abschnitt  handelt  von  den 
Orenswertbeu  polynomischer,  Ausdrücke  .(S,  6 — .28),    Absehn«  2. 
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Vota  den  Derivation^n  *)  polynomischer  Functionen.. |&.. 29 — 5^).  ^ 
Von  den  drei  Beweisen,  welebe  der  Verl  khr  filr  «lett  Taylorfickeii 

'Satz  giebt,  beruht  der  erste  auf  dm  biMBiaelieB  .Lehrsatze.  Da. 
nun  die  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  vorzunelinietide  Fnt. 
Wickelung  des  Binoms  (.r  +  A*^)"^  dann  bei  jedem  Werthe 
von  ^Jt'  gültig  bleibt,  wenn  u  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  bei 
gebrochenen  positiven  Expeoenten  aber,  wie  bei  allen  neiritiven, 
nur  für  solche  Werthe  Von         gilt,  die  zwischen  den  Gränzeu 

'  —  ««^  uod  liegen,  so  hätte  der  Verf.  sagen  sollen,  dass  sein 

erster  Beweis  voraussetze«  die  Function  /(^)  sei  entweder  eine 
ganse  FnnetioD  von  op,  oder- der  noneriselie  Wertk  von  ^ar  lel 

.  stets  kleiner  als  der  von  a:.  Die  blosse  Voraussetsnng',  dass  die 
Exponenten  von      in  dem  Polynom  positiv  seien ,  ist  noch 

nicnt  genügend.    Oer  zweite  Beweis  setzt  stillschweigend  voraus, 

dass  keiner  der  Quotienten       ^^^i  •  •  •  anbestimmt  oder  unendlich 

gross  werde,  was  wiederum  für  eine  ganze  Function  y 
xwar  gewiss  ist,  keineswegs  aber  für  alle  FanctioDeu  von  wahr 
Ueibt/  Der  dritte  Beweis  endlich  ist  mittelst  der  Netbode  der  un- 
bestimmten Coefficienten  geführt,  «etst  also  voraus,  dass  idcb  /t^r-h 
^j:)  in  eine  Reihe  entwickeln  lasse,  die  nach  Potenzen  mit  ganzen 
positiven  Exponenten  von  ^a:  fortschreite,  und  dass  diese  Reihe 
oonvergire,  wus  zwar  für  gunze  Functionen,  abe^  nicht  für  alle  an- 
dern wahr  ist.  Da  die  höheroi  algebraiseben  Gleiebnngen  naeb 
gehöriger  Reduction  ullemal  nur  ganze  Functionen  enthalten ,  so 
genügen  allerdings  die  Beweise  des  Verf. ,  nur  hätte  er  bestimmter 
angeben  sollen,  dass  er  hier  nur  für  solche  Functionen  von  der 
Taylorscbeo  Reibe  Gebraoeb  nwcbe.  --^  Br.  D.  neigt  ferner  In  die- 
sem Abschnitte,  welches  der  Ansdrnck  für  den  Rest  sei^  wenn  man 
die  Taylorsche  Reibe  bei  eineai  beliebigen  GUede,  abbricbt»  wie 

sieb  der  Wertb  eines  Quotienten  '^^^  in  dem  Palte  bestimsien  lasse, 

wo  f{<a:)  and  tp{a:)  für  einen  besonderen  Wertb  von  beide  ver* 
schwinden,  und  giebt  sodann  die  Derivationen  der  Function  einer 
Function,  so  wie  der  8umuie,  des  Products,  des  Quotienten  und 
der  Potens  von  Functionen  an.  —  Ab'scbn.  3.  Vom  Gebrancb  &w 
Derivationen  in  der  Theorie  der  Curven  (S.  53 — 83).  Es  ist  in- 
diesem  Abschnitte  nur  dasjenige  aus  der  analytischen  Geometrie  aus- 
gehoben ,  wus  für  die  Veraoschaulichung  der  Theorie  der  algebrai- 
schen Gleichungen  nöthig  ist,  diess  aber  gründlich  und  durch  Auf- 
fiissnng  von  mehreren  Seiten  sebr  klar  dargestellt.  —  Abscbn.  4. 
Von  den  Wurzeln  der  Gleichungen  im  Allgemeinen  (S.  84 — 119). 
Hier  über  die  Zerlegung  der  algebraischen  Functionen  in  reelle  ein- 
fache oder  quadratische  Factoren,  Cauchy's  und  Gausses  (erster) 
Beweis  fär  die  Möglicbkeit  dieser  Zerlegung,  Gotasiscber  nnd  Moi- 


•)  Hr.  Drobisch  und  mehrere  andere  deutsche  Mathematiker  gebrauchen 
die  Wörter  Derivation  und  Ableitung  statt  des  bisher  üblichea 
O^rivirte  (sciL  Function).  In  vielen  Fallen  diiifle  aber  diese  Nene- 
rung  unbeqveni  sein  und  Zweideutigkeilaa  berbei  filuren;  s.  B.  die  Ab> 

'  leitung  der  Ableitung  von  ys/t«)  kSnnte  sowohl  die  6r9sse  als 

du  ' 

die  Herleitung  der  Grösse  ^  aus  der  Function  y  sein. 
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Treicher  Lehrsatz.  —  Bei  den  Ganssiichen  Beweise  glaubt  der  \  f. 
(S.  100.)  ül^erffehen  zu  dürfen,  dass  nicht  mehr  als  2  m  Punkte  der 
Oirve  y  und  den  Kreise  gemeie  sein  kSttoen,  eileii  dnm  itt  der 

in  f.  7S  enthaltene  Schluss  nicht  bändiff,  weil  dann  tinichen  (1) 
und  (3)  mehr  als  ein  Punkt  der  Curve  liegten  und  also  zwei  solche 
Punkte  mit  einander  verbunden  sein  könnten.  —  Abschn.  5.  Von 
den  allgemeinsten  Relationee  der  Wmeln  (S.  120 — 149).  Viete's 
Satz  von  der  Zusanmensetznng  der  Coefficienten  eine^elgebraischen 
Gleichung.  Beweis  dieses  Satzes  mittelst  der  Derivationen.  Folge- 
rung daraus.  Hudde's  Satz  von  AufUodung  gleicher  Wurzeln. 
Girard's  und  New  ton 's  Relationen  zwischen  den  Coefiicieiüen 
und  den  Snmneo  der  Peteesen  der  Warzein.  Deeeertei*«  Lehr« 
satz  nach  Gauss.  —  Abschn.  6.  Von  den  Grenzen  der  Wurzeln 
im  Allgemeinen  (S.  150— 175).  Newtons.  Mnclaurin's,  Rolle's 
U.A.  Methoden  zur  Bestimmung  der  äussersteu  Grenzen.  Waring's 
VDd  Lagrenge*!  Metliode  lor  Begrensnng  der  eiueleeo  reellen 
und  Erkennung  der  imaginären  W^urzeln.  —  Abtehe.  7.  Von  den 
älteren  Methoden  zur  Unterscheidung  der  reellen  und  imaginären 
Wurzeln  (S.  176—  202).  Der  Vf.  trägt  Rolle's,  De  Gua's  u.  A. 
Metliodea  vor,  selgt  aber  die  ünTollkonnenheit  dereelbeii.  — 
Abseb-n.  8.  Fourier'»  rrste  Methode  zur  Unterscheidung  der 
reellen  und  der  imaginären  W^urzeln  (S.  ^203— 257).  —  Abschn.  9. 
Von  der  Berechoune  der  Wurzeln  aus  ihren  Grenzen  (ebenfalls 
nach  Fourier)  S.  258—298.  —  Abschn.  10.  Fourier's  zweite 
■ad  dritte  Regel  zar  Erkennung  der  imaginären  Wurzeln;  von  der 
Berechnung  oerselhrn  (S.  299  —  341).  —  Die  I. ehren  Fourier's 
sind  in  den  drei  letzten  Abschnitten,  mit  Kindringung  in  den  Geist 
derselben,  zuweilen  etwas  abgekürzt  und  anders  geordnet,  ohne 
jedoch  etwas  Weientlichea  an  ibergehea,  «ad  mit  Hiaaaifiigung 
neuer  Beispiele  vorgetragen.    Am  Sclilusse  des  Werkes  wird  La> 

f prange's  Methode  zur  Berechnung  der  imaginären  Wurzeln  ge- 
ehrt, so  wie  auch  einige  andere  hiezu  dienlicue  Verfahrungsarten, 
■aaMBtlidi  die  Legeadre'a,  erwäkat  aad  eadUeh,  aach  geaaaerer 
Eterteraag  der  geonetriaeb'ea  Bedeataag  voa.  t  aad  tß  Im  der'  Forai 

#•+•«1/^1,  eia  bieraaf  gegrfiadetee  aiaea  VeHaluett  aagegebea.— 


Digitized  by  Google 


\ 


.i.        'I  ••■ 


' .  Ii  • 


Das  Potlienot'sche  Problem,  in  erweiterter  Ge- 
stalt; nebst  Bemerkungen  über  s^ine  Anwec^ 
*        .     duDg  ia  (kur  Geodäsie,  -  v 


dem  fierniiflgebiir. 


.  •  ;  .  t.  . 


1. 


< 


Das  Pothenut'flcbp  Pi^lem  ist  bekaiintlicli  die  Anfgtibe:  ^emi 
in  einer  Kbene  drei  Punkte  g^cgeben  sind,  und  in  einem  TierteD  . 
Paukte  iti  deMelbeB  Ebern  die  VFiiikel  gemeMea  #etdeB,  wetdie 
die  Ton  demselben  nach  den  drei  gegebenen  PniiktNi  geKogeeeo 
Gesichtsünien  mit  einander  einscbliessen,  die  Lage  dieses  vierten 
Pooktes'  zu  bestimmen.  Man  kann  aber  diese  schone  und  so  vieler 
Ana^ndaiigeii  in  der  .Praxis  filbige  Avfgabe  aof  folgende  AÜ  ef* 
iWitcrn: 


•» 


Wenn  drei  beliebige  Pun kte  imRanmp  «gegeben  sin d, 
und  in  einem  vierten  beliebigen  Puniite  im  Räume  die 
drei  Winkel  genessen  werden,  wel^jhe  die  too  demsel*' 
bell  nach  den  drei  georobenen  Punkten  gezogenen  6e* 
Sichtslinien  mit  einander  cinschliesscn,  dieLagediea.es 
vierten  Punktes  im  Raiftaie  zu  bestimmen.  ;  • 

Diese  erweiterte  Aufgabe  wollen  wir  im  Folgenden  aufzulösen 
sneben,  und  die  Auflösung  mit  einigen  Bemerkungen  über  die  An- 
wendnog  des  Problems  in  der  Praxis  begleiten. 

Die  drei  gca:ebeoen  Punkte  im  Räume  seien  C,  und 

eben  so  sollen  «lie  drei  Winkel  des  ebenen  Dreiecks  ABC^  also 
die  denselben  gegenfiberstebenden  Seiten  dieses  Dreieeks  wie  ge- 
wobnlich  durch  er,  c  bezeichnet  werden.  In  dem  vierten  Punkte 
O  im  Räume  seien  nun  die  drel  l'SO'^  nicht  übersteigenden  Winkel 
BOC=ia^  AOC=zß^  AOBz=zY  gemessen  worden,  und  die  Ent* 
fomungen  des  Punktes  von  den  drei  gegebenen  Punkten  C, 
A  seien  respectivc  a:^  %\  so  liefert  uns  die  ebene  Trigonometrie 
sogleieb  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

— Seyens  a=«S 

1.  |d?»H-«»  — Äjr»  cos /Is^*, 

'y»"H-«*— Äjw  cos  ^sseS 

aas  denen  nun  die  drei  EutferDungeu  as,  %  bestimmt  werden 
mdssea.  Setit  umb 
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so  wer^mi  4ie  4ret  rorlergpekenden  Gleicbung-en 

(1  -f-)»»  — CM  a)  OF*  =s«*, 
(I  -|L  ^>  .  8^-  CO«  /j)      i=        '  * 

oiid  düreb  Division  der  entes  und  sweiten  dnrch  die  dritte  erümt 
nan  um  togleliA,  iriito  der  Kfine  wigeii 

gesetzt  wird,  die  beiden  ielgeoden»  die  Cirdiae  ^ .sjelit. OMlir  eal- 
altenden  Gleichungen: 


oder 


1^ 

—  2»  COR  a  ' 

 -1  "^S 

—  2^*7  cos  y 

—  2y  TOS  /f  

— 2/>y  cos  y 

6. 


l^.']^»— ti*|9  coB  «=s«i»  O'  +  J^-^S^pf  *oi  y), 

SM  denen  dfe  .beiden  nnbekannten  Grfieien  p  mid  7  bestinnit  wer- 
dcB  Möieen. 

,  Auf  Null  Q^ebracbt,  erlialten  diese  beiden  Gle^cJuu^flii  die  Furm 
m^^^  -T-2f»\  ffl  ^r-^  (••*  — .  1)     •+•  2;»  cos  o  —  1  =  0, 
^•-^1)  (eea  «««     ^^-h^V*  — 

BHwaiii  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  q\  und  bestiemt  ans 
der  dadurch  sicli  ergebenden  Gleichung  daoo  die  Grösse  ^\  so  er- 
blU  man        /  ^  , 

•.  (w»-f.w»  — 1)  p»  — 2  (w'  — 1)  p  cos  «— 

^"~*  ,  S  Jan*  (cos  p — p  cos  y)     ,  . 

Führt  mau  nun  diesem  Ausdruck  von  g  in  die  erste  der  kreiden 
▼orhenrehendeD  Gleichungen  ein,  und  setet  für  die  Gr^sseo 

und  »*  ihre  aus  dem  Obigen  bekannten  Wertbe  ^  vnd  ^;  so  er- 
hält man  nach  einigen  l^icliten  Rcductiunen  zur  Bestimmung  vou 
p  die  folgeode  Gleiänsg  des  viertea  Grades; 

8.0=1  — c»)»— 4«r«      cos  y»};»«  ' 

—  4{[(^»  — c*)  («' -F-Ä» —      — cos  y«J  cos  u 

'    "  — «'(Ä*-hr*  —  a^)  cos     cos  y| 
-|-2{2[(^»-c')'  cosa2+«=(«'  .      cos/^ -Ä')  cosy^J 
.  ,      —4«»(Ä«-+-r*)  Cosa  cos /9cosy-(«»+c»-^»)(Ä»-f-i»-C*)j/»» 
— 4|t(c»  — Ä<)  («•H-^cl^Ä»)  — 2a»c»  cos  /J«)  tnUvt 

BeluniBtlieh  irt  aber 
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^»  ^.     -r  «*  SS  2^  co§       a*  -4-  C  —     =t=  lac  cos 
und 

. 

und  folglich,  wie  man  leicht  findet,  • 

(«» c»)'— 4«*Ä»  cos  /»=:4«»Ä«  (cos         -cos  y*), 

(«»-f-c»  — ^.»)«— 4«»c='  cos  /?*  =  4«>cVco8  iT'  — cos  ^»)5 

(Ä*  —  c»)  (a»  +     —  c»)  —  2«»^»  cos  y». 

=:2«*6  coa  C  (&  cos  cot  ß)'^%mH*  cot  f*, 

(e«  —  ^»)  («r*  +  — cpo 

s8«^«  cos  B\e  cos  if—^  cos  C)— cos  f*\ 

(^*  — e»)*  cos  o» +  c«)  cos  ./?*+«f(««  — cos  y* 

Ä       co%  C^e  cos  jff)»  cos  «■  +  »^Hp  cos  C—  r  cos  A)  cos  /S« 

-♦-«rV(a  cos  B  —  b  cos  ^)  cos 

a-{Jj'^-\-C' — flr')  cos     cos  /  =  2<3f'^c  cos      cos  ^  cos 

(«'-f-c»— Ä^)  («^ -f- —  c=)  =  4«  V/r  cos  B  cos  6: 

Führt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichung  8.  ein,  and  divi-* 
dirt  dieselbe  dann  durch  4a';  so  erhält  man  die  Uleicbung: 

9.  Osi=     <^»(cos      —  cos  y');»* 

»2^}  [cos  C\b  cos  C^c  cos  B^  —  b  cos  ^''J  cot  a 

— «  cos  ji  e9B  ß  tau  f  I  /r* 
|(^  cösC— d  cos^*  cosa*+^sr  cosCl^— «  cos^  cos/f* 
cos J9— ^ cos4)  cos/*^t(6*H-0*)  cosa  cos/f.cosj^ 

— 2feeosi?co»C)p" 
— 3«f(cos  B  {e  cos  i?^^  cos  C)  — e  cos       cos  a 

—  b  cos  ^  cos  ß  cos  /j// 
-t-c'(cos  if»  — cos  ß').  • 

Diese  Gleichung  bringt  man  aber  ferner^  weil 

a  :  b  :  csssin  ji  :  sin  ^  :  sin  C 
ist,  und  folgUcli  ,  ^ 

■ 

0ssr  sin  A,  bssr  sin  B^  e=sr  sin  C 
gesctst  werden  luinn,  leicht  auf  folgende  Form: 

10.  e=  sin  J9*  (eofO^  cos 

— Ssin^  I  (cos  Csi  n{B-  Cj-a'i  n^eos;''  ]cosa-cos^siD  Ccosßcosy  \  p  * 

-f-|8in(iir-r)*cosa»+sinÄsin(^-C)cos/S»-|-sinC8in(^-Ä)cosy^ 

— 2(siniff'+sio6^)cosacos/9cos/— 2sinZfcosiffsinCcosC|;»' 

— 28inC}(cosÄ8in(C-/?)-8in67co8/?»lcoaa-co8^sinilcoii^cofy|/P 
-h  sin  C  (cos  B*  —  cos  ß*).  ,  . 
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MitteUt  einiger  baliMiiteu  gonionietrisclieu  Tranat'ormationen 
luiDB  muM  diese  GleieliiiDg  uch  auf  den  folgenden  Anidrnek 
bringen; 

11.  0=  sin       iin  (C^r)  {^—r^^ 

+2  au  S  |[coB  C  ain  {B^.C)"^tm  B  eoe  ^*]  coe  a 

—  cot  A  flfn  C  cos  /9  cos  y\P* 
— |8iD(i?— C>»coaa»-f-8in/r«iii(^— C)cos/J'4-siu6kiu(^— /?)cos/» 
— 2(1— cüs(/?+C)co8(i?— Cjjcosacos/Jcosy  — |8in2Ä8in2r|;»» 
+  2  sin  C  {[cos  B  sin  (C— Zf)  — sin  C  cos  ß*\  cos  a 

~  cos  ^  sin      eos  ß  cos  f  |/r 
H-sin  C*  sin  sin  (i?— 

Hat  man  p  mittelst  dieser  Gleichung'  g'cfunden,  so  ctgiebt  sich  g 
mittelst  des  Ausdrucks  1,,  den  man  aber  leicht  auf  folgende  Form 
bringen  kann:  ^ 

»in  B  cos  C-'P  cos  g  sin  (j?  — C)  — cos  B  sin  C 
^  sin  A  (cos  /}  —  ;y  cos  y)  * 

Die  Entfernung  ergiebt  sich  mittelst  einen  der  drei  aus  3. 
sich  unmittelbar  ergebenden  Ausdrücke: 


— aip  CO«  a* 

13.  ^a?s=r7====, 
V  l^q*-^2q  cos  ß 


V -hy' — 2p</  cos  y 


denen  man  auch,  wenn  man  die  Hülfswinkel  0,  nutteist 

der  Formeln 

lierechnet»  die  nur  logarithmischen  Rechnung  beqnemew  Form 

wo  die  Zeichen  immer  so  in  nehmen  sind»  dnsi  w  positiT  wird, 

geben  kann. 

Die  Entfernungen  y  und  x  ergeben  sich  nun  endlich  mittelst 
der  ans  dem  Obigen  (2.)  beikannten  Fonneln 

% 

^  Nachdem  wir  jetzt  die  Entfernungen  des  Punktes  O  Ton  den 
drei  Punkten  C  zu  bestimmen  im  Staude  sind,  wollen  wir 

uns,  weil  die  Lage  der  drei  Punl^te  B,  C  im  Sanae  meistern 
durch  ihre  GoordiialeB  in  Benng  auf  ein  fefewianei  reebtwinldigea 

i<i 


Digitized  by  Google 


242 

Coopdinatensystem  bestimmt  sein  wird^  nun  ferner  überhaupt  die 
folgende  Anq^be  vorlegen; ' 

Wenn  in  Bezug  auf  ein  gewisses  rechtwinkligen 
System  «lioCjOordinateu  dreierrunkto  im  Räume  und  die 
En tfernun p^e u  eines  vierten  Punktes  von  diesen  drei 
Punkten  gegeben  sind:  die  Coordin«ten  des  in  Rede 
ntehenden  vierten  Punkten  in  Besag  a'nf  das  angenom- 
menc  System  zu  finden. 

Die  Coordinaten  der  drei  gegebenen  Punkte  seien 

•  *  * 

•  m,,  «r„  ^,5 

und  «r,  <ar,,  a^.  seien  die  BnCfCMiangen  des  vierten  Punktes,  dessen 
Coordinaten  y,  s  gesucht  werden,  von  diesen  drei  Punkten;  so 
bat  mau  nach  den  Principieu  der  analytischen  Geometrie  die  fol- 
genden Gleichungen: 

-h  (y — »)» -I- (»  —  ^)»  =  a», 

(  (.r  —  «r,)' +  (y  -  "^'a)* -i-.(«  —  ^-a)*  =  «a»; 
welche  auch  leicht  auf  die  Form 

+  |j(*-A)+(*-*,)|«=iir.» 

gwliraekt  werden  k5nnen.  .  Ans  «Uesen  dnft  Gleiehnngen  ergeben 
Siek  aber- ferner,  wenn  der  Börse  wegen 

\  I.  =±s  i ^        im  -       -  (»  -       -  (A  -  I 
geietxt  wird,  leicbt  die  beiden  folgendei^  Gleichungen: 

{m  —       {x  —  m)-\-{n  —  »,)  {y  —  9i)-\-{k  —  k^)  (»  —  = 
{m  —        (.z-  —  m)-^{n  —  /i.)  (?/ — — /•,)  =  «,5. 

welch«;  nach  gehöriger  Elimination,  wenn  der  Kürze  wegen 

 —    )  «I  —{k  —  k^)  t\ 


und 


«,)  (X,-—  - 

~{n- 

Wj)  (/<:  — 

-{?f~ 

»  ♦ 

(»- 

-{n- 

» 

(«t- 

>w,)  (k  —  k^) 

-(«- 

20. 


.         («i-~g»^>  (n  — —     — <n,)  (<i>^«,) 


gesetiÄ  IrM»  SB  den  folgenden  Ausdrücken  von.«^«  ini4  i^A: 
ibnn:  . 
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Sctit  »all  diese  Aaidrit^e-  in  dt«  «rtte  der  GleichuDgen  17.;  so 
erbält  man  nach  leichter  Reehimiig  die  folgende  Gleichung  dei 
«weiten  Grede«: 


22.  p*^M^^*+2(pf+Mt)  (^c^)+(l4.^>+^)  (,p^)t330, 


deren  AnlSiOBg  anf  ffewSholiche  Weite  «v-dem  folgenden  Ana- 
drucke  Ton        *•  fuhrt: 

Setst  man 

34.  X — ü^tang 
80  wird  die  Gleidimig  S2. 

co8$»-|-(/?y+*«)  sin2|H-(l-|-y»4-/»)  sin  Ja— o, 
und  folglich,  wenn  uiao 

1 H»  cos  2$     .  1  —  cos  2£ 

setzt, 

l-H;'*  +  y^H-*^-l-^'-»'— (l-/»'-f-7*~*'-l-''+«')  C08  25 
Setzt  man  nun 

so  erb&it  man  ohne  Schwierigkeit 

8«.  ^s  2(g -y> ü>)  =  ^  _    ^    _    ^    _^  ^  -  cos  2a>. 

Bezeichnet  man  iu  dem  Dreiecke,  dessen  Seiten  a,  a^  und  die 
Entfernung  e,  der  Punkte  {mn/c\  und  («»,»iX:,)  von  einander  sind, 
den  der  heite  mi  g^geniheiBtebenden  Winkel  durch  a,,  in  dem 
Dreiecke^  dessen  Seiten  a,  und  die  Entfernung  dw  Punkte 
(mHA)  und  {m^n^k^)  von  einander  sind,  den  der  Seite  m%  gegen- 
übersteheuileu  Winkel  durch  a,;  so  ist 

und  folglich 

«'-♦-^»*— »i*=2«*»  cos  «1,  «»-l-^a'— aa»=2atf,  cos  a„ 
d.  i.  . 

nlau  niMsh  IS. 

d^S  — «0,  €08  a„  — «tf,  C08  o,, 

mittelst  welcher  Formeln  die  Grfissen  1^  und  sehr  leicht  bereeh- 
net  werden  können,  wenn  die  JBntfeniaDgen  e^^  0'^  und  die  Winkel 
a^jj  jft^  bekannt  awid. 
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Beraehnet  mai  .die  BUftwinkel  and  9,  x  niitldat  der 
FomelD 

,      28.  Cang^ss:-^ 

and 

29.   tang  9  =  :^^-;^^^,  tong  ^=^^1:^^;,  ^»8  ^=^=^^5 

80  hat  man  aar  Berecboang  .der  Gidmen  ^,  «,  t  die  fol[^ndea 
Fonieln:  • 


30. 


• 

sin 

(i"— jr)  «OS  V 

n 

—  «1 

sin 

(V'  — jir)  cos  y 

m 

—  «I, 

sin 

(f/i  — /)  cos  1/* 

n 

sm 

• 

«I 

sin 

{/i  — V)  cosjf 

k 

sm 

(;ir  —  V')  <^o-^  /*' 

m 

sin 

(y  — V)  cosjjf 

*,    tin  Or  — V)  cosy* 

.Nach  dem  Vorhergebenden  lässt  unsere  Aufgabe,  wenn  sie 
ülierliaQpt  oiöglicli.  ist,  jederseit  swei  AuBösangen  zu,  und  es  er- 
hellet auch  auf  der  Stelle  aus  si^eometrischen  («rüoden,  dass  es^ ' 
weuU  die  Aufgabe  möglich  ist,  immer  zwei  derselben  genügende 
Punkte  geben  muss,  welche  uuf  entgegengesetzten  Seiten  der  durch 
die  drei  ge^elienen  Punkte  {mnk),  (m^n^ky)^  (^'^z^s^'a)  bestima- 
tcn  Ebene  liegen,  übrigenb  aber  gegen  diese  Ebene  eine  ganx 
gleiche  Lage  haben,  lfm  also  die  Lage  des  gesuchten  Punktes 
{•^y%)  mittelst  des  Obigen  vollkommen  bestimmen  zu  können,  muss 
man  aus  andern  Grttnden  wisnen »  anf  welcher  Seite  der  dai«h  die 
drei  gegebenen  Punkte  '(mmA),  (aSt<ti^i)»  (m^m^ät^  bestiamteD 
Ebene  derselbe  liegt. 

3. 

Bie  in  l^^aofgelSste  Aufgabe,  in  Verbindnti|f  »ft  dem  in  2.  ge« 

lösten  Problem,  würde  sehr  geeignet  sein,  mit  Hülfe  dreier  ihrer 
Lage  nach  bekannter  Punkte  im  Räume  die  Lage  eines  vierten 
Punktes  im  Räume  zu  bestimmen,  wenn  zu  der  Lösung  derselben 
nicht,  wie  aus  L  bekannt  .ist,  eine  Gleichung  des  vierten  Grades 
erforderlich  wSre,  deren  Auflösung  schon  an  sich'  weitläufig  ist, 
und  die  auch,  wenn  die  Aufgabe  üherhau[it  inöo;Iich  ist,  jederzeit 
entweder  zwei  oder  vier  Auflösungen  für  dieselbe  liefert.  Ständen 
diese  theoretischen  Schwierigkeiten  **)  nicht  entgegen,  üo  würde 
man>  wenn  s.  B.  ^of  der  Spitae  eines  Berges  die  orei  Winkel  ge*  . 
Messen  worden  wären,  welche  von  den  von  derselben  'nach  drei 
ihrer  fjage  nach  bekannten  Punkten  im  Räume  gezogenen  Gesichts- 
linien eingeschlossen  werden,  die  l.Mige  dieser  Bergspilze  im  Räume,* 
also  anch,  wenn  man  nur,  was  in  allen  Füllen  das  sweckmässigste 
sein  dürfte,  eine  der  drei  Coordinatenebenen  horizontal  angenen* 
men  hat,  ihre  Höhe  in  Bezng  anf  diese  Hoi:izotitalebeBe  bestisinien 


*)  AU  ■  ein  der  Anwendung  der  in  Rede  stehenden  Aufgabe  im  Wege 
stdiflodes  Qndemiss,  wenn  man  nämlich  adir  grosse  WMuigkeit  Ysr- 
lang^  ist  in  prsktiscber  Benehong  noeh  dia  Relnetion  m  bemerlten. 
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ktoMD.   Das  eigeotlicbe  oadi  Potbenot  benaante  ProMea  liefert 

nur  zwei  Koordinaten  des  e^esuchten  Punktes,  nnd  kann  seiner  No- 
tar nach  nicht  mehr  liefern;  unsere  oben  aufgeiÖAte  Aufgabe  liefert 
dagegen  alle  drei  Coordinaten  des  ^suchten  Pimktei,  unelcbe»  ein 
wesentlicher  Vorxug  deraelbeo  vor -jenem  Problem  ist. 

Die  in  Rede  stehenden  theoretischen  Schwierigkeiten  scheinen 
es  aber  nothweodig  zu  machen,  dass  man,  wenn  man  die  in  1. 
aufgelöste  Aufgabe  in  der  Praxis  mit  Leichtigkeit  anwenden  will, 
eiara  tod  4er  4«rt  gegebeiei  «llgeaeioen  Aviftiang  TerwbMeoett 
Weg  einschlägt,  den  wir  nun  noch  in  der  Kürze  andeuten  wolleD« 

Die  drei  gef^ehenen  Punkte  im  Räume  seien  wie  früher 
By  C,  und  O  sei  der  gesuchte  Punkt;  auch  sollen  überhaupt  die 
in  1.  eingefubrteo  BeieiebaiiDgen  jetst  ibre  dortige  Bedeutung  be- 
kalteB,  aad  wir  wollea  aar  bloss  aocb 

LACOz=zx,  LJSCO^x: 
setzen  i  so  ist  offenbar 


und 


32.  {B0  = 


b  sio  X 

 c  sin  \ft 

sin  ß 

sin  y  ' 

c  sin  ^ 

 a  sin  / 

sin  Y 

sin  «  ' 

a  sin  \ff 

• 

 b  sin  9»' 

sin  « 


also  wegen  31« 


33. 


i  sin  \f>   b  sin  {ß-^x) 

sin  tt  sin  /}  * 

1^  sin  X      g  sin  (y  -f-  y> 

sin  sin  y     *  ' 

\e  sin  y     '  a  sin  (er  -f- 
sin  Y    "~  " 
Man  messe  nun  ausser  den  drei  Winkeln  a,  ß,  y  jederzeit  ent- 
weder noch  einen  der  drei  Winkel  y,  V^,  X  o«*««"  e'»"»«"  der  drei 
Winkel  y',  welcber  gerade  die  sieberste  und  bequemste  Heo- 

sung  gestattet.  Weil  jedoch  fermöge  der  Gleichungen  31.,  wenn 
einer  iler  drei  Winkel  y',  t/;',  bekannt  ist,  immer  auch  einer  der 
drei  Winkel  9,  V>  bekannt  ist;  so  sind  wir  berechtifft,  bloss  die- 
sen letzten  Fall  in  Betracbtnng  zv  sieben,  nnd  wollea  sngleieh, 
na  die  Begriffe  zu  fixiren,  annehmen,  dass  der  Winkel  <p  gemessen 
worden  sn.  Dann  kann  man  mittelst  der  aus  33.  und  einem  be- 
kannten äatze  der  ebenen  Xrigonometrie  fliesscndcu  Ausdrucke 

*    '  '  c  sin  ß   .    .    ,     .      sin  ß  sin  C 

34.   8in;;  =  j^8inO'  +  SP)==ii^^iEÄ"''*^  +  ^* 


« 
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den  Winkel  x  beredinen ,  wodurch  man  aber  für  x  jederzeit  zwei 
lieh  sa  ISO^  ergäoscifide  Werthe  erhält,  und  mittelst  der  Ausdruck» 

•  ■   of  Ä  sin  «   .  "  -       V  '   sin  «  sin  JSP  .    ,1  ,  . 

kann  man  i/;  berechnen,  wodurch  man  aber,  da  x  ^wci  Werthe  hat, 
oflfenbar  im  Allgemeinen  vier  Werthe  von  ^,  überhaupt  also 
vier  Systeme  von  Wertben  der  Grössen  x*  V  erhält.  Cin  nun  zu 
•Bticheiden,  welehea  dieser  tiat  Systeme  man  sa  wählefi  kat,  mW 
mittelst  der  Aiisdricke 


.  y   •    /     .    ,  \      sin  y  sin  ^   .    .  , 

y=r7hri    («+^)=sin«  sinc"'' 

den  Winkel  y  berechnen,  und  muss  untersuchen,  welches  der  in 
Rede  stehenden  vier  Systeme  von  Wcrthen  der  Grössen  wie- 
der, wenigstens  so  nahe  als  möglich,  zu  dem  Werlbe  von  9>,  von 
welchem  man  ausging,  surückfubrl  Aaf  diese  Weise  erhält  man 
Wortlic  von  5p,  t//,  Xi  welche  als  erste  Nälierungswerthe  dieser 
Grössen  zu  betrachten  sind^  und  im  Folgeoden  durch  ^,  t^,  x  selbst 
l^ezeicbnet  werden  sollen.  Bezeichnet  man  nun  die  wahren  Werthe 
der  Winkel 

ßAO,  CBOy  JCO 

respeelii|P  durch 

Vf+^j  Jf+o&r» 

und  Mtst  der  Eirae  wegea 

^     #  shi  y  sin  y.  sin  A  ' 

sin  ee  sin  «  sin  C* 

I        ^  sin  a  sin  a  ^  I? 

a  sin  ß  sm  /3  sin 

|^^__r  Sin  ß   sin  ß  sin  C 

/j  sin  y       sin  y  sin  Z?  '  • 

SO  bat  man  nach  S3.  die  drei  folgenden  Gleichungen: 
sin  (y-l-</y) — f  aüu  (a  +  ^ -|- </t^)  =  0, 
ein  — ^  sin  (/?H-X+«^jr)==0>  • 

d.  i.  nach  den  bekannten  Priocipien  der  Diflferentialrechnung  die 
drei  Gleichungen  des  ersten  Grades  in  Befeug  auf  äyn,  »x  ^* 
unbekannte  Grössen: 

äsin  9  — jf  sin  (a  H-     •+*  cos  (pdf  — ^  cos  (a  + dif)  =  0, 
sin  ^  — gr  sin  (/S(+jt)  +  co8  ^di^—^  cos  (/9+;r)  - 
sin  X — ^      O^+^y-^-CQS  x^x^A  cos  ii^=0; 

aus  denen  nun  ^Ap,  bestimmt  werden  müssen.   Mittelst  ge- 

wöhnlicher algebraischer  Elimlnutlün  und  ciniti^cr  leichten  goniome- 
trischen  Transforg^atiooen  erhält  man,  wenn  der  kürze  wegen 

39.   A==Cos  5p  coVi/;  coaX'^/k^  cos(a-}-i/j)  cos  {ß-hx)  (Z'+iP) 

gesetzt  wird,  zur  Bestimmung  der  gCAnchtaa. Gonectionen  ify^  difif 
dx  die  folgenden  Ausdrücke:       .*  '  •  "  '  ' 
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—fgi  COM  (a+f)  cos  (/J+^t)  fio  (r-H>)> 

' — Ay^c=cos  y  sin  1//  cos  ;|f — g  sin    cob  <f>^gh  sin  y  cos  (/J+jf) 

•^fgh  sin  (a+T^)  cos  [ß+x)  cos  (y-j-y), 
— Aäj(z=zeoa  ^  cos  1//  sin  x — ^  s'o     ^<^^  V' — ^y»»"  «  cos  {y-{-<p) 

—fgh  cos  («-4-»/')  sin  {ß-^x)  (Z+SP)- 
Hat  man  aber  z.  B.  //r/)  mittelst  des  ersten  dieser  drei  Ausdrücke 

Sefunden,  so  kann  mau  di^  und  dx  auch  leicht  mittelst  der  tolffen- 
en  ans  den  Gleiebangen  38.  liä  ■rnnttelbttr  ergtibenden  Am- 
driiek«  finden : 


/  —     sin  y  — y  sin  (a  -f-  ^)  -I-  co» 
/«OS  (a-t-V») 


41 

^    ein  jf — k  «in  (y'-f»y)— ii  cos  (K-f-y)  <^ 

Wie  man  auf  dicspllie  Art,  wie  man  vorher  von  den  NäbeniDffs- 
werthen      1^,  x  neuen  Nälierungswertben  <p-{-fl^j 

X-\-fiX  von  dicüen  Näheruagswerthen  wieder  zu  Denen 

Näherungswerthen  übergehen,  und  auf  diese  Art  uberfaeupt  inaer 
weiter  fortschreiten  kann,  bedarf  liier  keiner  besondern  Krlautcrung*. 
Bemerken  wollen  wir  jedoch  noch,  dass  die  obig^en  Formeln  die 
Correctionen  d^y  dtpf  dx  natürlich  in  Tbeilen  des  Halbmessers,  wel- 
cher bekanntlich  iminer  der  IKnbeit  gleich  gesetzt  wird,  ansge- 
driickt  liefern.  Will  man  aber  diese  Correctionen  in  SecuDoen 
ausdrücken,  BO  dienen  daxu  die  folgenden  leicht  verständlichen 
Formeln: 

oder  m^64,8  .  dy, 

42.  {-4^,  oder  206264,8  .  dtif, 
isin  i  »  T' 

Mrr,  oder  206264,8  .  dTy. 

Hat  Man  auf  die  Torhergehende  Art  die  Winkel 

BAO,  CBO,  ACO 

Sefunden;  so  erhält  nwn  die  Bntfernangen  AO^  BO^  CO  Mitteilt, 
er  Formeln 

...     h  s\n  .ICO      €  sin  {y-^BAG^ 
Sin  am  Y 

43    IßO^^      ^"^^  ^""'"^^^ 
*   ^       "~*     sin  y  sin  rt  ' 

^^Q^»  sin  CBq  ^  b  sin  {ß  -f-  ACO^ 

sin  «  sin  ;S  ' 

und  kann  dann  ferner,  wenn  die  Coordinaten  der  Punkte  C 
gegeben  sind,  die  Coordinaten  des  Puuktes  0  mittelst  der  in  2. 
entwickelten  Porpein  berechnen. 

Will  man  unsere  Angabe  bei  geodätischen  MeHUDgen  in  An* 
wandniiK  bringen,,  so  jnnss  mh  Mifarlich  aut  eine»  »straiieBte 
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Terseben  seiD)  welches,  wie  z.  B.  der  Spieg^elsextant,  der  Spie^el- 
kreis,  und  insbesondere  der  Bordaische  Kreis,  die  Messung  der 
Winkel  in  allen  Lagen  derselben  gegen  den  Horizont  gestattet. 
Ein  gewöhnlicher  Theodolit,  ntC  welchem  sich  hekuBtlich  Mose 
die  horizontalen  Projectionen  der  Winkel  messen  lassen ,  ist  dage- 
gen zu  dem  in  Rede  stehenden  Gebrauche  nicht  geeignet,  wohl 
aber  zur  Anwendung  der  gewöhnlicheo  Pothenotschen  Aufgabe,  für 
wek&e  n.  A.  in  No,  XIV.  S.  92^  eine  AuflSaung  gegehen  Worten 
iati  hinrei«Aend. 


XXXVI. 

UntersuchiiDgeii  über  Projectionen  und  neuere 

Geometrie. 

Von 

£(erni  O.  Schlömiich 
sn  Weunar. 


1. 

Die  perspectivische  Projectioo  in  ihrer  einfachsten  Ce- 
alalt  entsteht  bekauniUcb  dadurch,  dass  man  zwei  auf  einander  senk- 
rechte Ebenen  MO,  MQ,  die  wir  kurz  {E}  und  (<?)  nennen,  an- 
nimmt nnd  von  allen  Gebilden  der  Ebene  (E)  tiach  einem  Pro- 
jectionspunkt  P  Gerade  (Strahlen)  zieht,  welche  (e)  in  cotsprechen- 
sden  Punkten  durchschneiden,  die  in  ihrer  V  ereinigung  die  Projection 
des  primitiven  Gebildes  abgeben.  Wir  wollen  nun  jn  dem  Folgen- 
den die  Gebilde  in  JE  nnd  von  denen  daa  letztere  die  Projection 
des  erstercn  ist,  entsprechende  Gebilde  nennen. 

Zuerst  ist  klar,  dass  die  Projection  einer  Geraden  wieder  eine 
Gerade  sein  wird,  dass  es  also  für  die  Bestimmung  der  Lage  der 
Projection  hinreicht,  wenn  man  nwei  Pvnkte  der  pr^autiven  Geraden 
projicirt.  Ist  nun  MJV  (Taf.  Hl.  Fisr.  1.)  der  Durchschnitt  der  Ehe- 
Ben  (K)  und  {e)  und  darin  C  der  Punkt,  in  welchem  3fiV  von  der 
zu  projicirenden  Geraden  CT  in  {£!)  geschnitten  wird«  so  fallen  in 
'  C  die  eipaader  entanrechenden  Punkte  sosaninieo ,  oder  C  iat  die 
Projection  seiner  selbst.  —  Ferner  ist  klar,  dass,  je  weiter  man 
die  Gerade  CT  verlanifert,  der  Projectionsstrahl  I*T  sich  succes- 
aive  der  Lage  jPt  \\  CT  nfihern  wird.    I^^assen  wir  also  T  sich 
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unendlich  weit  tob  MN  cntfernea,  lo  geht  der  Projectionsstrahl 
/*r  ganz  in  die  I^age  Pt  \  \  CrOber,  und  es  ist  dann  /  die  Pro- 
jektion des  nnendlicL  entfernten  Punktes  T  und  die  bekränzte 
G«nde  €!$  die  d«r  onbegränzten  CT.     Die  Bestimmung  des 
"  Punktes  t  hat  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit  mehr,  da  die  Kbene 
der  Ebene  {E)  mithin  auch  ot\\l^A\xnA  wie  vorher  Ö^H^'T ist. 
Man  bemerkt  aber  leicht,  dass  diese  Bestimmung  des  Puoktes 
i  gar  nicht  von  der  Lage  des  Punktes  C  in  iMN  abhängt,  dass 
also  für  eine  Gerade  CJ*  \\  CT  am  diefdbe  Goattniltfion  gilt, 
und  also  €?t  41«  Projectitn  ▼•b.c!"7*  iit   DMrai»  eigieht  udi 
der  Satz 

,>Eineili  Systeme  paralleler  Geradeo  in  iE)  ent- 
■prieht  ein  Strahlbilechel  In 
Wenn  sich  der  Winltel  MCTlhAmi^  wild  offinbur  #  liek  aof 

der  Geraden  ot  \  \  MN  bewegen ;  also : 

„Die  Mittelpunkte  aller  Strahlbüschel,  welche  ver- 
veliiedeaeB  S^atemen  paralleler  Geraden  entspre- 
chen, liegen  in  einer  Geraden." 
Unter   den   verschiedenen   Wertben,    die   der  Wiukel  MCT 
annehmen  kann,  sind  besonders  zwei  hervorzuheben.     Ist  nämlich 
L  MCT=iR,  so  fällt  t  mit  o  zusammen;  ist  aber  L^CT=:^H, 
so  wird  «i^=  A  ond  aiea  aehan  bekannt,  weil  die  Kntfemag  dea 
Projectionspunktes  gegeben  ist.    Daraus  ergiebt  sich   leicht  ein 
Verfahren,  um  die  Projection  jedes  beliebigen  Punktes  J  aufzufin- 
den Taf.  Iii.  Fig.  2.  •).   Denn  fällen  wir  das  Pernendikel  //J  und 
•  BMcben  MKssMJf  so  läiat  aicb  J  als  Dnrebiclinitt  zweier  Ge* 
raden  betrachten,  von  denen  die  eine  J/iV  unter  einem  rechten,  die 
andere  unter  einem  hafben  rechten  Winkel  schneidet.    Ist  wie- 
der die  Entfernung  des  Projectionspunktes  von  (e),  so  ist  f/o  die 
Prajectian  der  nnbestimmt  verlängerten  M/,  A$  dl«  yob  KJ  alia 
der  Onrehadinitt  •  die  PraJaetiaB  tob 

2. 

Man  kann  aber  auch  von  der  Ebene  (e)  ausgeben,  sich  die  Ge- 
bilde derselben  ala  gegeben  ^nken  mnd  von  ihnen  auf  die  der 
Ebene  (E)  zarückschiiessen,  indem  man  über  of  einen  Projections- 
punkt  denkt,  durch  welchen  umgekehrt  die  Gebilde  in  (JS)  ent- 
stehen.  Dann  hat  man  folgenden  Satz: 

„Allen  Strnhibaaeheln  ir  (e),  deren  Mittel|»BBktft 
In  einer  Geraden  {o$)  liegen,  entsprechen  in  (ß) 
gleich  viele  Systeme  paralleler  Geraden." 
Aus  diesem  und  dem  ihm  analogen  Satze  in  (1)  lassen  sich 
nun  für  eine  Menge  Ton  Sätxen  ana  der  ISitBatioaa^metrie  di«  . 
einfacfaeieB  Beweiae  herleiten,  wofiir  bbb  claige  Beiapiela  dienen 
sollen. 

•  Sei  Taf.  III.  Fig.  ö.  cpf  ein  beliebiger  Winkel  und  ausser  ihm 
ein  Punkt  ^  angenommen,  von  welchem  aus  durch  jenen  Winkel 
beliebig  viue  Strahlen  «f,  Sq,  ctf  .  .  gezogen  sind«  Zieht  man  in 
den  so  entstandenen  Vierecken  die  Diagonalen»  10  liegeB  die 
Durchschnitte  deraelbea  mit  p  ia  eiaer  Geraden. 


*)  Die  Figur  stellt  Alles  in  einer  Ebene  dar,  so  dass  mmi  mcb  {E)  am 
MSi  ala  Am  gjBdieht  denken  kann,  bis  sie  mit  (a)  MNMuntnfällt, 


I 
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Denn  vdbMn  wir  die  Gerade  als  die  Gerade  ot  io  Taf.  III. 
Flg".  l.  an,  so  entsprechen  dem  Winkel  cpf  zwei  Parallelpn  AV% 
JDjT,  den  Strahlen  «y,  Äy,  cg . .  die  Parallelen  yl/J,  JJlJy  .  ; 
Folglich  sind  die  entsprechenden  Vierecke  Parallelog^rarame.  .  Di«. 
Durclischnitte  Jf  .  .'4ler  Diugonuleu  in  denselben  liegen  aber 
nacb  sehr  bekannten  Sätzen  in  einer  Geraden,  weiche  zup^lcich 
II  ylC  und  DF'  ist.  FoIc;licb  müssen  nach  (1)  die  Projectionen 
von  Jf,  ßJ',  .  .  eheotails  in  einer  Geraden  liegen,  welche  auch 
Amreh  p  ^ehU  w.     b.  w.  « 

Vrä  diesen  Satze  lassen  sich  bekanntUch  viele  frrielitbare  An^. 
Wendungen  nadien,  die  wie  hier  übergehen  niieeen. 

>         •  i  *     ■     •    '  '  '    ■       "   •  • 

T«£III.  Fig.'4.  Wenn  die  drei  Geraden  aa'j  ctfy  welche  die 
Spitzen  zweier  Dreiecke  mit  einander  rerbindän,  sich  iu  einem 
Punkte  schneiden,  so  liegen  die  drei  Durchschnitte  r  der  ver<- 

längerten  gleichnamigen  Seiten»  ab  und  i/^,  ofi  und  «rV/,  ite  un^ 
Vcfy  in  einer  Geraden. 

Nehmen  wir  die  Gerade  a!s  die  Linie  in  Taf.  III.  Fig-.  1.  an, 
so  entspricht  dem  Strahlhüschel  am^  f/m^  cm  ein  anderer  AM^  BM^ 
CM^  in  welchem  AB\\A'Ü\  ACUA'C.  Nun  lolKt  daraus  nach 
bekannten  Bigenschaflen  äbniieber  Dreiecke  JSC  ||  IfC^  also  ent^ 
sfirecben  diesen  Geraden  awei- andere  iCf  Ifif^  deren  Ikirdiaebnitt 
wat  anf  pq  liegt 

•  >  •    4.  •  . 

Taf.  III.  Fig.  5.   In  einem  Dreiecke  Zi1!/jV(?  ist  die  Givndliniie- 
LiN  in  M  halbirt,  der  Strahl  MO  und  noch  0Q.\\  MN  gezogen; 
der  so  entstandene  Strahlhüschel  heisst  bekanntlich  ein  harmo.ni- 
scher  and'  e«  ffiebt  darüber  die  beiden.  SStae: 

„Jede  (Gerade,  die  einen  barmonisch en  SirahlbU-  . 

schel  schneidet,  wir'd  Ton  denaelben  barmoniscb 

getheilt;" 
n^d  •• 

„Jeder  Strahlhüschel^  deseen  Strahlen  dnreb  die 
harmonischen  Theil  punkte  .einer  Geraden  .gebe«,. 

ist  ein  harmonischer.^' 
Nach  dem  ersteren  Satze  werden  also  aücd  und  Ali  CD  Uarmo- 
nisc/h  gedieiit  äiein.  Nnn  bann  aian  alcb  aber  dieie  beiden  Geraden 

ganz  beliebigen  verschiedenen  Ebenen  und  0  als  Projeetione- 

punkt  dazu  denken;  dann  hat  man  den  Satz,  dass  die  perspectivi- 
sche  Projectioa  einer  Harmonischen  wieder  eine  Harmonische  ist; 
oder: 

Einer  harmonisch  getheilten  Geraden  enteprifibit 
jederzei  t  wieder  ein  e  H a r m o  n  i s  (  h  f." 
Daraus  ergiebt  sich,  wenn  man  über  den  beiden  entsprechenden 
Barmouischen  Strahlhüschel  construirt  und  den  einen  als  Projcction 
des  aadem  betracbteti  leicht  der  analoffe  Satz: 

■'„Einem  harmonischen  Strahlbüschel  cntspri  cht  je< 

derzeit  wieder  ein  harmonischer  Strahlbüschel.'' 
Diese  einfachen  Sätze  werden  die  Quelle  sehr  fruchtbarer  üu- 
tersnchuDgen,  von  denen  wir  einire  andeuten  wollen.  ^  > 

Taf.  IIL  Fig.  6.  Es  sei  al/cd  ein  Viereck,  dessen  Gc^nseiten  / 
sieb  in  'm  «d  M-adineiden.  Wir  betraobten  die  Gerad«  4Mi  aU  die 
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liiöie  et  in  Taf.  Hl.  Fig.  1.,  so  data  den  Strablan  am^  cm  die  Parallelen  ' 

^4Mf  CM,  ebenso  an,  cn  die  Parallelen  AN,  CN  entsprechen. 
Dem  Viereck  abcd  entspricht  also  das  Parallelogramm  AHCÜ, 
Da  sich  nun  die  Diagonalen  AC,  HD  desselben  balbireu,  so  kön- 
iMiii  vir  die  UDendliui- mlängerteii  AP^-BQ  hamoniaciii  |ratheilt 
mBoen,  und  folglich  sind  es  auch  die  Diacfonalen  ap^  bif»  Ziehen 
wir  JF  \\  CD,  JG\\  HC,  so  läuft  FG  l|  DQ  uöd  wird  von 
JC  halbirt.  Folglich  ist  der  Strahlbüschei  JN^  JI\  JM,  JQ  ein 
Ibannonisclier,  alae  ist  es-  anch  der  entsprechende  ^p,  tm,  ip^  if, 
nnd  daher  muss  auch  harmonisch  getheilt  sein.  Nennt  nmn  die 
Figur  in  {e)  ein  vollständiges  Viereck  und  ap,  6f^  tnq  die 
Diagonalen  desselben,  so  hat  man  den  bekannten  Satz: 

„Die  drei  Diagonalen  des  vollständigen  Vierecks 
'.   *  tbeilen  einander  harmonisch,** 
wiwm  sich 'neck  eine  llenfe-  FolgeMng^  siehen  läsit 

Tal  in.  Fig.  7.  Bekanntlich  nennt  nna  die  Dnnshieknitte  der 
Knieesen  nnd  inveren  Tangenten  zweier  ausser  einander  liegenden 
Kreise  defe  inaaei'eii  nnd  inneren  Aekn Heb keittpnnkt  jener 

Kreise. 

Nnn  kann  man  eher  dietes  GehUde  als  Projection  einea  Gylia- 

ders  ansehen,  wenn  man  den  Projeotienspunkt  irgend  wo  in  dem 
durch  a  auf  der  Ebene  der  Zeichnung  errichteten  Perpendikel  und 
die  Prujectionsebene  {e)  parallel  den  Ebenen  jener  kreise  annimmt. 
Vergleichen  wir  nun  unsere  Figur  mit  der  daneben  gestellten  cor« 
respondirenden,  so  ergiebt  sich  gleich,  dasa  Jf,  J,  ßt'  und  der  un- 
endlich entfernte  Punkt -üf  bnraioniack  liegen,  also  ist  diese  auch 
links  der  Fall;  oder: 

„Die  Mittelpunkte  beider  Kreise  liegen  mit  den 
Aehalicbkettspunfcten  haraeniach.** 

Taf.  III.  Fig.  8.  Projiciren  wir  ein  Syslen  dreier  Cylinder  von 
jrleichen  Grundflächen,  so  entsteht  ein  System  von  drei  ungleichen 
Kreisen  (da  die  Gmudflächen  jener  Cylinder  ungleich  weit  von  der 
iknen  naiallelenPrajeetiaiieebeneeatfemteind)  anwelehendiei  lüissere 
und  ebenseviel  innere  Aiehnlichkeitspnnkte  gehören.  Da  nnn  linka 
alle  äusseren  Tangenten  einander  parallel  sind,  so  liegen  rechts 
die  Durchschnitte  derselben  in  einer  Geraden,  (welche  die  Gerade 
o$  in  Taf.  Iii.  Fig.  1.  ist);  oder« 

„Die  äusseren  Aehnlichkeitipn'nktn  dreier  Kreiee 
liegen  in  einer  Geraden." 

Betrachten  wir  links  die  inneren  Achnlichkeitspuuktc  ./,,  ./,, 
so  erbellt  gleich,  dass  die  Gerade  |i  deu  äusseren  Taugen- 

an  M  nnd  l«aft.  Dies  gidbt  fiir  die  Figur  reehtn  sogleich 
den-  Satz : 

., Jeder    der    drei    äusseren  Aehnlichkeitspnnkie 
liegt  mit  zwei  inneren  in  einer  Geraden.  ' 
>lso  gleht  es  im  Ganaan  ner  A^knlickk&itaatraklen. 

6:   •  ■ 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Betrachtung  der  Kegelschnitte,  uad 
«war  ist  gerade  kier  die  Gntersnchung  mittelst  projectirfschar 
Biffeaackaftea  die  ssreckmlssigste,  da  dnr  Kegelschnitt  seiner  Eut« 
•t^nng  wmk  nidila  andera  ala  die  pen|pectifiBcha  ProjaoUon  mtm 
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Kreises  ist.   Wir  nehmen  wie  bisher  ioinier  den  aiefocbsten  Fall 

an,  dass  die  Projectiuns-  (hier  die  Schnitt-^  ebene  senkrecht  auf* 
(JS)  (der  Basisebene)  stehe,  da  sich  hierauf  jeder  andere  Fall  leicht 
rediizireo  Iftsst 

Taf.Iil.  Fig.  9.  Hier  gewinnt  nun  die  Gerade  Taf.  III.  Fig.  1.,  ' 
welche  schon  bisher  die  bedeutendste  Rolle  spielte  eine  ganz  be- 
sondere Wichtisrkeit  und  wir  werden  sie  daher  künftig  die  Polare 
des  Kegelschnitts  uenuen.  Sei  nun  Ai  ein  beliebiger  Kegelschnitt, 
den  wir  als  Projection  eines  Kreises  JST  eeselMe,  •#  die  Feiere  ' 
(auf  der  sich  also  die  Projectionen  aller  Geraden  schneiden,  die 
in  (E)  Parullelen  sind)  und  m  die  Projection  des  Kreismittelpuakts, 
die  wir  den  Pol  des  Kegelschnitts  nennen,  so  ist  klar^  dass  jede  , 
Geiede,  die  dttreh  dee  Mmelpunlit  des  Kreises  K  geht,  von  m  nod  ' 
dem  Kreide  halhirt,  d.  h.  saramt  dem  unendlich  entfernten  Punkte 
harmonisch  getheilt  wird.  Also  wird  jede  Gerade,  welche 
durch  den  ,Pol  des  Kegelschnitts  geht,  vom  Pol,  der 
Cnrve  und  der  Polare  harmonisch  getheilt.  Ziehen  wir 
•  fem  er  irgend  einen  Durchmesser  uiS  des  Kreises  und  legen  Tan- 
genten an  A  und  By  so  laufen  diese  einander  jederzeit  parallel. 
Nun  entsprechen:  dem  Durchmesser:  eine  durch  den  Pol  gehende 
Gerade,  welche  Berührun^ssehne  heissen  mag,  den  parallelen 
Tangenten  am  Kreise:  swei  Tsngenten  mm  Kegelsdinitt,  ■  deren 
.  Durchschnitt,  ,,das  Berührungscentrum,''  auf  der  Polare  liegt. 
'Wie  sich  nun  auch  AH  um  M  drehen  mag,  so  bleiben  doch  nie 
Tangenten  an  A  und  B  Parallelen,  d.  h.  wenn  sich  die  Beruh- 
mngssehne  nm  den  Pel  dreht,  so  dnrehlMnft  das  BeriUirungscen- 
tmm  die  Polare;  oder: 

,,Die  Polare  ist  der  Ort  aller  ßerührungscetatmy 

deren  Berührungssehnen  durch  den  Pol  gehen,*' . ' 
nnd  nnelinniffekebrt  . 

„Der  Pol  istderPnnkt,  durch  den nlleBerilhrungs- 
<  sehnen  gehen,  deren  Berülirnngseentrn  auf  d^r 

Polare  liegen." 
Daraus  lassen  sich  leicht  die  Auflösungen  der  Aufgaben  ableiten: 
„Den  Pol  SU  finden,  wenn  die  Polare  gegeben  ist,*' 
„Die  Polare  sn  finden,  wenn  der  Pel  gegeben  ist.*' 

* 

7. 

^  « 

In  dem  Vorigen  wurde  das  Ziehen  Ten  Tangenten  an  den  Ke- 
gelschnitt verlauf^,  nlNur  es  ist  noch  nicht  gezeigt  worden,  auf 
welche  Weise  diese  geschieht,  und  deshalb  geben  wir  folgende 
Construktion  dazu: 

Tat  III.  Fig.  10.  Wenn  vom  Punkte  p  an  den  Kegelsebnitt 
k  Tangenten  gelegt  werden  sollen,  so  ziehe  man  beliebig  zwei 
Strahlen  ap,  hp^  (Tie  den  Kegelschnitt  noch  in  c  und  d  schneiden 
werden.  Dann  ziehe  man  ab^  cäj  die  sich  in  ad,  bc  die  sich  in 
^  schneiden  und  die  Gerade  fg.  Diese  schneidet  den  Kegelsdinitt 
in  swei  Punkten  «,  er,  welche  die  Befibmogspunkte  der,  von  ^ 
uns  zu  legenden  Tangenten  sind. 

Denn  man  nehme  p  als  Punkt  einer  beliebigen  Polare  und  k 
als  Projection  eines  Kreises  au,  so  enti»precuen  den  Strahlen 
IM»,  hd  swei  Pamllelen  AC^  BB.  Nnn  ist  nber  klar,  dass  dnr^ 
die  Construktion  in  {E)^  U  und  V  die  Berührungspunkte  von  Tan- 
genten sind,  welche  ||  AC  \\  BB  kuifen.  Alse  entspreeben  ihnen 
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in  {e)  die  Berührungspunkte  der  Taugeuteu,  welche  dnrcb  p  gehen, 
W.  1.  b.  w« 

Es  hat  nun  auch  die  LSsuog  der  umgekehrten  Aufgabe:  durch 
SWqI  g^c^ebenc  Punkte  eines  Kegelschnitts  an  denselben  Tangenten 
sn  stehen  nicht  die  mind.este  fiichwierigkeit,  weshalb  wir  sie  über- 

gcb«B. 

Die  Dnrebscbnitteid^r  drei  Paar  Gegenseiten  jedes» 
eiaea  Kegelschnitte  eiogescbriebenen  Seebspeks  liegen 

in  einer  (icraden. 

Tuf.  III.  Fig.  11.  ahcdef  sei  das  Sechseck  ^Seh nensechs- 
cck),  /»,  q  DiSgen  die  Darcbscbnitfe  ven  den  swei  Paar  Gegensei- 
ten «r/,  cd  und  bc,  ef  heissen.  Nimsit  man  ptf  als  Polare  und  den 
Kegelschnitt  als  Projection  eines  Kreises  an.  so  entsprechen  jenen 
zwei  Paaren  die  Sehnen  AF  ||  CD  und  BC  \  \  EF.  Aber  bekannt, 
lieh  fassen  ptiraUele  Sehnen  gleiche  Bogen  zwischen  sieb,  also  ist, 
wenn^wir  die  Bogen  stets  rechts  hemai  nennen: 

arc  AC=  arc  DF 
arc  C£=arc  FB 

also  durch  Addition  arc  j4E  (der  grSssere  dieses  Namens)  r=:  arc  DB 
(ebenso).  Ziehen  wir  beide  vom  Kreisumfang  ab,  so  bleibt 
arc  JE  =  arc  BD^  woraus  AB  \\  DE  folgt. 

Also  liegt  der  Durchschnitt  jr  vou  ab  und  de  mit  auf  der  Po- 
lare d.  h.  in  einer  Geraden  n^t  p  und  q. 

Der  Satz  gilt  anch  naigekehrt,  was  sich  apagogiscb  sehr  leieht 
neigen  lässt. 

In  jede«,  einem  Kegelschnitte  umschriebenen  Sechs- 
ecke schneiden  s-ich  die  Diagonalen,  welche  swel  Ge- 
genecken verbinden  in  einem  Punkte. 

I^f.  III.  Flg.  12.  abcdef  sei  dieses  Sechseck  (Tangentcn- 
8eehseck^,  be^  cf  jene  Diagonalen  (Hauptdiagonalen). 
■  Bian  nehme  den  Durchschnitt  m  der  ersten  beiden  als  Pol  des  Ke« 
selschnitts  und  diesen  als  Projection  eines  Ereiscs  an,  so  entsnricht 
dem  Pol  m  der  Mittelpunkt  M  und  jenem  Sechseck  ein  anaeres, 
dessen  beide  ersten  Hauptdiagonalen  durch  den  Mittelpunkt  des 
eingeschriebenen  Kreises  gehen. 

Ks  ist  nun  bloss  tu  «eigen,  dass  auch  die  8te  Hauptdiagonale 
CF  durch  M  geht,  was  sehr  leicht  (namentlich  apagogpiach)  geschieht- 
Daraus  folg:t  denn,  dass  cf  durch  m  geht.  , 

Auch  dieser  Satz  gilt  umgekehrt. 

Diese  beiden  Slltse  bilden  bekanntlich  die  Grundlage  für  die 
Theorie  der  Reciprocität  bei  den  Kegelschnitten,  indemx SMn  die 
Punkte  der  Gebilde  in  dem  einen  Kesrelschnitt  al«;  Bertihrungscentra 
für  einen  xw^iten  Regelschnitt  absiebt,  wod}irch  dann  ein  bekann- 
tes Correlatiottssystem  entsteht^  dessen  Ausführung  hier  aber  au 
weit  führen  würde.  >  .      ■  ■ 

Lässt  man  in  den  beiden  vorigen  Sätzen  eine  Seite  ver- 
schwinden und  zur  Tangente  werden,  so  gelangt  man  zu  bekann- 
ten Sätxen  vom  Fünfeck,  und  ebenso  vom  Viereck  und  Dreieck,  die 
alch'uatilfiieh  auch  kiaht  betondani  hewaistu  laiaen. 
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.9. 

Es  kann  endlicli  noch  die  Frage  atofgeworftn  werden,  wie  «an, 

wenn  der  Kroclscliiiitt  UAd  der  Pol  oder  die  Polare  gegeben  ist, 
die  Luge  des  iVojectionspunktes /*(Taf.  III.  Fig.l.)  d.  Ii. die  S(iitze  des 
Kegels  findet,  der  dann  die  £igeoscliat't  liat,  dass  er  von  der  Ebene 
{p)  in  einem  Kreise  geschnitten  wird,  was  allerdings  zur  Vervoll« 
atändi^ung  dieser  Anwendung  der  Projectionen  durchaus  nötliig  ist. 

Diese  Aufgabe  ist  jederzeit  bestimmt  und  nach  dem  früher  über 
Pole  und  Polaren,  lierührungscentru  und  Hcrübrungssehnen  Ciesag- 
ten  sehr  leicht  zu  lösen,  wenn  man  die  >Q  (i)  geführte  Unt^r- 
rachnng  üher  die  Logre  von  9  nnd-  *  dabei  su  Hfiffe  ninunt.  Indesa 
würde  diess  die  Gränzen  dieses  Aufsatzes  unnotbigerweise  über- 
schreiten, da  ich  ohncdiess  diesen  Gegenstand  ausfiiarUch  poch  be- 
sonders behandeln  werde. 


Neue  AuflösuDg  der  cubischen  Gleickungen  von 

Herrn  J»  Cookie. 

« 

-Ana  Gaahridge  Htttfamnatical  Jonmal  No.  Xli.  (Mai,  1841). 
Td.  JL  ^  348.  frei*  übenetat  TOA 

dem  Herausgeber» 


Jede  cubische  Gleichnng  kann  auf  die  Form 

l^ebracbt  werden. 

Zuerst  wollen  wir  den  speciellen  Fnll  betrachten ,  wenn  zwi- 
schen den  CoefEcienten  0,  c  die  (ilcichnng  3ac  =  ^'  Statt  lin- 
det.  Bringt  nan  in  diesem  Falle  di^  Gleichung  anf  die  Form 

—  a:^  =  aa:^ -\- ba: -\- c 

und  muUiplicirt  auf  beiden  Seiten  mit  3a^,  so  erhält  man 

—  3«Äar*  =  Za*a:*  .  b  H-  Zaa:  .  b"^  -+-  Zahcy  ' 

und  folglich,  weil  nach  der  Voraussetzung  3<7c=^',  also  Zabcssö*  ist, 

Addirt  mn  jelat  «tf  hindai  Saitan         m  <«rhilt: 
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«(«»  —  U)aT*  =a*a?*  -f-3<A'.r'  .  ft-{-^aa:  .  Ä», 

und  folglich^  weno  man  aaf  beiden  Seiten  die  Cubikwurzel  aus- 
zieht, 

%   

•Im»  V 


  « 

Weno  lerner  'die  Gleidmor  Zae^h*  liiekl  Statt  findet,  so 
setie  man  yH-x  l&f  a?».'WodQmi  die  gegebene  Gleichnng 

die  folgende  Form  erbSlt: 

y«  (33  -4-  /r)y»  H-  (3a«  -H2a»  -f-^jy-i-  »» +«;i«  4-^«  +  =  0, 
oder,  weoo  der  Kürze  wegen 

>     utf  =  3x  +  A> 

^=:33'  +  ^x  +  ^, 

V -I- 4- Ä» -fr  ' 

geietst  wird,  JIb  Form 

■  y*+^y*4-i^yHh<:^=<K 

Soll  non  diese  letztere  Gleichung  nach  dem  VortogeiieBden  adflSs^ 
ImroMB»  M  iit  .M<nrd«riic]i,  da»  dio  Gloieliiinf  -  t 

d.  i.  die  Gleiclinng 

3(3»  +  «)  («'+«s*  +  ^s  +  e)=:(3»*-|-Sm+^)> 

erfällt 'ist,  nnd  ans  dieser  letztem  Gleichung  mnss  also  4ic  Grüase 

%  bestimmt  werden.    Entwickelt  man  dieselbe  gehörig,  so  findet 

man^  dass  die  und  s*  enthultcoden  Glieder  sich  gegenseitig 
aufheben,  und  die  Gleichung  dalier  eine  Gleichung  des  zweiten 
Grades  ist,  die  man  leicht  auf  die  Form 

— 3Ä),a-|-(a^_9c)a4-Ä»_3«c  =  0  , 

oder 

_  .      —  9c      .  6*  —  iac  ^ 


bringt.  Bcatimmt  man  nun  aus  dieser  Gleichung  x  aaf  gewöhu- 
liclje  Weise,  so  erhält  man  nach  dem  Obigen  i'erner  y  mittehit  der 
Formel    .  ■  '  ,;.•.'* 

y=  »   — »        .•  « •    ;  •  • 

wo  fiir  By  C  ihre  aus  dem  Obigen  bekannten  Werths  Hl  MU^i 
sind,  und  je  ergicbt  sich  endlich  mittelst  der  Formel 

B 

 I^  J(^^M)-^^     .   -  . 
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Fährt  maa  für  A,  B,  C  Ibra  obigen  Werthe  wirklich  ein,  so  er- 
gieht  «ich  Bach  leichter  Rechnuog  fiir  x  der  Audmdc 

^  =  *4-  3  , 

WO  nacli  den  Obigen  »  aos  der  quadratischen  Cileiehnng 

-  .      —  9c  —  Säc      a       '  • 

zu  bettimmen  ist.  Den  Anadrnek  von  %  kann  aan  auch  unter  der 
Form 

a?  =  «  +  -j^   —  

V\a*  —  3^)  (3s  -H  a)    (3x  -f. «) 

darstellen. 

Ist  die  gegebene  cubische  Gleichung  z.  B.  / 
ac^  —  4;r*      6^  —  3  =  0, 
8o  ist  3ac==3d==^'}  und  folglich  nach  dem  Obigen 

b  _  « 

BerBcksiebtIgt  man  nun  jetst  bloss  den  redCn  Werth  ron' 

|/8,  nämlich  2,  so  erhält  man  ^  =  1.    Die  beiden  imaginären 

Wertbe,  welche  ^%  ndch  hat,  würden  lär  x  noch  nwei  iipaginäre 

Warthe  liefern. 

ist  die  gegebene  cubische  Gleichung  ferner 

^r»--7.r»-+-17^  — 14  =  0,  ' 

wo  nicht  3aü  =  ^'  ist,  so  ist  die  quadratische  Gleichung,  aus  wel« 
eher  %  bestimmt  werden  muss,  folgende: 

■        t     1    —  1 
*  ""2  *  — 

5 

Diese  Gleichung  hat  die  beiden  reellen  Wurzeln  1  und  -s^.  Setzt 
man  4  =  1,  so  ergiebt  sieb  nach  dem  Obigen 

4r=:l  +  i  1 

.  V/8+4 

und  folglieb,  wenn  bm  jetst  wieder  Mosa  den  reellen  Werth  %  ron 
I/o  berilekflichtigt,  ;r =2.  Die  beiden  imagioSWn  Werthe,  wel- 
che \/^  noch  haben  iiann,  liefern  für  oc  natürlich  noch  zwei  ima> 

•5 

ginäre  Werthe.    Dass  man  auch  s  =  -^  setzen  könnte,  versteht 

sich  von  selbst;  natürlich  würde  aber  dieser  Werth  Ton  %  zu  den- 
selben Wurzeln  der  gci^ebeDen  cubischen  Gleichung  fiUuren  wie  der 
vorhergehende  Werth  von  %, 

Heitere  Betraehtuogen  liber  den  Tall;  wenn  die  quadratische 
Gleichung,  nna  welcher- die  GrSne  %  bcatint  werden  msH,  swoi 
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imaginäre  Wurzeln  hat,  überlassen  wir  dem  Leser,  da  dieselben 
keine  Schwierigkeiten  haben,  und  sieh  leicht  mit  der  gewöhnlicbea 
Theorie  der  AaOösnBg  der  *aibiacheii  Gleichangen  werden  in  Ver- 
bindune*  setzen  lassen. 

l\^Dn  uns  auch  clipse  neue  Auflösung-  der  cubischen  Gleicbun- 
|pen  des  Herrn  Cocklc  vor  der  bekanntCH  AuQösunj^  des  Carda- 
iina  keine  wesentlichen  Vonüge  sn  haben ,  und  die  Theorie  der 
GleiebuDgwi  des  dritten  Grades  durch  dieselbe  nicht  eben  gefordert 
zu  werden  scheint,  so  TCfdiente  sie  doch  in  den  Archive  aufbe- 
wahrt zu  werden. 


XXXVIU. 

Beiteäge  zur  EntwickeluDg  der  Integrale  in 

Reihen« 

Von 

.  Hem  N.  W.  Schulxe» 

Lehrer  der  Halliematik  so  Radolstsdt 


Es  sei  ein  su  integrirendei  Dilferensi»!  vorerst  di 
Man  fiige  den  Nenner  eine  Identische  Gleichung  bei, 

dcc  (l  v 

nämlich:  (i^y)  -,  (y-ar)  =  ta+/^)~(/>-^)J- 

nnd  enti^'ickele  nach  dem  Binomischen  Satse,  SO  dnsa  p—^  in 
nnfisteigenden  Potensen  fortgeht,  so  ist 

1)  l(H-;')-(/'-*)l  -'  d^l^Tp  +  ^^F+^^^+-J 

Man  integrire  und  nehme  p  als  bestiindig,  also 

~-H-;>"*"(  1  -h  7>)="*       (1 -+-;>)»  (TT  p)* 

Es  koinuit  nun  darauf  aiu  //  so  zu  bestimmen,  dass  die  Reibe  schnell 
couvcmrtj  dies  würde  sicli  ergeben,  wenn  man  auf  einander  fol- 
gende ylieder,  wna  Tom  2ten  an  geseheken  darf,  sosammen  =  0 
TMlI.  17 
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teltte,  deb  Wertb  fftr  ^  tneliite  Hsd  mIU0«ii  in  das.  cnCe  Glied  und 
etwa  noch  in  die  fibrlffen  letzteren  snbatitnrte.  .De  aber  dntch  die 
Lölieren  Gleichungen  die  Rechnung  ODbeqaen  irilfde»  Mise  Ich 
bloss  das  2te  Glied  =0,  uänilicli 

Setzt  miin  io  2)  reciiter  Uaod  überall  l.v  statt  dann  gestal- 
tet eich  die  Reibe  eo^  dass  dag  4te,  dte,  8tc  u.  ß.  w.  Glied  auch 
=0  sind,  ond  wir  bekomBen  oacb  geböriger  Abküisveg: 

^  [ä|s+i^)'-H(^)"+*G-|s)'+-]+l«-»-^=«l 

also  eine  auf  aDderm  Wege  bereits  schon  gefundene  bekannte 
Reihe;  und  ist  die  üebereinstimmung  des  Resultats  dieser  Methode 
mit  deui  anderer  für  dieses  Beispiel  nur  ein  besonderer  Fall, 
wie  wir  »n  den  folgenden  eeben  werden. 

.  Es  sei  das  DiSerepsial  der  Kreisfläche  gegeben,  sd  ist,  nach 
Beifilgung  dos  obigen  j»,  • 

dsp  \/2Ar— ^*=fite.^ .  (Ä— ,ar^  ss:  [(2+/»)  —  fr-l-^H*.^«?*. «&r; 
abo 

ZIP  ■+•  i») — (;» -I- «)P  •  ^  • 

—  ir^il/^H-/»-  2V/^+F"  8(2-1.^»/^+«^ 

Setzt  man  wiederum  in  letzterer  Reihe  das  2re  Glied  =  0,  woraus 
erhalten  wird  =  — und  substituirt  diesen  Werth  für  /j  in 
den  Ausdruck  des  Integrals       so  wird  nach  gehöriger  Abkürzung 

erbcdteu: 


[_L  2ar  29j?»  "|      x*\/x.\y^   ' _M_tff  a\ 

35  ~  3l5(10-3.c)  +  924(10-3^')=  — -J  '  (iO-3.r)\/lÖi:3i'*^^^^ 

Für  ^  =  1  erhält  man,  wenn  ^  dag  Integral  bezeichnet, 

==  0,78881306  -  ^'"%^x2,o^457r^  0,78339|56 

Diese  vier  Glieder  sind  demnach  hinreichend,  uni  den  Flächcuinhalt 
des  Quadranten  für  den  Radius  =  1  bis  zur  fünften  Deciauilstelle 
genau  au  ^eben. 

f:s  spi  ferner  vorgelegt  das  sich  niebt  direct  integriren  las- 
sende DiÜeren/ial 


• 
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ao  ist  nach  dieser  Metbode: 


Wird«  wie'gewniinlich.  das  zweite  Glied  annullirt,  so  crgiebt  flick 
pss^i,  und  durch  Substitution  desselbea  in  7)  erhält  man,  wenn 
.jf  das  Integral  bedeutet^ 


4 


Fnr  opssl  erbalt  nan  die  sehr  aebnell  smaawenlanlende  Reibe: 

9)  ^=1,318000  — p,0008350  4- 0,0000235]  XO,e06OTx  2 

SS  1,318000 — 0,0010421  =  1,816058 . . 

Wenn  die  Entwickeluair  von  y</*r  •  .jrl  (2  — f-  ,2rl}i  durch  eine  ge- 
wöhnlicbe  Reibe  bewerkstelligt  wird,  so  erhält  man  erst  nacb  Au 

Wickelung-  von  ^  niipderii  das  Resultat  1.316907..,  mit  dem  jenes^ 
nur  uuü  i  Gliedern  entstanden^  beinahe  bis  zur  fünften  Stelle 
übereinstimmt. 

Nickt  filr  jede  Form  liefert  der  directe  debranek  dieser  Me- 
dkode  durch  Annalltrung  des  zweiten  Gliedes  eine  acknell  con?erw 
girende  Reihe.-  Dies  ist  der  Fall  bei  dieser  Form: 


Denn  wenn  man  nach  obiger  Verfahrungswcisc  aus  selbiger  die 
weiteren  Resultate  zieht,  so  ergiebt  sich,  dass  vom  dritten  Gliede 
an  die  icbnelle  Conver^ns  nacklSsst  Durch  eine  passende  Üm* 
formnng  wird  aber  selbige  wieder  hergesteBt.  Es  sei  ^laker 

J-  1  1=2=  i    t:^         L  -i 

\9h9däe=^     •«^S'iakerj^^jja^ji  ^  X(l+x").  A. 


Der  Ausdrack  lecbter  Hand  läast  siek  in  folgende 

X  9m    «(l^s«)        %  9m  %9m 


X  **  SÜ«»(1 -f-»«"l 

Die  Zahl  der  Glieder  dieser  Reihe  hängt  sonach  von  ^^r  Grösse 
m  ab,  und  wir  kaben 
für  nsssl 

«*(H-*)"~*x*  (1-1-*)' 
fiir  ns  =  2  X  * 

17» 
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fiir  M=s3  * 


13) 


•    H.  8.  W. 


Das  letzte  Glied^  allgemein  genommen  wie  iu  10),  nach  unserer 
Methode  durch  Beifügung  von  p  —  //  behandelt,  ist  - 

/•-JL  i.  -1 

14)^«  *-.[(H-rt  — 


am  —1  2M±t 


.     201—1       2//I  -f- 1       2iw-f4  0^ 

2w  — 1  '^ÜLlJ  2m-t-3  2r/i-4-^ 


2»!  —  1  2»i  -f-  1  2//i  -f-  3  ^ 

2iw-i-5  :      2IW-4-7  2/y<-f.*J/ 

1—1'  ««4-1  2iw4-a  S»4-5 


^'    _6p»g  ^    ^15y*»  ^   _20;>'g  2« 


—  1      am+i  agiH-5-  f . 

2//t  4-7       "     gw4-9  8-4-11 


4-^ 


2/« -»-7  2//i-f-9 
Man  erhält,  nach  AnnuUirung  des  zweiten  Gliedes, 

2/// 4-1 

Diesen  Wcrfh  in  den  vorigen  Ausdruck  (14)  gesetzt  und  zugleich 
durch  %m  dividirt,  ergiebt  sich 
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 (2w  +  l)g 


1 


*  i2m  -f- 1)» 


2m  +i 
2m 


La 


-I-  16C8iii.~I)  (9m^iys  ^  . 


Stellt  man  die  Werthe  tod  ^  wieder  her,  und  dhridirt  Überall, 
wie  suletst  geschebeir,  diireh  2m,  eo  bekout  mmT: 

W)  Are.  [taog  ==  ^]  =    —  y  or*  -f-  -^o.  *  —  y  or' 


1 


11 


1 


  ha:'  

(2»H-8)[2»i+l-f  (2m-l  » 


-f-  1  -+-(2//i  — Ij  x*! 


0 


Erstere  Kcilie,  welche  die  nämliche  ist  wie  die  sogenanote  Leib- 
nitsifcbe,  will  icb  die  Gnindreibe,  und  letztere,  aus  dem  ioTolnto- 
rischen  Integraltbeile  entstanden,  die  Ergänzungueibe  nennen. 
Diese  Reihe,  in  welcher  die  Constante  =  0  ist,  eonvergirt  fUr 
dr<r  1  bis  a:  =  1. 

16  *.  Bs  kemmt  non  darauf  an«  in  bestimmen,  wie  iriel  man 
.  Glieder  aus  der  Grundreihe  sowohl  als  ans  der  Erg&nznnga* 
reihe  mit  einander  verbinden  müsse,  um  fiir  einen  g^ewissen 
Werth  vun  m  das  entsprechende  Resultat  zu  erhalten.  Die  Ergän- 
zungsreibe  gestaltet  sich  so,  dass  sie  in  ihrer  €onvergenz  um  SO 
weiter  geht^  je  grösser  es  w  ird  uod  für  ein  bestimmtes  es  irgendwo 
aufhört,  schnell  zusammenzulnufon. 

Für  »1=1  convpr(?irt  sie  bis  zum  itcii  (iliede.  tiir  zw  =  2  bis 
zum  3ten,  lür  iw  =  3  bis  zum  4ten  u.  s.  t. ^  wie  mau  aus  folgenden 
Beispielen  ersieht,  wenn  nSmIieh  drael- ffenommen  wird. 

Ks  sei  nun  m  =  l,  so  ist  nach  10,  11,  12  u.  f.  aus  der  Grund« 
reihe  noch  kein  Glied  zu  nehmen.  Bezeichne  ich  die  aufeinander- 
folgenden Näherunjjswcribe  mit        //',  /i" .  .  .  ,  so  ist 

17)  /?  =  3  (0,25000     0,01250  —  0,0017.S|  =  0  JS  |  210. 

Für  /»  =  2  bat  man  aus  der  Grundreihe  ein  Glied  zu  uehmeu^ 
folglich 

18)      =  1  —  5  .  [0,041666  -h  0,001 116  +  0,000062] 
=  1—  5  X  0,012844  =  0,785  |  780 . . 
Für  «1  =  3  kommen  auf  die  Grundreihe  2  Glieder,  also: 
19)  ir'=l----^+7(0,O166666+O,0O0m»+O,O000e3384-O,O00O109) 
=:  0,6666M6 7  X  0,016960  s  0,7853 1 87 .. . 
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Für  «1=4  ist  Obigem  spfolge 

20)  i?*=l  —  yH--5-  — 9  X  (0,0089286 

H-  0^0000688  +  0,0000085  -f.  0,0000030  H-  0,0000007  -f- .  •) 

s=  0,8806667  —  9  X  0,0000207  =r  0,78939 1  ^ . . 

yrenn  nämlieb'  in  einigen  Gliedern  des  lelstoien  Falles  dia  8le  filelle 
ireg^elasseo  und  die  ite  um  1  grttflser  genonuieB  wird. 
Für  «V  ==  5  ist  ferner 

H-<)t00003an4-0,000003594-0,0000010<H-0,000000234-0,()()OOOg06-t.,.) 

=  0,72380952  + 11  X  0,00559jS97  =  0,7853981 1  9  . . 

Hier  ist  die  8te  SteOe  im  1  TergrSiiert  und  die  folgende  dafiir 
weggelassen.  • 

Uier  sieht  man  eine  hinlängliche  Convergenz  unserer  Reibe, 
und  wie  die  Näherangswertbe  von  B,  ß\  Ja" ...  jeder  folgende 
dorn  wahren  Wcrtlic,  welcher  den  halben  Quadranten  für  den  Ra- 
dius =  1  ausdrückt,  mehr  als  um  eine  iStelle  näher  kommt,  und 
dass  der  von  Ii""  mit  dem  4ten  TLeil  der  Ludolphischen  Zahl  his 
m  7ten  Stelle  genaii  fibereinstinmt. ' 

22)  Nimmt  man  aus  17)  für  B  bloss  die  ersten  2  Glieder,  so 
ist  das  Resulat  0.7875000,  also  etwas  genauer  als  olticres  Ä  =  0^78216.. 

Und  entwickelt  mau  für  JB'  (18)  in  der  Ergäuzuugsreilie  4  Glie* 
der,  so  ist  das  4te  5  X  0,000061  . .  . ,  also  fast  ebeo  siebt  kleiner 
ab  das  3te  5  X  0,000062  ... 

Auf  das  Letztere  (22)  ist  dae  (16°)  Gesagte  bezogen. 

(Diese  BeitrSge  werden  späterbio  foitgnetxt  werden.) 
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EntwlcketQiig  ^ger  Formdn  ans  der  Theo- 
rie der  bestimiateii  Integrala 


Von 

Herrn  O.  Schlömitcli 
SU  Weimar* 


#1. 

Vorerst  lusseD  wir  uns  die  bekannte  ForoMl 

fjpssain        -j-  sio      +  t  sin  3dr . . .  (1) 

Eds  GedäcbtiiiaB  sDruckrufen.  Die  Reihe  rechts,  welche  olfenbar 
immer  convergirt,  gilt  dem  Aasdrucke  links  so  lange  prieich,  als 
jc-^TT  ist;  an  dieser  Gräoze  selbst  aber  tritt  eine  Üustetigkeit  in 
ihren  Wertben  ein,  und  daher  kann  in  diesem  Falle  obige  Gteichnng 
nicht  mehr  bestehen. 

Schreiben  wir  n  —  a:  für  ^,  so  wird  das  allgemeine  GJied 
sin  n{n — a:)  =  —  cos  nn  sin  mo;  d.  i.  =  =p  sin  ujc  jenachdem 
«  gerade  oder  ungerade  ist;  also  ans  (1) 

^{n  —  ^)=:8in  or  +  l  sia  2^H-|  sin  3.r4-  .  .  (2). 

Diese  Gleichung  besteht  umgekehrt  zwar  für  a:=^n,  aber  nicht 
für  «=0. 

■ 

Narh  diesen  vorläufigen  Erörterungen  beschäftigen  wir  unn 

mit  lieui  Ausdrucke 

l+2{coa  4r«4*coi-2jr-|*ena         . .  coa  moF 

den  wir  kurz  mit  Fa:  bezeichnen  wollen.  Von  einer  Summe  dieser 
Reibe  kann  offenbar  gar  nicht  die  Rede  sein,  da  dieselbe  nicht 
convergirt.  Man  braneat  s.  B.  nar  ^  gleich  einem  aliquoten  Tbeile 
*Ton  ff  an  nehmen,  um  sofort  an  einem  Resultate  der  Form 

an  gelangen.  • 
Nichtsdestoweniger  ist  aber  doch  der  Ausdruck 

.  .  JPa:=l^2S  coa  (3) 

i  • 

in  so  fem  von  Werth ,  als  derselbe  mit  da:  multiplidrt  und  inte« 
grirt,  eine  convergente  Reihe  liefort,  nttsdich 
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/ Fx  £(£r  =  a:+'SS  4r  **** 


Integriren  wir,  um  die  Goost,  ^egnachaSeii,  swiseheo  0  und  0,  lo 
kommt* 

.  y^J'/fe  iätäc+äS-^  iin  «c  . (4) 

« 

let  BOB  c>'0  oBd  ^9r,  80  fiadet  (2)  Miae  AB^endoBg  nad  g^ebt 
aogleich  ^ 

Ist  c\^n  und  <!2»-,  so  kann  man  c  =  ;r-f-Ä  setzen,  wo 

1  * 

b-^js  ist.    Dann  wird  das  allgemeine  Glied  ~  sin  t^n-i-ö) 

=s-^  OOS  «TT  .  sia  «^=±-^  sia  «6  jeaBcbdem.«  gerade  oder 
BDgerade  ist;  also  weil  die  Reihe  mit  is  =  l,  ungerade,  anfängt 

trobd  rechts  die  Formel  (1)  anweadhar  ist  and  gieht  . 

Also  liaben  wir 

f^'Fof  dofzszn,  23r>0>O  .  .  .  (5). 

§.3.  .  .  .   • . 

Wir  wollen  nun  die  beiden  Integrale         •  •  • 

f^Fa,  <»i      *r,  f'^F^  n>  Ar  <te, 

worin  h  eine  ganze  Zahl  ist,  betrachten. 

Setzen  wir  für  /Ir  seinea  Werth  (3)  nad  lerlegen  .2  cos  «2P 
^s  kop  ia  eine  Cosinassumme,  so  ist 

J*F^  cos  /iux  d.c—  '''"^^•^  -f--^  yicos     —  »)^+cos  (Ä-i-/»)»rJ  </a' 
«in  hx      %  rshi  {h  —  n)x       sin  (A-t-w).r7| ,   .  . 

Bctnorkt  man,  dass  das  yordere  Glied  dem  Werthe  »=0  entspricht, 
so  ist  für  ^db»  =  m 


Fas  cos  kas  djf=S 


Sin  «M? 
m 


oder  weil  für  nji?ative  «w  der  Ausdruck  der  nämliche  wie  für  posi- 
tive ist  und  wenn  wir  noch  das  Glied  worin  h  —  /» =  jw  ==  0  isi, 
ausscheiden 

/Fa:  cos  ^a?  d^  =  ~^H-2^ 
I  •  U  }  nS 

d.  i.  weil  '^"^'^  für  ««^0  sich  in  4?  -verwaadeU 
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•  Jf^x  cos  Aap  dxrsa.»'^i&  '^^gT^ 

Nehmen  wir,  um  4ie  eliraig»  Gmiitoat«  dier  latcgration  wegsa- 
schslIeD,.  die  Gränsen  0  und  c,  ao  wird 

/Fjc  cos  lix  da:  =  c  -4-  2!^  2!£-5!£ 
d.  L  wenn  2ir>'tf>>'09  wie' früher  ichon 

^/^o:  cos  /^jr  (ia:-=:n^  2jt'^c^0  .  .  .  (6). 
•  Zerlegen  wir  ähnlicli  2aia  Ajc  <9ob  map  in  eine  Sinnunrnme,  so  ist 

/*                                     cos  & 
sinibrd^ss  h^/  [sio     — «)^-f-sin  (//-t-/*)^  Jr/a: 

d.  i.  für  ^dbM  =  iS9 


ß 


Fx  sin  Jkof  da;=^S  SSL'"^' 


_  CO!?  «lo:  ^  —cos  IMMT  «t  - 

Da  nnn  — —  für  negative  et,  =  wird,  so  bleibt  bloss 

das  dem  Werthej  /t  —  nz=  m  =  0  entsprechende  Glied  übrig;  ulso 

und  wepu  wir  die  Gränzeu  0,  c  nehmen 

,    ,      -       cos  Oc      COS  0 
/q/It  nn  ildP  ftsp= — ^  

I.  «     cos  Ö      cos  0 

—   0  0  •  ' 

COS  Ol  * 

Obgleich  nun  — ^  =  —  =  X!  ist,  so  wird  doch  unser  Integral  =0, 

da  beide  oe  durch  die  nänliche  Operation  entstanden  sind  j' mithin 

^^/u:  sin  Aa;  äa;=iO  .  .  .  (7). 

f.4. 

Wendet  mau  auf  die  beiden  Formeln  (Oj  und  (7)  den  bekaua- 
ten  Sats  von  den  hesimmten  Integralen  an,  dass  für 

ist.  HO  erhält  mau  durch  mehrmaliges  DilTcrenzUreu  nach  leicht 

aus  (0)  ' 


^^jp  sin  As?  !Fj?  dstryO ' 
fl^*  cos  Aje  Fx  ijpssO 
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und  MUS  (7) 


'  266 
» 

J^^^*  «iw  ^        <to  =  0 

-  efc 

j cos  /io:  Fa:  da:=^0 
^a:*  w  Aap  Fof  da^sssO 
J*l^^  ^  Aa?  ^«  i^^O 

Ist  also  M  eine  ganze  Zahl,  so  kann  man  durch  Dlffcrcnzial- 
qaoticnt«ii  A^r  einen  oder  der  aD4eren  Clleicliuog  (6)  oder  (7)  im-»  ' 

mer  zu  dem  Ausdrucke 

f^JB^  «o«  Aap  JF*ap  dofssO 

geluDgen.   Da  nun  /t  eine  beliebige  ganze  Zahl  sein  kann,  so  neb» 
oien  wir  ^s=0,  und  erhalten 

J^V  Fa;  <i;a?  =  0  .  (8). 

§.5.'  • 

Wir  können  nun  leicht  ein  sehr  allp^emeines  Theorem  beweisen. 
Bezeichnen  wir  die  successiven  Differenzialquotientcu  von  nach 
OF  mit  >  •  .  etc.;  so  ist  bekaontlich  nach  Haelanrin's 

Satte 

-  =/(0)  +  f  /'  (0) + 5^/'(0)  +  .  .  . 

also,  iroil  /(O),  /'(O),         .  «  Coastanten  sind, 

ßFx  fx  dat  ^f{^)JlFx  djt 

f^jc  Fa:  da:+'Y^  fl^^  Fa;  <Äsr4-  . . 

d.  i.'  nach  (5)  and  (8) 

J^qFo:  fa?  dofss  w/(0),  27r  >  c  >  0.  (9). 

Von  diesem  Theoreme  werden  wir  diu  eine  sehr  fruchtbare  Aaweii- 
dung  machen. 

In  dem  Ansdmcke  (3)  möge       a  für     stehen;  multipliciren 
wir  noch  mit.  den  Faktoren      dt,  ^nnd  integrir^  swischen  den* 
Grauen  0,  ar,  so  wird 

— a)/*  th=z^^/»  dat-i-^J^^/»  cos  «(a  — a)«/«  (10) 

Für  «  — ft=s9  wird      = /(<9 -|* a)  und,  wenn  M=ir^  Uk 
ß=sn — a,  wenn  «sO,  ist  &=i—a  geiwotden;  also 
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Nehmen  wir  im  zweiteo  Integnle^negatiT,  M  ist,  wei 
viuer  Aofldrirck 

t=  f^F0  /(a     0)  rf©  + f^"Fe  /fo  -  0)  de. 

Knüpfen  wir  nun  an  a  die  Bedinganc:,  dass  es  0  und  tt  sei, 
8u  ist  auf  jedes  dieser  Integrale  die  Formel  (9)  uuwcudbur,  und 

•Im  dtoreh  EinfilliniDg  dieses  Wertlies  in  (10) 

/a=4/e>^  A  +  ^l/^/»  cos  m 
Nebsien  wir  ia  (10)  a  negitiv,  s»  wli>4  Koks  far  «-i-as49, 

=  f^F&f{0-a)  im^f^FQf(e^a)  d& 
und  wenn  wieder  a^O  und  'K.^t 

/o  A=jr/(— «)-3r/(  — «)  =  0. 

also 

0= y^/»     +      /^V*  cos  I»  (»-*-«) 

od«  rack 

Qz=i^y%d»^^^f^f%i^Em{%'{'U)d».  (12). 

Seben  wir  (12)  tod  (11)  ab  und  beachten,  dass  cos  <•(«  —  a) 
— €«Mi  «(xH-  a)=«  sin  im»  .  sin  ms,  so  ist 


2  03 

/ass--'  ^'  sin      /.y»  sin  im  </s  (13) 
nnd  in  «inliclier  Weise,  woon  wir  (»)  u  (U)  oddifon, 

f^^lifl^     + 1-  S  coi  ««  /^/*  cot  «xift  (M). 

Dies»  sind  die  beiden  wichtigen  Formeln,  deren  n.  A.  l^oissott 

in  seiner  Mechanik  §.  325.  gedenkt.  - 

Setzt  man     J  ^f*  ili    Mi»,     J  m  rf» — ^ , 

und  sckreibl  «  fiir     lo  hat  ouitt 

• 

fa:=i^an  sin  «ur,  /ir=ido"h<^  cos  mm 
11 
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fo  dau  sieb  mitbin  allgmein  jederPnuetioii  id  «oti  ReObe  von  den 
Formen 

'      .  «r,  rin  ^+«s  MB  ^H-'Vb       3^-4"- •  • 
.  oder  cos  ^-4-//..  cos  S^r-f-^j  cos*3j?-|-  .  . 

eotwickelo  lässt,  äubuld  muu  an  und  jeucu  bcstimmlea  lotegm- 
len  gleich  niant 


■ » 


XL. 

Ueber  die  BedingiiDgen  der  Ungleiehheit,  von 
den  MitteJgrdssen  und  von  den  imaginären 

Grttssen 

Von  • 

dem  Herausgeber. 


I. 

Von  den  Bedingungen  der  Ungleichheit. 

§.  1. 

Krklärnng.  Die  Grösse  (*  ist  der  driisse  gleich,  es  ist 
«=^,  wenn  die  . Dl^rens 

a — b 

verschwindet.  Die  Grösse  a  ist  grösser  als  die  Grösse  es  ist 
«r^'^,  wenn  die  Difierens 


*)  Wenn  anch  die  in  dieser  Abhandlung  bewiesenen  Sitte  fast  sämmt- 

lieh  nicht  neu  sind,  so  hielten  wir  es  jedoch  für  nötliig,  was  auch  dem 
Zwecke  des  Archivs  ganz  gemäss  ist)  dieselben  einmal  in  einem  geordneten 
Ganzen  möglichst  vollständig  zusammenzusteiien.  Eine  solche  Zusammen- 
Stellung  so  bald  als  jiiüglich  dem  Archive  einzuverleiben,  war  aber  um  so 
nötliiger,  weil  diese  Satze  die  vorzüglichste  Grundlage  vieler  Untersuchun- 
gen aus  den  höheren  Theileu  der  Mathematik,  vorzüglich  über  die  Cunver- 
genz  und  Divergenz  der  Reihen,  bilden,  welche  in  den  folgenden  Heften 
mitgetheilt  werden  sollen.  Ohne  eine  solche  Zusammenstellung,  auf  welche 
nun  im  Folgenden  in  fedem  Falle  -verwiesen  werden  kann,  würde  eine  in 
häutige  und  zu  unangenehme  rntrrbrerhting  der  in  Rode  .stehenden,  zum 
Theil  sehr  schwierigen  Untersuchungen  nöthig  gewesen  sein.  Dies  wird- 
sich  schon  im  nächst  foI|^jNi  Heft^  so  weit  siw  jetit  schon  fiber  dessen 
Inbslt  urtbeilen  Issst,  seigen. 
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positiv  ist  und  uickt  rerachwiiidet.    Die  Grüfte  m  ist  kleiner  als 
die  Grösse  ^,  es  ist  a-K.h^  wenn  die  Differeas 

negativ  ist 

Lekr9pf.%,  Wenn 

istjSoistauch 

«  +         <»9  +     +  i  H-.^i  -i-     H-  ^»     . . . 

Beweis.   Weil  nach  der  Voransset^ng 

ist,  so  Terschwindet  nack  f.  1.  keine  der  Differensen 

« «—     «1  —  6,,      —  ^ft»  ar,  —  Ä,,  . . .  • 

nnd  diese  IKfferenten  sind  sämnrtliek  positlT.  Abo  Tersekwindet  ^ 
offenkar  anek  die  Susme 

{m--b)  -H      -      +      -Ä.)  H-  -^,)   

dieser  ll^ifferenaen  nickt  uimI  ist  positiv.  Weil  nun 

(«.^)  H>  {a,  -b,)  -H  —  -H  K  —  +  ....  ■ 
=  (ar  -f-  «,  -t-  «3  -f-.a,  +  , .  .  )  —  ^,  -f-  ^,  -f-  .) 

istj  so  verschwindet  auch  die  Grösse 
(flf  -f-  ff,  +  «r^  -4-  .  .  .  )  —  (/y  -h  //,  -i-  //,  -f-       4-  .  .  .  )  . 

nicht  und  ist;  positiv»  woraus  sich  nach  ^.  1.  unmiUeibar  ergiebig 

duss  * 

a  -\-       -\r  *f  i  -\r       4-  .  .  .  ^  ^  +      -f-  ^,       ^i»,  -H  .  .  . 
ist,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

%.  3. 

Zitsain,    Wenn  **  •  ^ 

a^<i^b^^  «»<C^»>  «,-<^i,  ....  ■' 

istj  so  ist  auch 

»     «I  +  '»'2  H-  «1  -H  •  • .  <!  Ä  -i-  Ai  -4-  ^3  -h  ^»     . . . 
Weil  nialick  nach  der  Voranssetsang  offenbar 

ist,  so  ist  naek  «  '  ' 

und  fblgRck 

wie  bewiesen  werdeu  sollte. 


#  ■ 
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f.  4. 

Lekrua%,  W«Bii 

«>^,  «i>£o  «Fs>'^*>  «s>^«»  '**>; 

ist,  MO  ist 

«  +  a,  -I- «3  4- -f- . . . -4- a «1  +  «,  +  a,  -I- . . . 

Beweis.    Weil  nach  §.2.  •  '  . 

ist,  so  verscfawiHdet  die  Differenz 

Dicht  und  ist  {jositiv.  Nach  der  VofBiigfefiiiag  nnd  aadi  f.  1.  Ter* 
Bcliwimlea  die  Differeozen 

a  — jJf  «1  — «,  —  /?2»  «« -—/'«».••. 
flSrnntltch,  vnd  es  TCraebwuid«t  folglich  auch  die  Sume 

(«-fl  +  (a,         +  («,  - ft)  -h  («,  -ft)  -It ... . 
dieser'  Differeoseo,  d.  i.  die  CSrdsM 

Pi«raTis  geht  herror,  dass  die  Samve  der  Differenzen 

und 

(«     a »  4-  a,  4-  Ä,  H-  . . .)  -  (/!?  -f.  /J,  H-     Hh     -I- . . 
d^  i.  die  Grösse 

(«  +  «t  +  «'s  H-  +  «  +  tfi  +  «t  +  »I 

Dicht  verschwindet  ned  positiT  ist.  Folglich  ist  nach  §.  1. 

• -4- -I- -f- -f- . . . «-Ha,  -4- a,  -I-, a« 
.  >  Ä  -j.  ^,  -I-     -|_  ^,  ^-  . , .  4-    _j_     4-     +     +  . . . , 

wie  bewiesen  werden  sollte. 


\.  5. 


Zir«««!.  Wenn 

« ^,  «r, -<  Ä,,      «<  Äj,  a,  «<  Ä,,  . . .  j 

a  =  A  «i  =  i*i>  «»  =  ß%i 

m 

ist,  80  ist  . 

I»  -f-  «1  -H  »»          H- . . .  +  «  -f-  «1  -h  «,  -h  «,  H- . . . 

Weil  nänlich  nach  der  VoraoMetiDDg 

=  «u  /^s  =  «a»     Ä  a,, .  • . . 
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iity  so  iit  ntek  f.  4.       •  < 

^  -h     4-     4-  /J,  -4- ...  -4-  /?-♦-/?.  -4-  -4- 
:>  «  H-  «r,  H-      -i-  «r,  -h  .  .  .  +  «  -f-  «j  -i-     -f-  a,  -f 

UDd  folglich 

«r  -f-  «r,  -f-  «r,  -H  «r,  .  .  .  -|-  «  -h  a,  -f-      -f-  a,  -4-  . 
wie  Ikewiesen  werden  sollte. 

f.  6. 

a^b  und  ^ 

ist,  so  ist 

Beweis.  Well  nach  der  Voranssetsung 

und  ^1  ^  a, 

ist,  so  ist  naeli  §.  4.  ' 

«  -f-  ^1      ^  •+-  «i« 

Weil  uuu  •  '  ♦ 

—  sr,  — ^,  =  — —  . 

ist,  so  ist  nach  §.  4. 

a  +  ^i  —  sr,  —     >>^  +  «,  — sr,  —  ^o- 

d*  i. 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

f.  7. 

ZtumtM.  Wenn 

« ^  nnd     ^  ^, 

ist,  so  ist  ' 

«r  —  4$i  <!  <^  — 
'  Weil  nämlick  nach  der  Voraussetzung 

6"^»  nnd  ^1  ^  «t  ** 

ist,  so  ist  nach  ^.  6. 

*  — >  «  — «i» 

nnd  folglicli 

«  — «,        — Ä., 
wie  bewiesen  werden»  sollta 
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.  «  s  ^  nad     ^  ^. 

ist,  so  ist 

a  —  »,     Ä  —  • 

Beweis.    Weil  nach  der  Voraussctzuog  .  / 

az=.b  und  <i 

ist,  so  ist  nacli  §.  5, 
Weil  DOS 

—  «I— — «i  — *i 
ist,  so  ist  nach  §.5. 

a  -h     —     —     <  Ä  ^  sr,  —  sr,  — 

d.  i,  .  .    .  . 

«  — «1  <  ^  —  ^1». 
wie  bewiesen  werden  sollte. 

ZiMwiS.  WODB 

«  s=3  ^  nnd  <Zi'i 

ist,  so  ist 

»  —  ''i  >    —  ^1-  ■) 
Weil  nämlich  nacli  der  Voraussetzung 

bss:m  und  ^,  ^  <«,  . 

ist,  SO  ist  nach     8<  ', 

<:#—•„ ' 

und  Iblglicli 

wie  bewieseo  irerden  sollte. 

10. 

XteArsat»,   Weno  die  Grössen 

0s  4*1,  «r»,  ...  flfji ;      ^1,  ^s,  .  •  •  ^» 
s&nimtlleb  positiv  siad,  nad 

«  ^  ^,  «I  ^      sr,  >  ^„  ,  .  •  «dp  ^ 
ist,  so  ist  aach 

gUii         ,  •  »  .  *  ,  kn. 

Beweis.   Nach  der  Voraussetzung  sind  die  Differenaei 
a  —  bf      —  Äj,      —  ^a,  «i»""  .... 
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säinmtKek  yoiitif  ud  keine  detMiben  venebwiedet  Wefl  bud  die 
,  nacli  der  TareanetBinif  ■ümmtlidi  poiitlT  sind,  lo  lind  nach  die 

—      W,erg...e^  =  W,      «,  ...a«— a, 

it  i.  w. 

—       /y^i-,  b^,..b„_^=zbb,  — ^,Ä,Ä,...db 

sämmtlicli  positiv.   Weil  die  Grössen 

«i,  «a,  .  .  .  mn\  bf       ^s,  •  .  .  db 

■inmtUeh  positiv  si|id»  und 

•  >■  ^1»     >  d„  .  ,  .  «fj,  > 

ist,  so  verschwindet  olfenbar  keine  der  GrSeaen  a   a    a  a 

und  auch  die  Differenz  a~h  verschwindet  nicht.  Also  vJreciwiÜ 
det  auch  das  erate  der  obigen  Froductc,  nämlich  das  Prodact 

^  (»r—       flr,  ff,  «r  an 

nicht.  Weil  nun  die  obin^en  Producte  sämratlich  positiv  sind  und 
dos  erste  nicht  verschwindet,  so  ist  auch  die  ^Sunuae  aller  dieaer 
Producte,  d.  i.  naeb  den  Ohijren  die  Differenz 

«ra,  er,  «r,  bb^  .  .  .  Ä„ 

positiv  und  verschwindet  nicht,  woraus  sich  nach  §.  1.  ■■■.■8**>ik„ 
ergiebt,  dtss  *  »■■•»»«iwar 

««1  «f,  »,  .  .  .  er«  >  bb^  .  .  .  Äj, 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

%.  11. 

Zmtatah,  ^Wenn  die  Grössen 

«»f       .  .  •  a^;  A,       A«»  .  .  .  db 
näBMtlicb  poaitiv  Sind,  und 

•<db  «I  < d„      < d„  .  .  ,  «r«  < 

iat,  10  Ist 

••i        •  •  •       <  •  •  • 

Die«  ist  eipe  nnnüttelltare  Folgte  aus  dem  vorigen  Lchrsafae. 

§.  12.  • 

Ze/tr^tafx.    Wenn  a>b  ist  und  die  Grösse  h  nicht 
versebwindet,  so  intm^^nb  oder  ^.^^  je  nachdem 

»  positiv  oder  negativ  ist.  ^'•«'j  jvuacuaem 

Beweis.    VVoil  nach  der   Voraussetzunir  a  >  Ä  ist    sa  Sa* 
nach  §.  1.  die  Differenz  «  -  b  p««tiv  und  ve^ebi^det  .khl  kS 

Tä.UL  • 
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nun  duB  flicht  verscliwindentie  n  positiv»  so  ist  offenbar  auch  das 
Prodoct 

•  poaitif -bihI  veneliwiiidet  nicht;  «bo  ist  aack  fw  1.  Ma'^md,  Jat 
aber,  «  negativ,  bo  ist  Am  Product 

offenbar  negativ,  and  naeh  §.  1.  ist  £»lglicU.  ««r.^  «&i  ;  ^  .  .  .>■  ,- 
Anmerkvog.  FUc  «=sp  wäre  luitäriich  «m»s=:ii^  s^ 

13. 

ZHiat»i  .  Wenn  a  <i6  ist.  uu4  die  Gri>sse  n  picht  ver«. 
schwindet,  so  ist  oder  imt^«^,  jenaebdem  m 

posUiT  oder  n^egatir  ist. 

Weil  nämlich  nach  der  Vornussetzunp:  n  ist,  so  ist  nach 
dem  vorigen  Piiragruphea  nb  na  oder  ////  <C  ftttf  d.  i.  na  ■<i  nb 
oder  «MT  ^  nh,  jenaebdem  n  positiv  oder  negativ  ist,  wie  tteniesen 
werden  sollte.  ,       *  •  * 

Anmerknng.  Für  m  =s  o  i^fare  DatiMrlicb  imi sesi m^  =  0. 

•   f.  14. 

■  .  ^Wenii  m'^^vk^  and  »  niebt  versebirlBdet, 

do  ist  —         oder  ■^<— »  jenaebdem  'n  positiv  ode* 

n  e  g  a  t  i  V  i  s  t. 

Beweis.  Weil 

n      *  •        «         *  n 
and      mit  «  gfleiebseitig  positiv  und  negativ  ist,  so  folgt  der  Sats 
anmittelbar  aug  f.  M%,  \ 

,  15« 

Ztuatx,  Wenn'«<^^  ist^nnd  «  niebt  verschwindet, 

so  ist  — <^ —  oder  jcuHchdem  u  uositiv  oder 

negativ  ist.     ,  ,  * 

Weil  näniiefi  nacb  der  VoraussetanMig  iift,  so  ist  nach 

dem  vorigen  Paragraphen  "^^"^  "n^Mt*  ^'  *'  m 

oder  ^>--^i  jenaebdem  m  j^ositiv  oder  negativ  iat«  wie  bewiesen 
werden  aollte. 

§.  16. 

Lehrsatz.   Wenn  die  Grössen  «f/ ^i»  aämiitlich 
po«i^v  sind  and 

•  ■     ■  ^ 

tst,  7n  dem  Fall«  a  =  ^  aber  die  GrSaieo     ^  niebt  yer- 

aebwinden,  aack  nicht  Ux  =sO  ist,  ao  iat 
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BeweU   Weil  DscJi  der  Vomwicliing 

ist,  so  ist  oacb  f.  10.  und  §.  12. 
und  folglicli  oacli  4.  14 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

♦-17. 

.IthZfunV"''       Grössen..«,  6,       ^.  «ao.a.tlich  pc 

ist,  in  dem  Falle  a  = //  aber  HJa  r-x--  ... 
scbwinden,  aucb  nicb/^r=^  0  istf  .'^ ^ 


.  Weil  Dämlicb  oacb  der  VomnsseteOBg 
iit,  so  ist  nacb  ^  16. 
wie  DOWieaeo  werden  sulUe. 

Also  ist  offenbar 


5r<l  ote  5>i, 


la 
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■ 

.  i.  Ol"  ^  ^  üder     ^  ^ ,  Jeaacliden  dai  ■  nleht  vendiwiiideDde 
m  positiv  oder  negativ  ist,  wie  bewiesen  werden  sollte. 
Anmerknng.  Für  « ss  0  ist  «r"  =  ^  =  L  * 

f.  1«. 

ZmsaUi.  WeDo  die  Grossen  ^positiv  sind  und«r<ld 
ist,  so  ist  flr«  <*       oder  je  nach  dem  das  nicht 

.verschwindende  n  positiv  oder  negativ  ist. 

Weil  nämlich  nach  der  Voraussetzung  ^^«r  ist,  so  ist  nach 
■  dem  vorigen  Paragraphen  4»  >•      oder  ^« ar«,  d.'i,  i»*^^ 
oder  a"  ^  b"  ,  jcnachdein  das  nicht  verschwindende  m  positiv  oder* 
negativ  ist,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

Anmerkung.   Für  m  =  0  ist      =  ^  =:  1. 

§.20. 

Lehnatx.   Wenn«positiv  und  ist,  so  ist 

oder  a"'<!<y",  jenachdem  \  oder  a      \  ist,  die  Grö* 

ssen  m  nnd  n  mSgen  positiv  oder  nej^ativ.  sein. 

Beweis.  Weil  nach  der  Voraussetzung  die  Diferens  m  — m 
positiv  ist  und  nicht  verschwindet,  so  ist  oflfenbar  <  • 

>  1  oder  Ä»-«  <!  1, 


Jenachdem  0     1  oder  «  ^  1  ist. 
Well  nun 


ist,  so  ist  auch  , 

— -.>-l  oder  ^<1, 

d.  i.       >  ff"  oder       ^^a^  ^ 

jenachdem  «  ^  I  oder  o;  <C  1  ist,  wie  bewiesen  werden  sollte. 
Anmerkung.   Fär  «  =  1  ist  a*"  =     =  1. 

§21. 

I^chr»atx.  Wenn  die  beiden  Grössen  0  und  b  nicht 
einander  gleich  sjud,  so  ist  immer 

ff»  -4-  ^2  >  2ffA 

Beweis.   Bekanntlich  ist 

_|.  ^»  _  2«Ä  =  («  —  Ä)«. 

Weil  nun  nach  der  Voraussetzung  die  Grössen  a  und  h  nicht  ein- 
ander gleich  sind,  so  verschwindet  die  Grösse  (ff  —  by  nicht  und 
ist,  wie  jedes  Quadrat,  positiv.  'Also  verschwindet  die  Differenz 

a-^^f,.—1ab  '*  • 

nicht  und  i^t  positiv.    Folglich  ist  nach  §.1. 

ff«  +  Ä»>2ad, 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

Anmerkung.    Wenn  a  =z  b  ist,  so  ist 

—  2ab  =  {a  —,by  =  0, 
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Mglieh 

Z^AmO»,    Weno»  naUr  der  yorenteeltang,  deas  m 

grösser  alsdieICinheit  ist,  die>»  Grössen  a,  </,   

nicht  säinintlich  unter  einander  gleich  sind,  und  der 
kürze  wegen 

&  =  a-\r  b  -H  c  -t-        *-t- . . . . 

und 

s     +     +  eri/  + 

-f- W-l- Ätf -I-..  • . .  , 
«  -f-  f  </      Ctf  --|~  . . .  • 

-f-  </(ff  +  . . . . 

gesctst  wird,  eo  ist  inaer 

(»  —  1)      >  2»2'. 
Beweis.  Nacli  den  in  f.  21.  bewiesenen  Sntne  ist 


«•  H-rf*  ^Äci^  «• •••• 

Weil  nun  nach  der  V oraussetzuu^r  die  Grossen  «r,  ^,  </,  . .  • . 
nicht  sSmatlich  unter  einender  gleich  sind,  se  sind  vm.  Torherge- 
henden nach  §.  21.  nicdit  ttberall  die  oberen  Zeichen  za  nehmen, 
und  man  erhält  alsQ,  wenn  man  auf  lieiden  Seiten  der.  Zeidieo  ad- 

dirt,  nach  4. 

(/*— 1)  («'  +  />»-4-£-'H-//»+^'4-  )>2Z 

Also  ist,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  Grösse  2(ji  —  1)^  addirt, 

nach  §.  4.  auch 

(«  —  1 )  (ff  =  -+-     -f-  c*  -h  Ä^*  -4-  e»  -t- . . . .  -H  a:?)  >  2/1-5. 
Nun  ist  aber  hckanntlich  ' 

iS»  =  a*  -f-       4-        +        H-  -f-  

-\-  "Lab  -H  lac  -\-  'lad  -h  VLae  -f-  . .  ,^  . 

•  -t-  2ÄC  -f-  2*rf  -f-  2^c  -t-  

•4-  2c</  -f-  2cc  . 

d.  i. 

=5  a*  H-  Ä»  H-  r»  -t-  rf»  H-  e*  -f- . . .  25, 
und  folglich  nach  dem  >  urhergehcuden 

wie  bewiesen  werden  soUte, 


« 
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Anmerkung.  Wenn  die  Grifsien  iv,  6,  e,  d>  e,  . .  iftaittt- 
lieh  unter  eiuDder  gleieb  iini)  ee  iefc 

m*  -1-    s80^,  -1-  i^ssSmJ;  ««H-^'ss^ii«,  •••• 

^-^c*ss3l«,  ^»-^i^sMil,  ««H-e*=S^t..*. 

rf»-|-^=s2r/pj  .... 

und  folglich,  weuu  man  auf  beiden  Seiten  der  GleichLeitszeiciien 
«ddirt, 

(»— 1)<«» +    -H   )=z1^. 

Also  ist,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  2(«i  —  1)3  addirt, 

Nun  ist  aber  wie  oben 

=  «»  -i-  ^'  +     -h     -I-     -I- . . .  25, 
und  folgUdi  in  diesen  FsUe 

§.  23. 

JLehrtatx.  Wenn  a  und  ä  zwei  unp;leicbe  positive 
Grössen  sind  und  u  eine  die  Einheit  übersteigende  |>o« 
sitWe  g«nt€  Zahl  isi,  80  ist  romier 

«ar"  -1-  ^'  ~ 

Beweis.  Weil 

H-     )  —  (««  -I-  na»-H)  =  «a«-^  (a  —  /i»)  —  (««  —  ), 
und,  wie  man  leicht  durch  gewöhnliche  Multiplication  iindet, 

ist,  so  ist  ^ 

Ist.  niw  «     ^4  so  18^  oAmbsr 

li«^«  >  «»-1 a*-«*  + . . .  H- -I- 

und  eben  so  leicht  erhellet,  dass,  wenn  a        ist,  jederzeit 

««»-1  <  «"-1  +  «»-^<^  4-  . . . -I- -H  ^» 

ist.   Also  haben  die  beiden  Factoren 

des  Products  • 

{a  —  b)  —  — 

jederzeit  bleiche  Vorzeichen,  und  keiner  dieser  beiden  Factoren 
verschwindet.  Daher  ist  dieses  Prodttct,  und  Dach  dem  Obigen 
also  auch  die  Differenz  .  .  • 

(«««  -f-  ^)  —  (a*  4-  »ffl'^Vy), 

jederzeit  positiv  ood  versehniiDdet  nichL  Folglieh  ist  MMli 
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««^ ^  -h 

wie  bewiesen  werden  sollte.  .  •    .  , 

AonerkoDg.  Für  «  =  1  ist  offenbar 

Für  a-=.b  ist  immer 

oa"  +  ^"  =  0"  +  ==  («  + 1) 

§.  24. 

Zn»at%*  Weil  «oter  deoseibeo  Vorauisetiaiigelh  wie 

Tor.lier 

««"  -f-     >»•  flr"  -|-  na^^by 

ist,  so  ist  nacli  f.  /  ' 

IMP»  t4- — ^  —  IM^^  >  #f» -jh  —  — 

•  JUii»  —  — 

oder 

Dividirt  nen  oan  auf  beiden  Seiten'  durch  die  positive 
Grösse  «Oy  so  erhält  man  nach  f.  14.  * 


UekrMmiM,  Wenn  die  Grössen 

#2>  «st  Äj'j  Sl4}*««.SQi 

nieht  sämmtlicli  unter  einnnder  gleich  sind  nnd  n'^V 
Ist,  so  ist  fler  absolute  Werth  der  Sumnie 


1  •  t 


W|  —I-      -|-  »4       •  •  • ' 

jederseit  kleiner  als  das  Prodact 

V/»  .  V/K»  -h      Hh#»..»  ■+- + . . . 

Beweis.  Ohne  alle  Schwierigke»  erhellcft  die  Uchügkcilt  der! 
Gleichung 

+ («.  - •»)•  H- («1  —  )» +  .  - «4)» -f. (ä,  -p-  -i^,)»; 

+  («,  —»4)'  +  («•  — 


(»«-1— 

Weil  nm  nach  der  Voranssetinng  die  Grössen 
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0,,        Of,  a4,-,.,an 

nicht  sämmtlicb  unter  eioander  gleich  sind,  so  verschwinden  die 
Differenzen  * 

*— •  •  •  •      .  —  ''ii? 


Bicfct  Bi^aitlich,  und  et  iit  alio 

(«1 -4"  ••••  •t",*^")* 
<  «(•^»^-  H-  0»*)i 

fiilglicb  iit  offenbar  der  absolute  Wertb  tob  ^ 

«Tj  4-  a,  +  «4 

kleiner  als 

V/"«  .         »  +  «4* -h  ...  4- 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

Anmerkung.    Wenn  die  Grössen 

Ol,        ei,i  et^^  ....  ün 

sämmtlich  unter  einander  gleich  sind,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Be- 
weise des  obigen  üiutzes  leicht,  daM  der  absolute  Werlb  der 
SmuM 

«,  -I-      •+-      -H  «4  +  •  .  •  .  +  i^« 

der  Grösse 

\/» .  V/(ai*  -h  +       -h  ...  -H 

gleich,  ist. 

•  •  •    §.  20. 
*  ZiiMlIs.  WeDB  'die  Giftsien 

*i>  •«>•••• 

Bi'ebt  sänmtHcb  BBter  einoBiler  gleieh  aind  Bod  «>>1 
ist,  so  ist  der  absoUto  Werth  vob 

•       -i-  (/  i  • '  "  -h  ''f* 

*  ■  n  ' 

kleiB'er  als  die  Or6bse 

f.  27. 

läeMrsafM*  Wobb  «>1  ist  UBd  die  Brüebe 
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uicbt  sänmtlich  unter  einanäer  gleich  sind,  so  ist  der 
Werth  der  SaniMe 

ff,«, -f- »,a, -f- »,a, -4- a^a^ -f- . . . -f- «„a„ 

immerkleiner  alsdasProduct 


Beweis.  Weil,  wie  leicht  erhellet, 

(«,a,  -f. H-  #«a,  -f-  ••Ä*  + . . . + «^«)* 

H-(«i«a-«»at)*-K«>«a-^s«i)'+(«ta4-«40t)*+**<4^«i< 

-|-(«silg-«Ftat)'-H«a«4-«««i)'+...+(<'aa<*-«'Ma,)* 


*  -f-(flf«_,a«-flr„o«_j)» 

ist,  und  weil  nach  der  Voraussetzung  die  Brüche 

an 


a,    tf,    a,  «4 


a,'    «3*    a.'  a 


t  «4 


nicht  sämmtiich  unter  einander  gleich  sind,  die  DifTereozen,  deren 
teidrate  in  der  obigen  GleiehoBg  TorkonBea,  also  aicht  säuitlich 
venehwindeD,  so  ist 

(«,a|     #,a,  H-  sr4»4  +  thfi^nY 

nud  folglich  offenbar  der  ahsolnt»  Werth  tob 

kleiner  als  die  Grösse 

4-«.' H- «^4' +  •  .-i- . 


wie  behauptet  wurde. 

Anmerkung.    Wenn  die  Brüche 

01    a,  0 


1  ••4 


Oh 


a,     «,     «,  «« 


sämmtiich  unter  einander  gleich  sind,  so  ist,  wie  sich  aus  dem  be- 
weise des  obigen  Satzes  leicht  ergiebt,  der  absolute  Werth  der 
Same 

»i«!  +#s»»+«««»-h«4«4-l-«..H-<M»« 

jederzeit  dem  Producte 

.  .    ..  l/(a,V-l-«,»-lr«.*  +  a4»  +  .. 

gleich. 

f.  28. 

ZbM«b  Wenn  »>!  and  die  Brüche 

•i    ^  •«    SU  «• 

*a,  *f    04       •  Um 
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n'icH  sämmtlick.uoter  gleink' ünd»      iit  der 

absolnU  Werth  der  GrSsae 

jederseit  kleiner  alt  des  Prodaet  , 


f.  29,-- 

.  ZgAruOM^  Wenn  •>!  itft  «od  die  ptositlven  Grosiea 

«Ts,   «IJ    »4,  .  .  .  . 

nicht  sämmtlich  unter  einander  gleich  sind,  so  ist  je- 
deraeit*        .  •  • 

.V  *•   ^  g|4-gi-Hgi-4-g4H  H^fti 

K  «,«s«r,««   '*  • 

oder  dss  sogenannte  ge>inietris.ehe  Mittel  sfrisehenipeli*. 
reren  positiven  nicht  sämmtlich  unter  einander  gleichen 
Grössen  ist  immer  kleiner  als  das  sogenannte  arithme-p» 
tische  Mittel  zwischen  diesen  Grössen. 

Beweis.  1.  Für  die  zwei  Gritesen  «i,  a,  ist,  wie  leicht  er. 
kellet,  * 

=  ( — ~i^~rä  f » 

dnd  felglieh^  weil  nadi  der  Veransm^tinng  die  GrSsseli  iVi,  sr,  nn- 
^eieh  siaa»  ,  - 

also 

Fiir'Wi^ir,  iateffenbar 


a,  -\-a% 


2.  Sind  die  vier  Grössen  a, ,  ,  «r, ,  gegeben,  so  muss 
es  unter  denselben  nach  der  Voraussetzung  wenigstens  .nwei^^innn^ 
der  nieht  gleiche  geben.  Wenn  nan  «i,  diese  beiden 
nicht  gleiten  Grössen  sind,  so  ist  nach  1. 


nnd  folglich 


l-T . .  ;  -   .  • ,  •  I 


•  4 


»1- 


Nneh  1.  iat  aber 
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und  folglich 


fiL±£l  ^4)«  =  /«t  -t-  4- 


Also  Urt  dach  dem  Torbergeheiid«n 


oder 


"  »  .  "  • 

3.  Sind  die  acht  Grössen  aj,  «r,,  a,,  a«,  a«,  a,,  ge- 
geben; so  wird  es  nach  der  Voraossetiung  unter  denselben  immer 
vier  geben,  die'niehf  simntlich  unter  einander  gleich  sind.  Wenn 
nun      m„      ««  diese  vier  Grössen  sind;  so  ist  nach  2. 

md  folglich 

Nach  1.  ist  aber  , .  * 

4         '         4        <^  •  ^  » 

nad  folglieh 

^  4  •  4  :  ^ 


Also  ist  nadi  ddm  Torhergehenden 

^/«i  H-      +      -t-#4  -f- IIk  -|-#,  H-STt^- 

«l»»«»«««»«4«t«4  <(— —  ^  g      *  ^ 

oder 

g 

\y   ^g,  4-/1,  -f-  g«  -f-g4  -h^t  -f-g«  -H<»T 


Fnr'  «1  '=  =  «4 = =^    ss«,  =     ist  eJlenhar 


4.  Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar,  Ueber- 
hanpt  ist  nach  dem  Vorhergehenden,  wenn  wir  der  Kurse  wegen 
Sms/*  setsen. 
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*      .  ■ 

•l*»*i«4  . . . .  «ju  <  (  ^ 

oder         *  '  * 

Ka,«,«,«V • . .  •  '  ,  ' 

5.   Mao  nehme  nun,  welches  offenbur  immer  ojögUch  ist,  m  so 
gron,  dan  ^t^^m  oder  ist,  und  setze  . 

H-gaH-fl,  -f-«4H  Htf«  „  • 

— — — —  r-  

-  Dann  iat  nach  4 

<y,03flr,<r4  . .  .  ««x^*"^ 

•der  ,  • 

d.  L»  weil  "  , 

■nd  fotglicb,  w^d  aisn  auf  beiden  Seiten  mit      »  dividirl^ 

4.  t  ,  . 

^  ^  ^  ^        ^   ^  /g|  -l-g«  -f-^i  -♦■•4  "H « « » "^-^w^, 
tf,«,«,««.. . .  a«-<(  «         II   * 

oder 

K  «i«a«a»4  .  .  .  flr»<C'  ^  9 

wie  bewiesen  werdeo  sollto. 

Anmerkung.  VVeuu  die  Grössen  »j,  «r.,  a,^  «4, .  . .  * 
aämnitlieh  unter  einander  gleich  sind;  so  ist  oitienbar 

«a  -f-  «4  -f-  •  •  •  -f-  <»« 


1  ✓  -f-tfa  +' 


§.  30. 

Zusatz,  Wenn  a  und  ^  zwei  ungleiche  positive 
Grössen  und  f»  und  n  zwei  positive  ganze  Zahlen  sind; 
•o  iat'naoii  29, 


oder 


I 
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folglich 
oder 

31. 

Lehr»at%,  Wenn       ft  zwei  positive  GrÖRgen  sind  und 
0  ist;  so  ist  lug  a  ^\u^b  oder  log  «<;;log^,  jeDaclu 
den  die  Bailt  des  Systens,  welche«  diese  Lo^faritbaieD 
angebdren«  grSsser  oder  kleiner  nis  die  Ginlieit  ist. 

B e  weis.  Beseiciinet  ß  die  Bmis  des  logaritknisckee  Sjstens, 
so  ist 

fand  folglich 

Weil  DUO  oacli  der  VoreussetsDDg 

ist;  so  ist  effeobar 

lop  a — locr  //"^O  oder  log  a  —  log  A<^0, 

d.  i.  log  a>>log  6  oder  log  a<Clog  1^,  jenachdesi  B^l  oder 
1  ist,  wie  bebaaptet  warde. 

§.  32. 

Ltehnatx.  Wenn  a  und  h  zwei  positive  (irössen  sind 
und  log  «r;>loff  C  ist;  so  ist  a'^b  oder  a<iby  jenucb* 
dem  die  Basis  desSysteas,  welebea  die  in  Rede  stehen- 
den Logarithmen  angehören^  grttsfer  oder  kleiner  nie 

d  i  e  E  i  u  Ii  e  i  t  i  s  t. 

Beweis.  Wir  wollen  zuerst  annehuicn,  dasü  die  Basis  des 
logaritbnisebeD  SjrstcMs  grösser  als  die  Einheit  sei.  Wllre  unter 
dieser  Foraussetzung  a<t^,  so  wäre  nncb  dem  vorii^en  Satze 
log  !ß\  w.ire  n-=h^  so  wäre  log  «r  =  log  //.    Da  Beides 

gegen  die  \  uraussrtzuug  log  «r^log  b  streitet,  so  kann  weder 
«•<'Ä,  noch  min,  nnd  es  ist  folglich  ai^^b^  wie  behaup- 

tet wurde. 

Ferner  ^vollen  wir  annehmen,  dass  die  Basis  des  logarithmi» 
sehen  Sy  stems  kleiuer  aU  die  Einheit  sei.  Wäre  unter  dieser  \  or- 
auaietzung  a^b^  so  wäre  nach  dem  vorigen  ,Satxe  loga<;ioff^; 
wäre  4ss^,  so  wäre  log  a==log  6,  Da  Beides  gegen  die  Vor- 
aussetzung log  a^\o^  h  streitet,  so  kann  weder  a'^b^  noch 
m^=ib  sein,  und  es  ist  also  a  -^  h.  wie  behauptet  wurde,  ' 

Hierdurch  i&t  uuser  Matz  nun  vollstäudig  bewiesen. 

II. 

Von  den  Mittelgrössen. 
Erklärung.  Jede  erteit,  weleba  «icht  kleiner  ala  die  kleia- 
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ste  ottd  nickt  grStser  als  die  gfSaite  niter  mehreren  gegebenen 

Grösscu  «r,        «r,,        »4,  i«t,  lieisst  eine  Mittelgrösse 

oder  eio  Mittel  zwischen  dißäen  Grössen,  unU  soll  im  Foigeudeo 
überhaupt  durch  ^  . 

M^a,  an  a^i  Ot*  tf*»  •  .  .  •) 

bezeichnet  werden.  * 
Bt  e)fbellet  Mt  dlenür  Definitloii,^  diiss  es  swiiebeo  Grihnen, 

die  nicht  sämmtlich  unter  einander  gleich  sind,  unendlich  viele  ver- 
schiedene Mittelgrössen  geben  kann.  Sind  aber  die  gegebenen 
Grössen  sämmtlich  unter  einander  gleich,  so  kann  man  nur  jede 
dieser  Gruäüeu  selbst  eine  Mittelgrösfie  zwischen  allen  nennen. 

4.  3«. 

ZtfMrte.  Jede  Grösse,  welebe  eiD^  Hittelgroise  ^wi* 

sehen  zwei  beliebigen  der  Grössen  1»,  <jr,,  a^,  a,,  er^^  .  .  . 
isi,  ist  eine  Mittelgrösse  zwischen  Allen  diesen  Grössen.  > 

f.  35. 

LeArHOiL  Weeii  sr  ned  5^wei  beliebige  Grdsien  tiedi 
■o  ist  das  Prodnct 

we         d)  eine  beliebige  Hittelgrösse  twisebea  er  und 

6  bezeichnet,  jederselt  ■  positiv^  wenn  man  nur  dieses 
Product  auch  danji»  wen p.  es  ferschwindet,  als  positiv 

betrachtet. 

Beweis.  Wenn  ist,  so  sind  nach  f.  33.  die  Differenzen 

hnde ; poutir,  und  das  Product 

ja  — i/(a,  ^)|  [M{a^  — 

ist  folglich  positiv. 

Wenn  0<I^  ist,  so  ist  nach  dem  so  eben  Bewieseoea  das 
Prodnct 

positiv.   Folglich  ist  auch  das  Product 
•  positiv. 

Wenn  a  =  &  ist,  so  verschwinden  die  Differenzen 
beide»  und  das  Product 

ist  folglich)  weil  es  verschwindety  wieder  poaitir« 

36. 

Lie/irtat».   Wenn  das  Product 

•         (#— urf)  (-4  —  ^) 
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|ioaitiv  ist,  so  ist  A  jederzeit  eioc  Mittcigrösse  zwi- 
■cben  m  nod     oder  ei  ist 

A'ssiU^a^  b). 

Beweis.    Weon  das  Product  ^ 

{^a  —  A)  {A  —  V)  '  ' 

verscliwindot,  so  ist  entweder  A-=a  oder  A=zfj,  in  beiden  Fäl- 
len also  A  nuch  f.  33.  eine  Mitlelgrössc  zwischen  a  und  6,  Wenn 
aber  dei  Prpdoct 

'{m^A)  {A-ö) 

nicbt  verschwindet;  so  verschwindet  keiner  Bftner  beiden  Factoren, 
^  und  die  beiden  Fectprep  litt|ieD,  weil  dus  in  Rede  stehende  Product 
nach  der  Vorai|isetzun^  posilir  ist,  gldclie  Vorzeichen.  Ist  also 
I»  — .^^0,  so  ist  aucir./— Ä>0,  oder  es  ist  A"^  6,  und 
folglich  A  nach  §.  33.  eine  Mittelgrösse  zwischen  a  und  6.  Ist 
>  dagegen  m — ^'<0,  mi  isfaoeh  A-^A^O^  oder  es  ist  «•<^<^^, 
vnd  folglich  A  nach  §.  33.  wieder  eine  Mlttelgrösse  zwi.sciien  a 
und  ^«  Im  ersten  Falle  ist  offenbar  a'^S,  Im  aweiten  ist 

§.37.  . 

J^e/irtafM,  Wenn 

A  =  jM{a,  ij,,  «r,,  <T,,  «4,  ) 

istj  so  ist  für  jedes -positive  oder  negative  q 

qA=M{Qa,  Qm,,  qa^,         qa^,  ). 

Beweil.  Die  kleinste  und  grösste  unter  den  Gritnen 
aT)  ai|f       atgi  «4,  •  •  •  • 

seien  reipectife  ci  und  y\  so  ist  nach  der  Voramielsiing  «wd  naeb 

^33. 

Folglicb  iat  nacb  |.  35.  das  Prodnet 

{a^A)(A~r) 
poiiÜT.  Weil  nnn  9'  positiv  ist,  «o  ist  aneb  4m  Pnadaet 

Q^{u-A)  {A~y),   .  ' 

d.  {.  das  Product 

fi^wA) ,  q^A—r) 

oder  dtts  Product 

faflitiir»  imd  folgyeb  aaeb  ,f .  36. 

Weil  nnn  die  GrSieen  ^  «nd  ^  offenbar  unter  den 
derfteikA  ... 

ft^t  9^xt  Q^Mf  ^t»  ^•«»  . .  • . 
▼orkoiineB;  so  ist  naek  §.  84. 
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« 

wie  bewieMn  werdeo  lolKe. 

§.  38. 

'  Lekr9at%,  Wenn 

» 

A  =  iV(«»  flr,,  Ä,,  tf,,  «4,  . . . .) 

ist;  so  ist  für  jedes  q  mit  BesiebüpiLg  dc  obern  und  HO* 
tern  Zeichen  auf  einander 

Az^Q  =  M{a  ri=  ^,  «jr,  d=     or,         «,  zt:     ... .). 

Beweia.  Die  lUeioste  und  ^rösste  nnter  dea  GniaMB 

«i,  AT««  ,  .  •  •  . 

solon  rcgpective  a  und  rx  so  iat  nnck  der  VonouetsnuK  und  oacb 
#.33. 

Abo  iet  naeb  f.  3S.  das  Product  * 

Uttd  folglicb  offenbar  aucb  das  Produet 

positiv.  Daber  ist  nach  $.36.         #  * 

Weit  nun  die  Grössen  azizq  und  yz^Q  offenbar  beide  unter  den 
Gliedern  der  Reibe 

«ziz(>,  «,  =b^,  «3  =t^,  Ä,db^,  ««db^,  

Torkommeu;  so  ist  luidi  §.  34. 

'AzL.Q  =  iy^az^Q,  a^:i=.Q^  a^zk^Q»  a^dzQ,  ....), 

wie  bewiesen  werden  sollte.  ^ 

§•89. 

ZreArsatM,  Wenn  die  Grossen  0i,  0,,  ««,  .... 
aisiHitliebjpositiv  sind  und 

A:=iM{0f  «1,       «9,  w«,  • .  r •) 

ist;  so  ist  fnr  jedes  9  •  - 

A9s=:]U{a9y  a^Q,  ff^*?»  )• 

Beweis.    Die  kleinste  und  grösstc  unter  den  Grössen 

a,    /Jf,,    flfj,    ffty    «4,  .... 

seien  respective  a  und  so  ist  nach  der  Voraussetzung  und  nacb 
§.  33. 

A=.yia,r). 

Ist  nun  ^  einer  der  beiden  Grössen  o,  /  gleich,  so  verschwindet 
das  Product  1 

.  (o?  —  AQ)  {AQ  —  y^),  .  • 


Digitized  by  Google 


289 

und  ist  folglich  posidf.    lit  aber  A  iMwer  4er  beides  GfSnen 

<*«  /  glcicb,  SP  ist 

Ist  nun  a  positiv,  so  ist,  weil  die  Grössen  a,  y  nach  der  Toraus- 
Mtsung  positiF  «od,  nnd  aadi 

A  =  M{a^  a,,  a,,  »„  «4,  .  . . ,) 

offenbar  positiv  ist,  nach      19.  • 

Folglich  sind  die  Differenzen 

beide  Begativ,  «od  das  Prodnet 

(aC~  Je)  {A9—f^) 
ist  folglicb  positiv.  Ist  dagcgeo  q  oegativ,  so  ist  oacb  f.  10. 

ood  die  DiffBrenseo 

ta-^A»^M-^f^ 
sind  folgiieb  beide  positir»  das  ProdM 

i^^Aft)  {A9^f^) 
ist  also  wieder  positiv.  Weil  bqb  das  Prodoet 

(off  — J?)  {Ad^Y^) 
stets  positiv  ist,  so  ist  nach  f.  36. 

A9  =  M{aQ,  ' 

Da  aber  die  Grössen  aß  und      offenbar  unter  den  Gliedern 

der  ftethe 

«(?,  a,e,       a,e,  a^e, ,,,, 

Torkonmen;  so  ist  nach  34. 

uie= Jl<ae,  «,e,  «r.e,  ir.f,  ««f,  . . . 
wie  bebanptet  wurde. 

f.  40. 

Lekrautx,    Wenn  «i^  «1,  is,,        #«  beliebige 

Orüsson  sind^  q  aber  positiv  ood 

A  =s  iHl«^  «1,  0%i      «49  .  •  • .) 

Ist;  so  ist  jederselt 

^=:J!/(^,  p«.,  ). 

Beweis.  IKo  l^leiDste  und  grösste  unter  dei^  Grössen 

a,  ar«,  .... 

seien  respective  a  und  yi  so  ist  nach  §.  33. 

Ist  nun  ./  einer  der  beiden  CirSsm     j^  gleieb,  so  verschwin- 
det das  Product 

Tkdii;  19  ' 
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VDd  ist  folglich  positir.   Ist  4A|reg«n^^  keiaer  der  GrtteieB  f 

gleich,  so  iat  ^          - .          '  ^ 

Weil  DQD  naeh  der  VoraBasetxnnff.  o  Miiitiv         ao  iat  aaeh 

§.  20.    ,  .  .    .     ?     ^ • 

oder     •  .  . 

jenachdem  ^  >■  1  oder  9  •<  1  ipt.  Filr"^  s  1  wSro  v  < ' . 

Ib  allen  F&lleB  habea  folglich  die  OfiffereBaen 

gleiche  Vorzeichen,  und  das  Product 
ist  also  positiv.   Daher  ist  nucli  3ü. 

Weil  aber  die  GriSn^iaii  ^'n|id  ^  Jut^  den  Gliedern  der  Reibe 
vorkoni^n;  ao  iat  nach  f^-S^» . 

wie  bewieaen  werden  aoljto.  ^  « 

.    •  •    .  §.41. 

Lehr»at%»  Wenn  a,  «v^»  «y,,  a,,  «4,  ....  positive  Gröa- 
aoB  aiad  und  >  ' 

A^M{a,        »3,        «4,  .  .  .  ♦)  _ 

-isti  so  ist  für  jedes  logarithoiischc  System 

log  j4  =  M[\og  ff,  log        log  a^,  log  /z,, .  .  . .).  , 
Beweis.   Die  kleinste  und  grösste  unter  den  Grössen 

o-.  M'.i.       ..     .  .   %  •fct- *^«»  •  •  •  • 

seien  reapeetive  a  nnd      ao  iat  oneli  dqr  Voraqpaelsnng  nnd^naab 

♦••»3-        .       ...  .. 

Ist  nun  A  einer  der  beiden  Grössen  a,  gleich;  so  verschwin- 
det daa  Prodael 

'.^  (log  a-^log  J)  (log  ^  — log  y),     .  •  ' 
nnd  ist  folglich  positiv.   Ist  dagegen  A  keiner  der  beiden  Grössen 
0,  y  gleich,  nnd  folglicb  ./^  .  '  i  ,  '■ -  -  *•  '  *  • 

ap  haben,  ^ wie  {t^s  §^  3]L,,  aog^iich  herfrofgf^bt,  die  Ffip^oren  dea 
Ffödncta  ^  • 
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(log  a  — log  ^  (log  ^  — log  r) 

0 

iflldeneit  deMilio  VonwioloBy  vod  dios«  Prodncl  lit  olio 
poiiCiv.  FolgUch  Ut  oach  f..36.  *  . 

log  A=M[\og  «,  lof  ry 

Woil  abor  die  GiiMen  log  a  vod  log  y  offnbar  uttor  dea  GrdNoii 

log  «r,  log  «„  log  «a,  log  a„  log  «4,  .  .  .  . 
vorkommen;  so  ist  nach  34. 

log  ^=.V(log  a,  log  «j,  log  a„  log  a„  log   ), 

wie  behaup^  wurde. 

f  42. 

Lehritatx.    Wenn  «r,  «r,,  «f,»  ''^j«        ....  beliebige,  da- 
gegen ....  aämmtiicii  Grossen   mit  einerlei 
Vorzeiciien  sind,  deren  Anzahl  in  beiden  Reiheu^ic-  ' 
*  solbe  iat;  to  Ist  jederseit  ' 

i^/,-i.A,4.A,H — — ^iT»  ZT'  "J?  's;« ••••)• 

Beweis.  Wenn  a  und    die  kleinste  nnd  grSssto.  unter  den 
Grüssen 

a    tf|    tfj  £j 

T'  V  V  ^%  

«ind;  so  sind  die  Differensen 

nnd  auch  die  Difierennen 

•    «  • 

sämmtlicli  positiv.  Da  nun  nach  der  Voraussetzung  die  Grössen 
^)  • .  • .  alle  gleiche  Vorzeichen  haben;  so  haben  ancb 

die  Producte 

«(t-«).  *.(?!-•).  *.(^.— ).  *.(^-«)  5 

und  folglicli  aneh.  die  diesen  Prodneten  glelclien  DiflTerensen 

«  — <»^,  ff,  —  «A,,  «,  —  aÄ„       —  aÄ„  .  .  .  .; 

yÄ  — AT,        —  a,,  yÄ,  —  —   

■SnimtHch  gleiche  Vorzeichen.    Also  haben  auch  die  Summen 
a -4-      -H  «3 -t-  «r,  -f-  ....  —  «(* -1-     H- ^,  +  ... 

-^-b^-^rb^-^-  )  —  (a-+-«i4-a,-|-a,  +  ....J, 

nnd  folglidk  ancb  die  Qaotientan 

19* 
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oder  •    '  , 
 a -k-jt I  -f«g«-h#i«^  « '    g -h gl  -f- «2     <>i  Hh » » » •  _^ 

gleiche  Voneicheii.  .  Daher  iit  das  Product  ^ 
poeiti?»  nad  folglich  nach  f.  36. 

Also  ist  nach  %•  34.  auch-  ^ 

h-i-A^H-K-^^,-*-'"  ""-"U*       V  V  ^* 

wie  hewiesoD  werden  sollte.  ' 

^  f .  43.  ' 

Zusatz.  Setzt  man  im  vorigen  Satze  ^=r£j=r^,^=^,^^uS=l» 
und  bezeichnet  die  Anzulil  der  in  jeder  der  beiden  Reihen  a,  tf,, 
aa,  a^i ....  Und  ^,  . . . .  enthaltenen  Glieder  durch  i»; 

so  ergiebt 'sich  aus  dem  vorigen  Satze  die  Gleichung 


-^J#(ar,  '«,, 


wo  Of       o%i  AT,) . .  . .  gans  belieb!  ire  Gr(isteii  heaeiehnoB. 
Hieram  sieht  aan,  aass  das  arithnetische  Mittel 


n 

zwischen  den  n  beliebigen  Grössen  a^,  a^,  o ....  ia  der'Riat 
jederseit  eine  Mittelgrösse  awischea  diesen  Grössen  ist. 

44. 

Zoiats«  Sind  die  Brüche 

a 

T»  ä;»  V  V  •  •  *  •  • 

saniaitlfich  unter  einander  gleich,  so  ^ällt  jede  Mittelgrösse  zwischen 
ihnen  mit  ihnen  seihst  zusanaien,  und  es  ist  folgUch  na^h  f.  42. 
unter  dieser  Voraussetung 

a-\-  a\  -f-  <Zj  -f-     -f-  . . . .        a       a,  ____  _ 

Ä  -4-  ^1  H-     H-  Z»,  -I-  , . . .        6       /^^  it^"^  '  "  ' 

'  45. 

Zusatz.  Sind  Q,  (>,,  Q^,  Qjy  -  >  •  -  beliebige  Grössen  mit  einer- 
lei VorzcicheD;  so  haben,  da  auch  die  Grössen  ^,  ^j,  6^,  6^^ , , , 
gleiche  VonelehaB  haben,  auch  die  Produkte 

ÖQ,  6^o,,  6^Q^,  6,Q,,  

sämmtlich  einerlei  Vorzeichen,  und  es  ist  folglich  nach  §.  4^. 

-4-«^^;  -f-g,C>»  +•'.««♦   ^iQx    tHQz    «3g»    •'  \ 
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d.i. 

^g-^^^el•^-^tg»'*-^^f'i-^«" ♦  ^gfO^  £i  f»  \ 

^  ^  b,((,  -f.  ^.e.  -4- Vi  H  —      i '         V  S'----^ 

Ffir  ^=^,sd,as^»  =  s=l  itt  «lio 

Oller  • 

=  (^-♦-^1         +     H-  )  -''^(«j  «1,  «2»  •••)• 

In  dieser  Gleichung  ist  der  folcrende  Satz  rnthahen: 
Wenn   «r,        /y,,   beliebige,  dagegen 

S,....  Gröäseu  mit  eiueriei  Vorzeicheu  siud;  »o  wird 
»••Aggregat 

erhalten^  wenn  man  das  Aggregat 

mit  einer  gewissen  Mittclgröise  zwiscbeo  den  Cjüaeeo 
a,  «i,       a«,  ....  multi|ilicirt. 

f.  46. 

LehrMtOn,  Seien     ar,,  «ad  ^,  ^„  ...V 

zwei  Reiben  positiver  Grössen,  und  in  Jeder  dieser  bei- 
den Reiben  sei  die  AnzabI  der  Glieder  dieselbe;  ao  iet 

 1  JL      i      i.  jL 

{aa.a^a,  =  ^«  ). 

Beweie.  Die  Loga^tbmen  der  Grössen 

 1  

und 

i     1     i  i. 

sind  respeetife 

log  #-|-  loflf  <»i  -f-  log       «I-  log  <»i   

^"^^ ^1 "^^a      •  •  •  • 

md 

log  a    log        log  a%    log  tf, 

■Bd  nacb  f.  42.  ist  . 

log        log     H-  log  g,  -f-  log     -f. . . . . 

^log  a    log  g|    log        log  V  .  -  ' 

ÄiW^-^,      ^    ,  ,  ,  

Geht  man  nun  von  den  Logarithmen  zu  den  entsprechenden  Zahlen 
über,  welebes  nacb  f.  40.  offenbar  verstauet  istj  so  erbali,  in^n. 
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 1   L     L     L  L 

wie  BewIeMa  w«rdcp  soNte. 

§.  47..  ■ 

Zusatz.   Für  ^  =  ^,         =^,=s, •  •  =  1  erhält  man,  weno 
die  Anzahl  dieser  GrösseQ  und  also  aach  der  Grössen  a,  «i, 
«...  durch  »  beseicliDet'  wird,  ' 

m 

■  W*Wj^i«gT^^^- ^^Wf*»      *«»  *^$'» •    •)• '  • 

n   f'^ 

Die  Grösse  W .  .  .  .  nennt  man  bekanntlich  das  geo- 
metrische Mittel  zwischen  den  m  positiven  Grössen  a,  «Ti,  ä„  «f,, 
nnd  ans  den  Vorhergehenden  erhellet  also,  dass  das  geonetritfche 
Mittel  zwischen  beliebigen  positiven  Grössen  ia  der  That  eine  Mit- 
telgrösse  swischen  diesen  Grössen  ist. 

#  • 

Zusat«.    Wenn  die  Grössen  > 

1       1.       1      i  '.  * 

sämmtlich  unter  einaadejr.  gleidi  sind;  so  ist,  wie  sich  aa»  ^.  46. 
niunittelbar  ergiebt, 

1  ,       i_        _i         i_  i_ 

jLeArstO»,  Wenn  die  Bräche 

«r^     4*1  «Ts 

'  V  *>*  ^'  

alle  einander  gleich  sind;  so  ist' 

a       a|___aj_a,  ^  V^«-  -j-g,'-|-ga»-f-g,'H  

T      IjT*  T,— \/A»^_A,a4:z;^   ' 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jc- 
nacbdem  die  in  Rede  stehenden  Brüche  sämmtlich  posi- 
tiv oder  sämmtlich  negativ  sind. 

Beweis.  Nach  der  Voranssetzang  ist    .    < ' 

 £»!  _^  «»*  ^ 

V  •  •  •  •  •» 

und  folglich  nach  §.44.  . 

£  —  £il      2»!  ^  fi!                g*  -f-         g»*  -4-  «1 '  -4-  « « « ' 
*»  —  *»• —  —  A,»-i-A,»H  ♦ 

woraus  der  zu  beweisende  Satz  unmittelbar  durch  Auszielumgider 
Quadratwurzel  auf  beiden  Seiten  folgt. 
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III. 


wo  a  and 


Von  den  tnaginirAB  Grötien. 
f.  50.  . 

NNtr.  Deo  III  «dal  na  der  imaginäM  ^rtfne  Or^-ßV^^^^^ 
ß  iMMlnfe  reeUe  Groneii  liMt  neant  «M  die  GrÜM« 

die  Quadratwurzel  stets  positiv  geoommeD. 
Zwei  imaginäre  Grössen      '  ' 

heissen  einander  gleich,  wenn  sowohl  die  beiden  reellen  Tbeile 

a,     als  aacli  die  beiden  ebenfalls  reellen  Factoren  ß,  d-\oa 
eiBMider  gleich  ebd,  4.  Ii.  yftun  «tsr  «ed^lia^  leh 
Zwei  imagioftre  Griisaeii  von  der  rorm 

keissen  conjugirte  imaginäre  Grössen. 

Sowohl  eiBuider  gleidie,  ela  eneh  conjugirte  imaginftre  GrdaacB 
haben  offenbar  gleiche'  Uodoli. 

'4.51.. 

1.  Die  SniBBe  der  inaginSren  Grosaen  ' 

iat  - .  . 

a + a,  H- a, -I- a, -f-.  .^Hy  (/?  H- /f, «+•...  .)|/tr- 1. 
f.  Die  DiMeroBB  der  iBHigiBäreit  GrSaaen 

a-^ßV^^r-^^^^^ 

iat 

t.  Dm  ProdBct  der  inuigiBireB  Gröaaen 

jgt  ;  .       .   •  .... I- • 

ly— /J^-i- Är)*/^.  '     ..  1  . 

4.  Setst  aiBB 


Y 

d«  1*  nach  3*  >  .  ' 

und  folglich  nach  4.  i  .-  , 
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sein.  Beitiut  mm  ans  diesen  beiden  Gleichungen  p  on4  so 
erhält  Man 

und  folglich  nach  dem  Obigen  ' 
g^^V/CTI   «y-H/gtr      /gy  —  «c^ |>  r 

Für        0  ergiebt  sich  hierauB 

5.  Nach  3.  ist  ' 

und  folglich 

Also  ist  nach  4. 

'       ißfi+fik)  (yA-J^)  -  {aX~ß(j)  {yß^4k\  x/-rT 
oder,  wie  man  nach  leichter  Reohnung  iindet,  " 

Weil  nnn  nach  4L  <  , 

ist,  ao'lat.  .     '  ,  i  . 

d.  h.  der  Brach   

V—  1 

bleibt  unverändert,  wenn  man  seinen  Zähler  uad  seinen  Nenner 
nüt  derselben  Grösse  muUipiicirt. 

Also  ist  auch  ...    «' 

y+,ri/zn   iy-i-dV-i)  («-jiv;ri)'  j 
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d.  i.  nach  3. 


a^ßV—l  (a^ß  NX—  1)  (y  ^dV—  1}  gy-^/gJ  ~  (aJ— ^y)  V i 

«t-f-/9V^^^  «*  -h  /3»  '  tt»  -f-  ^»  

«.  Weil  DBdi  4. 

a^ß\AZ\  aX^ßfx  _^ßX  ~  «ju  »/ — j- 

•  .        ■  •  '  •  ■ 

ist,  so  ist 

(te-t-^V^—T)  :  jl  -t-  fiV^:^)  __aX  ^  ßfx  ^  (ßl  -  ufx) 
und  folglich  nach  4.  , 

.   (/?;,  (yA  -4-  i^u)  -  (ak  -4-     >  (^^^  —       ly  T 

oder,  wie  nan  mittelst  leicbter  Recbonog  findet,  * 

(y  -f.  <r  1^—  1) :  (1  -h/i  V/- 1 )  ^  y»  -I-  <»  y» 
Weil  nun  nach  4, 

y-#-rf1 

iat,  m4 


—  1          ay  -1-  ßd       ßy  —  ad  ■/  g 

'l/Hl  ~*  y*"Hh  y»  -I-  (f»  ^'^  "~  * 


■ad  der  ^rach 

wird  alio  Bicht  geäadert,  weon  aum  Zäliler  nndi  NMmer  doriab 
dieielbe  GHtaae  di?idirt. 

JLehr»€U%,    Jede  imaginäre  Grösse  a  db/JV/=n  kann, 
wenn  der  Modulos  derselben  der  Kttrie  wegen  durch  ^. 
beseichnet  wird,  nnf  4ie  F4tY«. 

q  (cos  9  db  sin  )^     —  1) 

gebracht' werden,,  wp  die  oberen  und  unteren  , Zeichen 
sich  saf  einander  beliehen. 
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Beweis.  Um  diesen  Sati  zu  towviien,  ailiM  wir  migen, 
dass  sich  die  GffSswii  q  ned      so  bestiaiaieii  Isues,  dut  der 
.  GteiebuBj^ 

'a  ±  /?    —  1  =s  Q  (eoi  7  rir  sin  9     —  1) 
genügt  wird ,  und  dass  Lei  dieser  Bestimmung  Q  den  Werth  des 
Moduius  V^a^  +  ß*  erhält.    i)er  obigen  Gieichuuff  wird  aher  su- 
folge     50.  genügt,  wenn  mao  die  Grdssen  (  und  jp  so  bestiaiBt> 
dass  sie  den  beiden  Gleichan^n 

q  cee  y  s=     ^  sin  ^ssßi 

zugleich  genügen.  Quadrirt  i^an  anf  beiden  ;$,eiten  dieser  Glei- 
chungen, und  addirt  sie  daun  sn  einandoTf  so  ^eniäit 'man 

wo  die  Quadratwurzel  positiv  genonsiea  werden -nuss,  da  q  den 

Werth  des  Modulus  der  gegebenen  imaginären  Grösse  haben  soll. 
Dividirt  man  mit  der  ersten  der  beiden  obigen  Gieichutigen  in  die 
zweite,  so  erliäit  mau 

tang9)as|-« 

und  folglich,  wenn  wir  durch  Arotnng.     den  der  gonionietrischen 

«Taugeute  —  entsprechenden  Bogen  bezeichnen,  welcher  den  klein- 
sten  absoluten  Werth  hat, 

'  yÄ'Ärctang 

wo  X  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  über  die  nun  die  folgende  Be- 
stiainiung  gegeben  werden  ttusa.. . . 

Aus  der  Torstebendcü  GleidinngL'filgt 

ß  0 

COS  y  =^  (—  l)x  .  cos  Arctang      sin  jp  =  ( —  1)*  .  »in  Arctaag 


Da  nun  Aictang      den  der-  gonu»Bietiiscliea  Tangente 
entsprechenden  Bogei  bezeichnet,  welcher  den  kleinsten  absoluten 

Werth  hat,  so  ist  cos  Arctang^ immer  positiv,  sin  Arctang  ^ 

dagegen  ist  positiv  oder  negntiv,  jen^cbdeM  ^ositi^oder  negn- 
•«i?'ist.  Also  ist  A 

cos  Arctang     =  —L==,  sin  Arctang     =  -7—^—» 
die  Quadratwurzel  positiT  genimtten,  und  folglieb 


* 
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ilus  obere  oder  untere  Zeicbeu  geuummeo,  jeiiuchdenn  o  positiv 
«i4er  negativ  ist,  wi^ciia  «ch  feriier  jumittelW  ergiebt,  dam  inper 

cos  Arctaiig^  =  =fcj7=~,  sin  Arctaiig  ^  =  ±p,==^ 
«od  folglieh 

s  ft 
q  cos  Arctaog  —  =  db  a,  ^  siu  Arctaog  ~  =zziz  ß 

ist,  wenn  man  nur  immer  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt, 
jenachdem  a  positiv  oder  negativ  ist.  Folglich  ist  nacli  dem 
Obigeir 

Q  COS  <ß  =  zkz  ( —  1)''  .  a,  ^  siti  5p  =  zt  ( —  i)"-  .  ß. 

wenn  mrn  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jeuachdem  a 
positiv  oder  negativ  ist.  ^  Nininit  man  DOti  aber  die  ganze  Zahl  x 
j^erude  oder  angerade,  jenaeiiden  a  positiv  oder  o^gatiy  i8t,'io 
ist  jedeneit 

Q  COS  (p  =  «,   Q  siti  (/  =  ßf  '  . 

yf'ie  es  dem  Obigen  siifolge  erlorderiicli  ist. 
Also  ist 

q>  =  Arctang     -f-  X7f, 

• 

wenn  man  nur  die  an  sich  Übrigeos  gans  willkührtiche  gante  Zahl 

X  gerade  oder  ungerade  oitnrot,  jenacbdem  a  positiv  oder  negativ 
ist^  wotiuroh  nuu  sowohl  o,  als  auch  (f,  vollkommen  bestlMBit,  und 
unser  Satz  mit  ulier  Strenge  howiesen  ist. 

§.  53.  .     /  . 

ZteArsals.   Das  Product  der  imaginären  Gtöasen 

wo  9>,  9,,  9„  9,,  ....  gan«  beliebige  Bogen  oder  Winkel 

bezeichnen,  ist  mit  Besiehung  der  oberen  aod  nnteren 
Zeichen  auf  einander 

eos  (9  +     -I-  y,  -I- . . . .)  =1=  sin  (y  -I-  9,  •+•     H- . . . .)  V^—  1. 
Beweis.  Nach  f.  5t.  S^'ist 

(eos  jp  =b  sin  9>  V —  1)  (cos  9),  db  sin  9,  1/ —  1) 

=  coi^y  cos       —  sin  9  si;i  (jp, 

db  (sin  <jp  cos  y,  -f-  cos  9  sin  y , )  l/—  I, 
d.  i.  nach  bekannten  goniometriaeben  ForsMl« 

^  (cos  y  ±  sin  9»  l/—  1)  (cos  y,  ±  sin  y , 

s.cos  (9  +  9  J  db  sin  (y +yi)  V^— 1. 
Also  ist  •  ' 

(cosf/ztsiny     —  1)  (cosyi  dbsiny,      —  l)  (cos     drsio  y,     —  1) 
=  {cos  (y  -i-  y.)  db  sin  (^  4-  y^)  \/^\  (cqs  y,  dt  sin  y, 
SS  eos  (y     y,  .4.  y.>Gl5  Mii4i»     i^t  +  y«) 
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nnd  folgliek 

(cos  5p  z±=siu  SP  l/—  1 )  (cos     dbsio  jpi     — 1)  (A>S9>,  dbsiny,     — 1) 

(cos     ±  sin  SP,  W —  1) 

==s|coi(sp+5P,+9,)=fcib(9NHP,+SP.)l/^}  (coi9»,dbiiiijp.  k^^i^ 

=  C08(9)-t-9P,  H-y, -f-gp,)rfc:sin(9-f.gp,  -f- 9,)  i/— 1. 

Wie  luuu  auf  diese  Art  weiter  gehen  kauo,  ist  klar,  uod  die  allge- 
■leiocf  Gültigkeit  uaiers  SatscB  'lii^  mit  Tdlliger  OentlielikeU  vor 
Augen. 

f.  5f  _ 

hehrtatx,  ^  Für  jedes  positiire  oder  negatiye  ganxe 
n  ist  mit  Besiehuog  der  obereo  and  uijteren, Zeichen  auf 
einaoder 

(cos  9>  =b  rin  9  \^ — ly  =  cos  «ijp     Än'jup  l/—  1. 

Beweis.    Wenn       eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  crgiebt 

sich  aus  §.  53.  auf  der  Stelle,  wenn  man  dort  9  =  55,  =  ffi  =yj  =  

setzt,  und  sich  die  Reibe  9),  ^Pi»  SPa »  ••••  **  Ixliederu  be- 
stehend denkt, 

(cos  cf  =*=  siny  \/ —  1)«  ==  cos  n(f  db  sin  n<fi  1/ —  1. 
Wenn  temer  n  eiuc  negative  ganze  Zahl  ist,  so  setze  man 


(cos  9  d=  siki  SP  1/ — ly^  ^ 


1 


(ccs  (f  zki  sin  (f  V —  1)"^* 

Weil  nun  — n  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  ist  nach  den  so 

eben  Bewiesenen 

(cos  5p'±  sin  9  V —  1)—«  =  cos  (—  «9)  db  sin  (—  «9)  l^—  1. 
Nnch  beknnnten  gonkiAetriselien  SÜtaen  ist  aber  ' 

cob(— 4Sjp)  =  coaii5p,  Bin( — «19)=^ sin «9, 
nnd  folglich 

(cos  9>  ±  sin  9  \/ —  1)— «  =  cos  »y  =p  sin  ity    — 1  j  jV) 

also 


(cos  9 i sin  9  l/-  ir  =  |„^v^. 
Weil  nnn  nach  f.  51.  S.  * 

1  cos  TZ'/  db  sin  7iif  1 


cosii^sfsnniiyV^  «wuSP^-t-siniij»« 
d.  i.  nadi  einer  bekannten  goniometriachen  Formel 

 7  .    "  :  a=C0B  #9±flinisspl/^^ 

C08fl^78Ull»^     —  1 

läl,  so  ist         '  '     '  ' 

(cos  jjpzfr  sin  </)  1/ — l)'»  =  cos«9z*rsin  jp  V^— 1,' 
nnd  uBf er  Sate  ist  also  jetit  ToUatftndig  bewieaM. 
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§.  55. 

Zviats.  Wenn  m  und  n  positive  oder  negative  ganze 
Zalllen  sind,  soistimmer 

/      (coa'^9=i=uB  -^jpl/— l)"=s:(co8  jp=l=fiiiy  '1)". 
Nach  §.  54.  ist  nämlich 

lind 

worana  4er  so  beweiieade  Sats  nnkitCelbar  erhelleb 
Dia  Glaicliaog 

m 

1.  (cos  9>  db  sio  y>  \/ —  1)**  =:  ^  (cos        8»°  V  — 

wo  m  eine  beliebigfe  positive  oder  neprativc  g-anze  Zähl,  n  eine 
beliebige  positive  ganze  Zuhi,  q  eine  reelle  positive  Grösse,  xj}  ein 
reeller  Bogen  sein  soll,  ist  jederseit  erfölU,  wenn  die'GleiehnaK^ 

2.  (cos  y  db  sin  y     —  l)«*  =  ^««(cos    +  sin     \/ —  l)* 
erfüllt  ist.    Weil  aber  nach  ft.  54. 

(eoaydbain  y        1)*»  s=  eoa  aiy  ±  ain  mf 

(cos    +  ain  ^  W —  1)*  ä  caa     + ain         —  1 

iat^  ao  lat  die  €ileichaB|f;  %,  und  folglieb  anck  die  Gleiehnng  1. 
Jederseit  erfallt,  wenn  die  Gleiehnag 

3.  cos  mg>  ±  sin  imp  \/ —  1  =  ^«(cos      -+-  sin  1) 

erfüllt  ist.  Diese  Clleichung  ist  aber  erfüllt,  wenn  die  beiden  Glei- 
chungen 

4.  cos  a»9>  =  Q**  cos  j*^,     sin  m^)  =  ^"  sin 

oder  die  beiden  Gleichungen  ^  ^ 

5.  cos  (db  wgp)  =  ^"  cos  nxp^  sin  (rt  »ly)  =     sin  «t/i 

Ärflillt  sind.  Uuadrirt  man  auf  beiden  Srifen  dieser  Gleichungen 
and  addirt  die  erbalteuen  Gleicbuogea  daun  zu  einander,  so  er- 
giebt  aicb 

und  folglich ,  weil  q  reett  nod  poaittv  aeio  aell,  q  =  1.  Hierdnreh 
ist  ^  bestimmt,  und  man  maaa  ni|a  alao  ^  noch  an  bcatimaen,  dasa 

den  beiden  Gleichungen 

6.  cos(=ba»9p)  =  coaii^,  ain  (=l=fliy)s=saiBii^  v  . 

genügt  wird. 

Nach  bekannten  goniometrischen  Sätzen  erfordert  die  erste 
dieser  beidea  Gleichungen,  dass,  indem  x  eine  beliebige  positive 
oder  negatire  gaose  ZaH  beaeiebad^  entweder 
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aa2 

* 

oder 


igt»  Die  zweite  der  beiden  obigen  Gleiebrngen  eif ordert  dagegen» 
den  entweder 

tnp  rr=  2x7r  =1=  mg> 

.  oder 

=  (2x  -f-  1  ]7T  qp  /wy 

ist.  Da  nun  den  beiden  in  Ke4e  stebenden  Gleicbnngen  zugleich 
genügt  werden  ioll»  eo  niiise  man 

•lio 


^  » 

setzen ,  und  es  ist  nlao  nach  dem  Obigen  für  jedes  peiitive  oder 

negative  ganze  x 


oder,  weil 


 — I-  SS  eoa —   L        ^  coe  .    ^   '.  f 


cos   .   .  

M  «  «r 

ain  — T-z — ^=!iin  '=  dbaio'— ^  

•  * 

.igt,  för  jedes  positive  oder  negative  ganze  tt 

8.  (cos  «jpdrsin  y  l/—  1)*  =  eoa  — -drain— -^-^^  K—T, 

wo  aber  auf  der  Stelle,  erbellet,  dass  man,  unbeaebadet  der  nö- 
tbigeu  AU^emctuheit, 

^w 

setzen  kann.  ^ 

Mao  siebt  bieraA,  dasa  die  Grösse 


m 


(cos  ]jp  dz  sin  jp     —  1)", 

well  X  jede  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  sein  kann, 
niubt  bloss  einen,  sondern  eigcntlicli  unendlich  viele  Werlhe  bot, 
wobei  sich  aber  isinier  noch  fragen  lässt,  ob  diese  unendlich  vielen 
Wertlic  auch  sämnitlich  unter  einander  ungleich  sind^  oder  ob  nicht 
vielleicbt  unter  denselben  ^velcbe  vorkommen,  die  einander  gleich 
sind.  Bei  der  Beuntworiuog  dieser  wichtigen  Frage  unterscheiden 
wir  die  folgenden  Fälle.  •    ^  • 

1.  I»  sei  eine  gernde-'ZaliU  nisifieli  . 

«  =  3;^*. 

tJeberhaupt  sei  nun 

X  =  rfc  (X/* 

wo  A  eine  positive  ganze  ^aU  ui^4     <^  sein  soll,  so  ist 
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4.  i>  'W«tt  2^.uit| 


cos  — —  =  CO»  {    *  ±  ^J, 

.1.  ' 


ff  ff 

Iit  Bna  k  mDO.  gerade  Zahl»  ao  ist 

coa  'i'-n^'^ — r  Ä  coa  .    . . 

.   ffi9»^te  .  mif^Q//n 

am         —  gm   ^  ^~  ; 

•ff  ff..'  ' 

MtfMi  ..... 

coa  Älb^  ^  sin  2ffi±SS  V/:Z1 
ff  ff 

ffi7>db3i4'ff  .      "Kr^^i'«'* ly — r 

n  w 

.  •  * 

ffia)<4-2xff        .    wer -4- 2x71  ly — =- 
coa    ^   —  am  —  K  —  1 

ff  ff 

Ist  aber  A  eine  unp^orade,  also  ^-f-l  eine  gerade  Zahl,  so  kann 
tM-^  =  eoa  \  ±L(X^\)n:^n\^ 

,    ma>^-2xn        ,  .  <iff»afctge^ff  .  ^„  .  «^^^  ) 
■m    ^,   — =sam  (  ^  ±(*+l)3r=F^) 

oder 

*  • 

ff  •     •  «       .ff  • 

jetMB.  Dann  iat,  weil  X+1  eine  gerade  Zabl  Ut, 

Wff  -f-  2x71             «r/y  ^  2Gu  —  A«')'»  ♦ 
coa   i  Ä'Cp».-^  ^     ^  > 

m  — =JiiM  r-^f 


und  folglich 

cos  —  .  -1-  gin  —  y  —  1 

'  '  •  ff 

ff  *  ...  ff 
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COB    ^  ^  Bin  — ^-jj        K  —  1 


'  Aus  dieier  Dvrstellung  geht  deutlieh  hemr^  imm^wm  in  ^er 
Gleichung 


m 


(coB y  =bain  jp 1)"  =  cos    \^  ...  :i: sin        —  K  —  1  ^ 

UOSB 

I    ff  =  0,  d=l,  dbS,  db3,  .  ,  .  . 

zu  setzen  bnaeht,  weil  nach  dem  YorhergehendMi  nntor  4en  Wer- 
then  von 

(cos  5p  i  sin  gp     —  1)*, 

welche  man  auf  diese  Axt  erhält;,  in  der  That  alle  ührigen  enthnl- 
ten  sind.  ;       '  • 

Für 


^  (cos  9 -t- sin  5f)  l/— 1)** 

erhilt  «an  anf  diese  Art  die  folgenden  Werthe: 

co»=  +  8in  — 


n 

a.  a.  w. 

coa  —2— —  -I-  ain        —  k  —  1} 

n,nd  eben  so  erhält  man  für 

(eoay— ain  K— 1'» 

die  folgende^  Wertbe: . 

eoa«-«n^W<:ri, 

VW-     —  Bin  —  v—  1> 

cos  — ^ — :  —  sin    ^  ^  .  — 

cos  -*-zrr  iin  \^ 

,  r.  *  , , .  , 

v.  a.  w. 
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COB  —  BIO         ^         V  —  1. 

im  Joder  dieser  beiden  EoUmo  nnd  offenbar  » -4-  1  Wertbe  enU 
balteo,  nnd  es  fragt  sich  Dun,  ob  in  jeder  der  beiden  Reiben  diese 
n-\-l  Wertbe  sämmtlich  unter  einander  ungleicb  sind.  Sollten 
aber  zwei  Wertbe  in  einer  der  beiden  Reiben  einander  gleicb  sein, 
so  BiüBste,  indca  vodor  noch  91*  gr6M0r  ab  »  iit,  ontwwAor 
magleich 

m»A2l*n  m<f>^fOrn    ,   «M^Sl'ff       .  mm 

cos  — *—  =  cos   ^  ■    ,  Bin    '  ^      =  am 


odor  uglach 

cos       '  =  cos  ^   ,  Bin       T  =  sin 

sein.  Im  ersten  Falle  müsste,  wenn  x  eine  beliebige  positive  oder 
negative  ganze  Zahl  bezeicbnet,  nacj^  bekannten  gonioBietrischcn 
Sätzen 

d.i. 

=1=  X'  =  =b  r  4-  «IS,  ±  (i'  —  A")  =  *m 

sein,  welches,  da  weder  X\  noch  V  grÖBlor  aU^iiti  «ioBbor  U- 
goreUnt  iat.   Im  zweiten  Falle  müsste 

mv^2X'n.__m9^il"n  .  ^ 

d.  l 

Boin,  wolchos,  ivoQ  wodtr  k',  Mch  gröiBor  ab  1«  iit,  anr  dttiB 
ttSglich  iBt,  wonn 

1' SS    SS  IM,  ta' a      =  10 
iit»  Süd  i«  dor  Tbat  iot  onck 

COB   =  COB  (-^  =£:  37)  =  *  COB 

^  f 

Bin  -_L__ —  —  gm       ^  jr)  =  —  BiB 
io  dow  aidi  olio  aowohl  dio  boidoB  WomIm 

-j-  ^  sin    K  —  1^ 

all  wmk  dio  boidea  Wortbo 

CO»  ^  Bin  —   K  —  1 

auf  einen  Werth  rednciren. 

in  den  beiden  obigen  Reihen  sind  also,  mit  AanabBe  te 
dtoa  letzten,  alle  Wertbe  unter  einander  unirleicb. 

Für  * 


m 


(cos  y     San  9  \/ —  1)' 

^TluÄl  Xo  ^J^^ 
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erhält  mtii  die  fofmden  -üfliiiitlieb,  viteff- eimmder  nvgleiekeii 
Wctthe: 


eOB  ^   h  BIO  — —  1, 

COB-T*--  H-BIB     ^    ■        K  — 1, 


1» 

coB      _  h Bin 

n.  B.  w. 

CO»   rz — r-^  Hh  Bin 


.     «.  *> 


IWy  rfc  (?t  —  2)71  ^        /Ulf  ±  (n  —  ^.^jj^J 


oder 


.  — :  COB       —  am  — f-  K -r-  1 


77*7  dt  2:^1 


1  ..it'.  T:-r, 


CM   rir  fiJBx— r-^j        K  —  U 

cos  ■  ■  H-  Bin  ■  ^  ^  K  f—  1 , 
COB  ^ —     Bin    ^  ^ — -  K  —  I, 


Für  .  ^ 


(cos  9  —  Bin  9>     —  1)*  ' 


>f: 


erhält  man  die  folgenUeo  «  eämmtlicU  unter  einander  angleichen 
Werth«: 

ma>        .   mit  ly. — r  . 
COB —  BW K  —  1^. 

•    ••     ~  -  u  . 

COB        —  —  im   — 


n 


Bl  •»  \» 


u.  B.  w.  . ..  .i" 

CO»  "  .       .    ;  ^.  r-»PM-  H-i  .'^  .  'I..  r  K.-r 
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W7 


oder 


cot  — i—;  im  -2--  1^ 


I 


0.  w. 

11.  »  sei  eine  ungerade  Zahl,  nämlich 

.»  =  2^  +  1. 

Ueberbanpt  loi 

wo  X  eine  poiitive  gante  Zahl  and  |*'<'2^-f-l  iat,aoiat 

cos  my:fc{(s^-f-  l  A  +  v}« 

d.  i.,  weil  Jt  =:  2^  -f.  1  ist. 


Ist  nnn  X  eine  gerade  Zahl,  so  iat 

€oa  ■  ^        ■  SS  cos  — 


und  folglich 


iOy  -f-  2iof  .     •    Uly  +  2x71  I  y  X 

=.coa-52^-sin22L^ 
Gle^änng"  *"  >»«"«'ken  hat,  dass  in  diesem  Falle,  wegen  der 
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2«  =  =t|(2^-f-l)X-l-/t*'|, 

ul  eine  gerade  Zahl  und  nicht  s^rcisser  als  2/*  ist. 

Ist  %  eine  ungerade,  also  X -i- 1  eine  gerade  Zahl,  so  kana 
pan  wieder 

oder  ' 

d.  L,  weil  «ne  gerade  Zahl  irt, 

COS    ^--^  =  cos  — — IT""^ — * 

nn        —  =  8ID  — *— 

eetaen^  ao  daat  alao  in  4Ueeein  Falle 

cos   ^  3"  1-  «■  ^ —  * 

—  coa =i=     —       ^ ^ iwy=F(^— v/ZTi 
igt.  W^;ea  der  Gleichoag 

ist  in  diesem  Falle  ^'  ungerade,  und  folglich,  weil  n  ungerade  ist, 
«  — ^'  gerade;  auch  ei£eUet  auf  der  jStdle,  da»  i»— niclit 
grdiBer  als  2f»  sein  kann. 

Aus  dieser  Darstellung  geht  herror,  dan  man  in  vorliegenden 
Falle  in  der  Gleichung 


(cos  SP  ±  sin  y  l/—  1)»  =  cos  -^'^■^j  =fc  am  — ^-J        •/ * 

bloia 

■a  Miien  luaadit»  weil  anf  4ie  dadurch  aich  ergehenden  Weithe  tob 


(eoaydbnny  l^— l.)* 
nach  den  Yorhefgehenden  offenhar  alle  ilbrigen  «ftclEkoBiieB« 
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m 

Pir 

(eos  y  +  mn<p  \^ —  1)' 
wUlt  an  mä  «ue  Wein  «•  foigratiM  Wartha: 

n  n 


«•       •         I  n 


u.  8.  w. 


Hod  eben  so  ei^eben  sicji  für 

'  (cos  9  —  sin  9  V^—  !)• 
di«  folgenden  Wertfae: 


001 

dbSiff 

4» 

711  ff 

"f. 

€OI 


coB  — ——  ftin 


CO!      _  «n 


• 

//// 

V.  I.  Wa 


cos 


1b  jeder  dieeer  beides  Reibe«  sind  oflenbor  m  Wertbe  entbelten, 

«na  es  fragt  sich  nun,  ob  in  jeder  dertelbeil^  alle  darin  entbaltenen 
n  Wertbe  sämmtlich  unter  einander  ungleich  sind.  Sollten  aber  in 
einer  der  beiden  Reiben  zwei  Wertbe  einander  gleich  sein,  so 
MÜMte,  indes  weder  tk\  noeb  fX"  grüner  nla  1  ist,  entweder 
ragieiMi 

COS    ~  ^  '     s=  COS  ,  Bin       ^  =  sin  '  ^ 

oder  sngleidi 

i^oB-^  ==000"^^.     ,sin-^  =   

■ein.  Im  nraten  FaHe  erkllt  nwn  wie  in  I. 
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>iB  iweiteB  daireffeD  •  ' 

Beides  ist  nnmöglich,  weil  weder  X\  noch  V*  grösser  als  \{n —  1) 
ist  Daber  sind  die  in  jeder  der  beiden  obigen  Reiben  enthaltenen 
Werthe  sämmtlich  anter  einander  ungleich.  Die  erste  Reihe  liefert 
«  aftaBtlieb  unter  einander  inigleiehe  Wertlie  ton'' 

(cos  9>  -H-BUi    i^—  !)•  t  - . 

die  sweite  Eeibe  liefert,  m  ilntli^  uter  eioeader  ungleiche 
Weithe  TOD 

(cos  <p  —  sin  5p  \/ —  1)*. 

III.  Fusst  man  alles  Vorhergcbendc  zusammen,  so  ergiebt  sich, 
dess  man,  uiu  die  säiumtlicheu  /»  unter  einander  ungleichen  Werthe 
der  ■* 


(cos  9  =b  sin  y  V^—  1)" 
SQ  erhalten,  in  der  Gleichung 

/         _i_  •       I  y  »«y  -4-  2*71   i     .    m<p  -+■  2x7»  ,  / — r 

(cos  gtdzBin^  K  —  1)*  =  cos   ^  ^  —  ±  sin   /  ^   K  —  l 

die  Grösse  x  nicht  grösser  als  -4*  ^  und  nicht  kleiner  als  —  ^i» 
zu  nehmen  braucht,  so  dnss  man  also  für  x  immer  bloss  alle  die 
von  —  bis  l»  sieb  findenden  gnDzen  Zahlen  zu  sctzeo 
braucht,  wobei  man  jedoch  zu  bemerJien  hat»  dass,  ^nn  »  eine 
gerade  Zahl  ist»  der  ente  und  leiste  der  anf  diese  Wlue  erhalte- 
nen Werth«  Ton  ^ 

(cos  gp  rt  sin  9      —  1)" 

einander  gleich  sind,  in  dem  in  Rede  stehenden  Falle  folglich  immer 
der  eine  der  beiden  in  Rede  stehenden  änssersten  Werthe,  «tvrn  - 
der  letste,  d.  i  der  dea  Werthe  +  -»f  entsprechedde  Werth, 

weggelassen  werden  muss.    Befolgt  man  diese  Regeln,  so  erhält 
man  immer  »  sämmtlich  unter  einander  ungleiche  Werthe  von 

(cos  9  cir  sin  9»  1/ —  1)*. 

^.  57.  1     ••    •  •  /,  . 

I.  Soll  man  die  imaginären  .Grössen  .  • . 

in  einander  multiplieiieny  so.  bringe  ann  -  dieselben- snfMenf  nach 
52*  anf  die  Form    .> 

Q  (cos  9>  ^  sin  y  |/—  1),  « .... 

(cna^»,  d=  sin  yr^  l/~iy, 

ff  ...  . 

(cos  y,  rfc  sin  9,  V^—  1), 

^»  (cos  SP,  ±  sin  9,  U^l), 
n.  8.  w. 
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an 


Dann  iit  ■kell  fl- W.  ' 

(adzßy^)  («.±/S,V/=T)  (a,zt/9.\/=rT)  {a,zhß.V^)^.. 


II.  Soll  nan  die  imagioSre  GroaM  u^fi^^l  dudi  dia^ÜM- 

gioäre  Grösse  a,  db/9^l/—  1  ditidiren;  so  bringe  .aiPB  «Ueae  ItaldeB 
röaseo  nach  f.  52.  erst  respective  aaC  die  Form 

^eoa  SP  sb ain  jiV^— 1) .  ood^  ^a(eaa«^t  T^.f^  jp»!^ —  1).  . 
Dantt  iat 


oder 


■  crdg/l^^  t^Ü   \.  eoa  ydbiain  ylf^— 1 

«idi^jV^"'^       ^1  *'cos  ^tdssin 


Weil  DUO  aber  nach  §.  54. 

(coa  y^dbain  y^V^—  l)~*  =  co8  jp,  upsia  jpjl^ — 1 
iat;  so  ist 

*^/^^^^=  =-2-  (coa  ydbsin  yV^ —  1)  (cos  ^^  qpsin  SPil^ — 1) 


oder 


and  folglich  nach  f.  5$.  -  • 

III.  Soll  man  die  imaginäre  Grosse  a  db  ßX^^ —  1  auf  die  nie 
Potenz,  wo  #»  ciuc  positive  oder  negative  ganze  Zahl  sein  soll,  er- 
beben; so  bringe  man  dieselbe  nach  5*i.  wieder  zuerst  auf  die 
^ono 

^(coo  ^dsafai  9l^—  l), 

(odb/rt/^iy»=ß"(co8  spdbaw  yV/^^H)», 

und  folglich  nach  f.  54.   *        *"  "''^  - 

(o  dzß[/—  lJ?»=s^^co8  ivy^sinffspl/—  1). 
lY^ .  >^e)i  ,^on  m  ,4».  imaginii»  GrO^e  ad^/J^^^ 

fH 

die  Potens  ait  den  Exponenten  —  erbeben  aoll,  bringe  tun  di« 
aelbe  nach  f.  52.  sn6rbt-«n#  dje  PWnn  .  ' 

^(cos  y dbsin  gpl^ —  1), 
und  unteracheide  dann  .dio  folgenden  Fälle. 
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.  1.  Wen  n  cue  gerade  Zakl  ist;  m  lui  nadk  §..M, 
die  fiilgeiMeii  m  linntlich  von  dnander  veneUedeneii  Werdie: 

u.  8. 

ud 

 M 

ket  die  felgenden  •  Omrifieh  uter  einander  nogleicjien  Werthe: 

ds^»(coB  JJ_riB  »i/:rT), 


^  Wem  I»  eme  oogenide  Zahl  ist;  ao  bat 
^  ielgendeB  m  tfmatfich  unter  einander  anideicbeii  WeiOe:  • 
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_ 


und 


bat  die  folgende  d  n  säniiitlicli  unter  einander  ungleichen  Werthe: 


Weil  nun  aber  fär  jedea  ^  und  V'i  bekanntiicb 

(coa  ^sbain  ^V^—  1)  (cos     d=8in^,|/— 1) 

=cos  (^H.t.)d=ain  (^^-^Jl/HT 
iit;  aa  kann  man,  wenn  der  Kurie  wegen 

g«Mtet  wird,  die  obigen  Wertbe  Ton 

aucb  auf  folgende  Art  ansdrücken. 

1.  Wenn  m  eine  gerade  Zahl  iit;  ao  bat 

die  IblgiBdeii  •  alaiitllek  wter  eiaeiMler  «BgieideB  Wertkes 
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« 

^»<2)(co8  52-t:BiB^l/:rT), 


Ott  ,    .  6^ 

n*  s.  w. 


(»  — 2>t   .     .     (»  — 2)ff  ly  Tv. 

Diigegen  bat 

(«U/Ji>-i)» 

die  tulgeodea  it  sämmtiii^  ttater  ^BSiiier  mgleichen  Warthe: 

^«0,(co8^dbi8m^l/=^),  ,. 

(«_2)7T.     .     (»— 2>» 


%  Wen^  «  eine  UDgerade        iitj:  ^  _ 

*     *    '      "'  g. 

die  folffendeo     tämmtlich  aoter  einander  nnglekhen  Wevlbe: 

V.  SV 


««<D(coi?:fc8in^\/:^), 
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Dagegen  hat 

m 

die  folgendeo  n  sämmtll^  antcr  eiaander  ongleicheD  Werthi^: 

*    '  *  m       '  '         '  •  . 

»-«.(<!«l^d=li.f 

^^iD.Ccoa^iilD^l/Znr); 

I    .. .  »  ^' 

«  *  . 

'  M  4.  59* 

L0ehr$at%.   Der  Modulus  des  Products  zweier  imagi- 
nären Grössen  ist  das  Prodnct  der  Moduli  der  beiaen 

ima^inäreu  Factoren.  ^ 

Beweis.   Die  beiden  gegebenen '^mag^inSren  Grössen  seien 

•  „+,si/rrT,  „,^.(,,l/:rT5     •       •  • ' 

,   ao  iind  die  Modnli  respective 

Das  Product  der  beiden  in  Rede  atehenden  iniaginiran  GrSnen 
.    tat  nadi  f.  51.  3. 

lind  der  ModnhiB  diei«a«Pnidneto  tat  Mao  ' 

Weil  nnn  aber,  wie  man  leicbt  findet,  * 

(«a,-/9/S.)»H-(aiJ,-H/Sa.)*  =  (a»+/J')  («.»-H^,') 
ist;  so  ist  aucb  '  "  •      '  ' 

|(aa.-/Ji^.)»-|-(a/J,+/?«.)'j*  =  («*  +  i5')» 
wenun  die  AiabtigiLail  den  Satsea  nnmiltelbaB  erbeliet.  . 

•      •   •  •  - 

7Smuf%.  Der  Modulaa  dea  Producta  einer;  beliebigen 
•  Ansabl  imaginärer  Gröaaen  iat  daa  Prodnet  d^r  ModiiU 
•rllerlangiaäron  F«et*r«ii..  r  
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ans 

Dorek  inoeeirive  Aimndiing  des  i«  Torinii  Fiftragraphen  be. 
wiMenen  Sateoi  «rhdl«t  «nf  der  SttUe  dift  lUeltigkeit  des  voilie- 
gevden  Sats«s. 

J^hrtttt^  Dl^r  Hodiilas  der  Summe  und  der  Modulus 
der  Differenz  zweier  imao^inären  Grössen  sind  jederzeit 
Mittelgrössen  zwiscken  der  Summe  und  dem  absoluten 
Werthe  der  Differenz  der  Moduli  dieser  beiden  imagi- 
nären Grössen. 

Beweis.  BeseiebBe«  wir  die  beiden  gegebenen  loingiBSKen 
GröMen  dorcb 

a+/8l/:rT,  yH- dl/ITT. 
•o  ist  nacb,  %,  51«  1.  2« 

und  der  Modulus  von 

ist  folglich 

Weil  nan,  iirte  man  dnicb  leichte  Becbnong  findet,  , 
nt;  so  ist 

(«y + ^  («*  +      (/»  + 

nnd  der  nbsointe  Wertb  von  ay-^ßd  ist  folglieb  nie  gittiser  als 

"(«•4-/?»)»      +  ' 
Daber  ist  offenbar  die  Grösn 

ay  ß3 

jederxeit  eine  Mittelgrösse  zwischen  den  beiden  Grössen 

oder  nach  der  aus  §.  33.  bekannten  Bezeichnung  der  Mittelg^ossen  ist 

s^+^=jr|-(a« K-*-^*)»  (/»-i-a»)»!. 

Dass  aber  ancb 

eine  Mittelgrosso  swischen  den  b^den  Grössen 

—  («•  +       (/•  4-  <J')*,  («»  4-  ^»)»      4-  d»)» 

ist,  ist  klar,  und  man,  kann  also  aocb  die  Torstebende  Gleicbnng 

auf  folgende  Art  schreiben: 

±(ax4-/?d)  =  ^l~(«'4-/?')*  0'*4-<l*)*,  («'4-^')*  0'*4-<>')»|. 
Hieraus  ergiebt  sich  nach  §,  37. 

=fc:2(«y4-/?<^)=i^  H^«*4-#*)*  (/"H-i^")*,  ir^-h^y^U 


Digitized  by  Gqogle 


d.  i. 


317 

und  folglich  nach  §.  38. 

a«  + db  2(a/ -f. /?J)  +  4- 

«•  H- :i  2(a/' -4- +  y  *  +  ^ 
,    =Jf  |[(a»-|- (y»  +  (r»)i]%  I(a'-f-/S')iHh(y»-l-<y')iJ»t. 
Folglich  ist  nach  §.  39. 

ja» -4- /9»  dr  2(a^ -f- +     +  <y*  }4 
eine  Mittelgroise  swischen  dem  absoluten  Werth«  der  DiffeMs 

und  der  Summe 

Also  ist  nach  dem  Obigen  auch 

|(a=by)»4-(/?=fc<r)»|^ 

d«  h.  der  Modalas  der  Grösse 

« 

^n«  MitlelgfdiM  swiichan  dem  abtolaten  Warthe  von 

(«•H-/?*)l-(r«+<^)» 

und  dar  Qröaia  • 

(a»+/9')*-f-(/'*H-J»)*, 

tl.  h.  zwischen  dem  absoluten  Werthe  der  Differenz  und  swischan 
der  Summe  dex  Moduli  der  beiden  imaginären  Grössen 

womit  aoser  Satx  al%o  jetzt  vollständig  bewiesea  ist. 

61. 

Zutat»,  Der  Modulus  der  Summe  mehrerer  imaginä- 
raa  GrSaaan  in  haliabigar  Ansaiil  iat  mia  grilaaar  ala  dia 
Snmme  der  Moduli  aller  aittsalnan  su  ainaadar  addirtao 

imaginären  Grössen. 

Weil  der  absolute  Werth  der  Differenz  zwischen  zwei  positi- 
Ten  Grössen  nie  grösser  als  die  Summe  dieser  beiden  positiven 
GrltiMD  ist;  ao  ergiebt  sich  aus  dem  im  vorigen  Paragraphen  be- 
wiesenen Satze  unmittelbar,  dass  der  Modulus  der  Summe  zweier 
imaginären  Grössen  nie  grösser  als  die  Summe  der  IVloduli  dieser 
beiden  imaginären  Grössen  ist.  Durch  wiederholte  Anwendung 
diasaa.  Satsaa  fibanangt  man  aich  aber' auf  dar  Stalle  toq  dar  Rieh» 
ügkeit  daa  an  bawaiaaBdan  Satiaa  *). 


*)  An  die  in  diesem  Aufsatze  in  einem  möglichst  systematischen  Ganzen 
zusammengestellten  und  mit  strengen  Beweisen  versehenen  Sätzen  wird 
sirh  im  fol;;enden  Hefte  unmUtslbar  sine  Darstellung  der  neuesten  höchst 
yirichtigen  Untersuchungen  Cauchy's  über  die  Entwirkeliinfr  der  Func- 
tionen in  convergireode  Reihen  anschliessen*  Dies  wird  die  Zusammen- 
ataUuDg  dlMee  aiairtaM  lolieii  bekanntsn  Sitze  gtvm  rechtfertigen. 
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XU. 


Nocb  etwas  über  Turners  Eigenschaft  der  un- 
geradem  Zaüüea  {^krddv  T.  L  Heft  I,  ¥1L). 


Von  dem    '  ^ 


H^fm  Doctor.  Hellerung 

TO  IK^tniar. 


A.  Die  Summe  4er  ersten  jlT.odw  A^i  ungeraden  Z^len  iift 
sA'>  oder  J^.*,  wovop  die  grösste  =^-:-l  oder  2^^  — 1. 

Setet  nan  dod  A^=^'"^^^  «ad.  jy»  ss^ÖL^^I  w  Int  andi: 

A»  — A^:^  »«  und  AI— A,  =51». 

Darens  folgt  nun:  : 

1)  Die  Summe  der  n  snf  einander  folffendeu  ungeraden  Zah- 
len, deren  kleinste  =2A,  + 1  =riR(i»-^l)-|-l  and  deren  Grrösite 
=2A'— 1  =  (//+!)// -1  iüt,  Mt:s=:Ä»  »Jj.  ,    •  - 

%)  folgt  ebenso  leicht:   '    •    •  '      '  *  * '  ^ 

l»:^2»+8«  +  ...H-ie»aa;AV-s:?'^^  +  '>.!  . 

B.  Die  Summe  der  ersten  Aoder  A\  Zahlen  der  Form  4.v-t-l, 
ist  =A(2A — 1)  oder  A',(2A,  —1),  und  die  grösste  dieser  Zahf 
len  ist  =  4A--  3  oder  «A«  3. 

^eUt  maii  ,aJier  A=5.iv*  nnd  A,  =  («  ^  1)* ;  ao  wird 

J^JIF^l)^Ji,(2A^,r^l)zs(2m^iy  und  iir-,l.Ar.s3»— 1). 

dalier  ist  also:  '       .  '  - 

1)  Die  Summe  der  2/«  —  1  auf  einander  folgenden  Zahlen  der 
Form  4  .  v-i-I,   deren  kleinste  =4A, +1  =  4  .  (» — 

und  deren  grüsste  =4A— 3  =  4  .  «»—3  ist,  ist  =(2«  — !)•,  i 

2)  ist  Don  auch:  '  '  •  -     ■■  . 

1«  -l_  3«  H-  5»  -h . . . .     (2j»  -     =  A*(2A—  1)  =;«»(2»»— 1). 

Setzt  man  aber  in  A.  2.  nun  2«  statt  m  so  ist  auch: 

l«+2'H-3«+4»-|-...,-h(2»)»=«»(2»-f-l]»5.  '  ! 


.  Pics  i$t  der  Ton  Turner  ffefundene  Satz,  den  aber  schon  Kaestner  im 
Ende  seiner  Anal.  endl.  Grössen  behandelt.  H. 

Ilr.Ductor  Hellerung  hat  mich  zuerst  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass 

[  sicii  Turners  Satz  schon  in  Kaestners  Arinhsis  endlirher  Grossen  fin- 
det. Eitle  neue  Hehanillung  desselben  war  aber,  wie  die  Leser  aua 
diesem  Aufsatze  jetzt  sehea  wenttti,  iiuttcir  wünM^eoswertb,  interessant 
und  «rspriescliclü    G«  ■ .  ' 
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daker  rabtnAeiidtt: 

$i        Ht-e»  -f- . . . .  -I- (2/»)»  =2  .  #i«(i»Ht- 1)*. 

•    Eben^Sitelbe  Reioltat  erliSit  ■sn  meh  aof  dtn  iKeihen,'  d«m 

fte  Glieder  =2  .  v  und  4  .  v  sind. 

C,    Die  Summe  der  ersten  N  oder  A'',  Glieder  der  Reihe  aller 
.geraden  Zahlen,  ist  =A'.  (A-f-l)  oder  A',  .  (A, +1),  und  nimmt 
mn  den  Werth  von  iV  und       aus        so  hat  man 

A^.  (iV-^1)  — il\  .(A^, +1)  =  «»+»;  und  A  — A,  =«. 

Also  ist  1)  die  Summe  der  n  auf  einander  folgenden  Glieder  aller 
Mraden.  ZaUtn  ,  deren  kleinite  s       +  2     i»  (o  -r-  1)  +  2  und 
•denn  grStete  =2A=  («H-l) .  •  ist,  s=  und 

.   2):^  «tick.  .  -W 

-f-2  +3 

dnlier  etc. 

Und  die  Summe  der  ersten  N  oder  A^^  Zahlen  der  Form  4 .  v 
ist  =2A(A'+1)  oder  "IS,  .(A,-f-l);  nimnit  man  aber  dieWertbe 

von  A  und  A,  aus  Ii.,  su  hut  man: 

2A(A-f-l)— 2A,  .(A  ,-4-l)=(2«— l)»-f-3(2»— 1);  und  A— A',=2»-l; 

d.  h.  1)  die  Summe  der  "In — 1  auf  einander  folg^enden  Zahlen  von 
der  Form  4.»',  deren  kleinste  =  4A j -f- 4  =  4(/» — l)'-|-4  und 
d^n  gi:öiBtesa;4iV=s4.«*  irt»  ist  s(2i»  — l)«+a.  (S«-:-!). 

2)  Es  ist  /  '  '*  , 

daher:  l»-f-3»-*-5»+....-|-(2>i— 1)»=»*(2j»»  — 1),  wie  oben. 

D«  Wir  wollen  hier  noch  einen  kurzen  Beweis  für  die  Sum- 
men der  Quadrate  der  geraden  und  der  nngaraden  Zablen,  snr  l£r* 
ginsttD^  dea  in  B.-  Gernndenea,  gebea. 

Da  «an  batt 

2'=s|H-8 
3*  =  lH-3  +  S 


ao  ist  «neb: 

l*-l-»»-|-^tHi«=l .  a»+3 .  .  («-2H-  ....-f-(2i.-l)(it-<H-l) 

1(14-3+5+.... +  (2«-l)] 
:   .     — j_ji.3_j_2. 5+3.7+. ...+  (»-!)  (2»-ljJ 
d.  i  Ä»»  =  #»*— «S(2.it»  — 3i»+l);  daher 

8.  A»«^i»*+iS(%s^l)asii<+£^^^^}  mmak  aoglaicb  Iblgt: 
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I 

ä'ä» _  ^i!!_±iLJ^L4Li) j  und  T^enn  wir  2n  statt  n  setzen,  so  ist 

seieknen'Wir  noa  nocli  die  Sammen  der  Quadrate  der  ersten  n  gera« 
den  und  nDgeraden  Zalklen  mit  2(2«)*  nml  JS(2«-1)*,  00  haben  wir  ancb 

S{%»y     «^C^»  —  1)'  =       "^^3  und  nach  oben  ist  auch : 

— 1)*     8 + 7  -H  in- . . .  -H        1) = jK2»-t-  IJ 

daber2(2»)«=?^Ö^±^^^^        4-  4»  +  6»  +  ....  +  (2*)« 

wid^(2.»-l)»=J^il^=*:4^^^^  1)'. 

Hierbei  ist  es  nur  etwas  auffallend,  dass  man  die  Summen  der 
Kuben  der  geraden  und  ungeraden  Zahlen,  und  zwar  auf  zweifache 
Weise,  leichter  findet,  als  die  Snume  ihrer  l^nadrate^  and. dabei 
erhält  man  noch  den  Beweis  der  Lehrsätze  A.  1.  und  B.  1.  so  wieC.  1.- 
und  1.  in  den  Kauf.    Sollte  es  vielleicht  auch  noch  für  die  Sannen  ' 
der  Quadrate  einen  leichteren  Weg  geben? 

Aber  nicht  allein  findet  man  die  Summen  der  ^dritten  Petenxen 
der  geraden  und  der  ungeraden  Zahlen  leichter,  sondern  es  ist 
nun  auch  der  Fortschritt  an  den  höheren  ungeraden  Petenxen  dieser 
Zahlen  gegeben.    Denn  "  '  ^ 

E.   1)  Wenn  (wie  in  A.)     die  «te  und       die  («— l)te  Tri- 
gonalzahl  ifet,  bo  ist  allgemein,  für  alle  ganae  Warthe  von  v 

worin  +  1  bei  ungeradem  y,  und  +  v . ».  bei  geradem  v  die  Reihe 
scbliesst.   Und  es  nigft  sehr  leicht  daraos,  wie  in  A.: 

),.•»—- ^.A»*^/  wenn  überhaupt  Glieder  mit  dem  — Zeichen 
^^^^  j  statt  haben,  also  wenn  v  >•  2  ist. 

Wir  fanden  nber:  As*  =j¥ 

'  Sm*  — ;  wie  dies  auch  ans  der  aUgnmdnen 
Gleiehnng  folgt. 

Daher  ist  also  ferner :  Ä»»  =  y .  iV» .  (4A^  —  1) 

etc.  etc. 

2)  Wenn  wir  (wie  in  B.)  N=zn*  und  A^,  ss3(m-*l)*  eetsen« 
80  ist  nach  eben  so  allgemein  ftir  ganze  vt 
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-»  S.S. 4. 5     ^i^^r^  2  (Är-I) ' 

worin  alle  Co«ilcMDtiii,  Wfiift  ile  nit  y  pder  (wenn  psst*fi  ist)  ' 
mit  ^  BioltipUeirf  werden,  ganxe  Zahlen  sind,  und  der  redncirte 

allgemeine  Faetor  iit  eigentlieli  =  yy^^-x*  (andi  iit  dieae  Be- 

■erkuDff  auf  die  obige  GleichuDflr  Si^-^  s  •  • .  •  anwtodbar.) 
Ea  tbigt  aber  nun  wieder  aenr  leicht: 

-  .:?(Ä»-i)»*-»-.,.,^(2«-i)> 

l?ir  fanden  aber  achon,  wie  ea  die  allgeaeiDe  Gleichnng  auch 

engiebt: 

^(3»— 1)*=A(2A— 1) 
daher  weiter :  J(2i.— 1)«  =y .  A .  (16A '  -20A -4-  7) 

— 2MS5.A+381) 

etc.  etc. 

3)  Ea  ist  also  jedes  2{2n~\)^-i  eine  algebraiache  Ponetioo 
TOB       nnd  jed(  s  Sn^—^  ist  eine  aolche  Foaotion  tob  der  «ten 

Trigonahahl  =         ^\  eetit  bibb  hier  bbb  2»  etatt  m,  nad  sieht 

aladann  2(2»  ^  l)»"-!  ab,  ao  ut  die  Dilierena  =  S{^M|^,  wodoreh 
nun  auch  die  Summen  der  ungeraden 'Potenzen  der  ganaeB  Zah- 
len mit  abwechselndem  Vorzeichen  gegeben  sind 

Uebrigens  ist  hier  nicht  der  Or^  eine  weitere  Ausführung  die- 
aar  Andentui^n  an  machen,  wennaleieh  wir  nna  nieht  erinaera» 
die  hier  so  leicht  gefundene  einfacheForaiTonj8M9*^u'nd2'(2ia— l)***-! 
anderswo  gesehen  an  haben. 

*)  Die  Resultate  unterer  (sei  es  ohne  Eitelkeit  gesagt)  einfachen  und 
klaren  Darstellun|f  weichen  nun  aber  Ton  den  allgemein  geltenden  für  den 
Fall,  (lass  iiiati  /i=x  setzt,  ganz  ungemein  ab.  M.  s.  Klü^rl's  mathetii.  Wör- 
terb.  Art.  Potenz  §.  49.  iqq  Nach  Klügel  haben  atsdauu  alle  diese  unend- 
liehen  divergirendm  Reihen  endliefae  Wertfae,  wogegen  wir  lauter  m  finden. 
Wie  ist  mm  diese  Di.srrt'|ianz  zu  beseitigen?  Wahrhaftig,  wir  wissteu  es 
nicht.  Im  üegentbeit  scheinen  uns  Abel  und  der  üerr  Herausgeber  sehr 
Recht  sa^hsben,  wena^sie  so  stark  gegen  jene  Bsweinirt  eifern,  wie  dies 
im  Archiv  Bd.  L  Hft.  1«  pag.  19>-21  des  Ilteiar.  Berichtes  su  lesen  Ist. 
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Einiges  von  den  Kegelscbnilten. 


*  4 


Von 


dem  Heransgebeh 


Wenn  p  den  Parameter  einer  Piarabel  bezeieBttet,  0  der  Win- 
kel ist,  welchen  der  Radius  Vector  r  mit  einer  von  dem  Brenn- 
punkte aus  gezogenen  geraden  Linie  einscbliesst,  indem  man  diese 
ninkel  von  isaf  in  Rede  stehenden  geraden  Linie  an  inmer  naeli 
denelben  Seite  hin  von  0  bis  360°  zählt,  und  ^den  von  der  yon 
dem  Brennpunkte  nach  dem  Scheitel  der  Parabel  gezoc^pnen  geraden 
Linie  mit  der  in  Rede  stehenden  geraden  Linie  eingeschiosseaen 
und  auf  dieselbe  Weise  wie  Q>  geuoiomeaen  Winkel  bezeichnet,  so 
hat  asa  bekmatlich  die  Oleiehung 


1.  r  = 


 fr      ■       ■     •  _ 

9\  l—cosCe  — 10)1 


iider 


Folglich  hat  man  für  die  drei  Vectoren  r,  r,,  r,  und  die  drei  ent- 
sprechenden Wickel  0,  O,,  0,  die  drei  folgenden  Gleichungen: 
'  *  •    '  *'      .*      \  •  / 

!lpz=zr\l  —  cos  (0  —  <ü)|, 
4;»==ir,.tl — €ps(0, — w)}, 
i/?  =  r,  |1  —  coa;(0,r- w)| ; . 

aas  denen  wir  nun  die  beiden  Grossen  p  und      eliminifeB  'Wallen. 
Durch  Elimination  von  p  erhält  man  sogleich 

4.r|l -cüs(0— w)j==r  Jl— co8(04^«)|==r»  ll4!bs(0,— «)!, 

and  folglich  ...     .  .    .   .  t  .  ' 

r  —     =  r  coa^(0  —  w)  —  r,  eoa  (ö,  — ' 

Ä  (r  €08.0—^1  .coi  .Ö,)  coa  iöH-(r,pB"d  ^rjMn,0^)  ^n.öf». 

r  —  r,  sBs  r-  eo«'  (d  -» »)  —  ^,  cöü'      —  «>  • 

=  (r  CO»  0  —  r,  cos  0,)  oos  o>  +  (r  iin  ^>^r,  iw^s)  pin  ; 

also,  wie  man  leicht  findet,  "  *•  '  "  * 

rfra—V,)  cos  O-f-r,  (r— r,)  cos      -f- (r,  ~r)  cos  O, 
iBin  0>  —       ^.^      _       _^  ^.^^^  _       ^  (Ö^  — 

f i»  —     >^^2  —     sin  e -f- r,  (r—r,)  sin         r,  (r,~  r)sin  e« 
CO!  e»  #r,  «u(e*ei)-«-r'ir,  ein  (et  —e«)-l-r^ «in (e, 
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W«tt  Bim 

iit,  so  eikllt  BMI  die  Gloidiniig 

^-  K**»  —  r,)coi0  +  f^  (r-^rOcos©,  +  r,  (r,  —  r)  cos  0,  |» 
-h  |r(r,  —  r,)8in  0  +  (r  —  r,)  siu  0,  H- r,  (r.  —  r)  sin  0,j» 
=  I  ,  lU  (0  ~  0,)  rgr,  ain  (0^  —  0,)  -4-  r,r  sin  (0,  —  0)| *  | 
oder  '     ,  ' 

7.  r»(r,  -  r,)»  -|-  r,»     -  ^.)'      '•.'(r.  —  r)» 

—  2rr,  (r  —  r,)  (r,  —  r.)  eoi  (0  —  0,) 

—  2^1*-.  (r,  —  r)  (r,  —  r)  cos  (ö,  — 

—  2r,r  (rr-  r,)  <r  —  r,)  cot  (©;  —  0) 

=rV,»  8in(0»d,)*+r,  V,*  sin  (0,  — ö,)»H-r,«r«8in(0— 0)» 
-|-2rr,ra|r8in(Öi^dJsin(0,— 0)H-r,  sin (0,  — 0,)sin(0-0«) 

-         -h  r,  ßiu  ((:>,  —  0)  sin  (0,  — 
oder^  wie  man  leicht  findet, 

'8.  2(rV,>  -f-  r.  V,*  -f-  r,V»)  -  2rr.r,  (r  -f-  r,  4-^,) 

—  Ärr,  (r  -  r,)  (r,  —  r,)  cos  (0  —  0,) 

.  — 2r,r,  (r,  — r)  (v'*)  «0»  (0,-0,)  j 
•   :^  (r  —  rO  coi  — 

+  2rr,r^|rMn(e-©jBiii(0,-0(-4-r,8in(0,  ~0,)sinC0-0J 
-l-r,  üb  (0,  -  0)  sin  (0,  —  0,)}. 

Bringt  aiaii  niiii  Alles,  was  «vf  der  rechten  Seite  steht,  auf  die 
linke  Seite,  so  eiliiUt  omb  neeh  einigen  leiebteo  VerwandluDgeii 

'  0=:rV,?  |l-4-cos(0— 0,)'( 

^-  '    ■  H-  r.»r,»  1 1  -h  cot  (0,  -  0,)»| 

+  r,V»  |1  -^  cos  (0,  —  0)»| 

!r   (H- sin  (0  —  0  J  sin  (0,  _  0)j  \ 
+      [1  -4-  sin  (0,-0,)  .in  (0  —  0,)]  ( 
+  r,  [H-  sin  (0,  —  0)  sin  (0,  —  ^jj) 
^  2rr,    (r  —  r,)  (r,  —  r,)  eos  (0  —  0,) 

—  2r,r,  (f,  —  r)  (r,'  — r)  cos  (0,  —0,) 

—  8r,r  (r,— f-t)  (r  —  ri)  eos  (0,  ö). 
Weil  nnto  aber  -         '  . 

—  (»-1  —  r,)  =:  rr,  —  r,  (r -4- r,  —  r,), 

'  ■     (r,  —  r)  (r,  —  r)  =  r,r,  —  r  (r,  4-r,  —  r), 

(»•^  — '•,)  (r  — rj  =  r,r  — rj  (r,+r  — rj 
ist,  so  ist,  wie  leicht  erhellen  wird* 

21» 
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r  [1-4-810(0  — 0,)  siD  (0,-0)1 
—  2rr,r,  {  -Hr.  [1  + sin  (0,  — 0,)  sin  (0  -  0,)| 
r,  [1      siu  (0,  —  0)  sin  (0.  — 0,)J 
(r-Hr,  — r.)  eos  (0  —  0,)' 


+  (rt-1-r,-r)  €•»  (Ö,-0,) 
1+  (r,-*-  r  —  r,)  cos  (O,  —  ©)! 


.11.  Oc=s4r»r,»»in^(0  — 0,)* 

+  4r,»r»  un  i  (e,  —  0)« 
r[l-*coi(8»<9,)+coi  (9,  —0,) — eos(9, — ' 

+  Bin  (0  —  0.)  Bjn.(Ö,  -T-  0) J| 
— Ärr.r,  J + »"i  U — cos  (01— 0^  H- cos  (0,  -  0)  -  CO«  (0-0 .  n 

-H  sin  (0,  —  0,)  sin  (0—0, )J( 

|-frr,il  — COB^0,— 0)-|yCO8(0  — 0,)-CO8(0,— 0J-T|| 

sin  (0,  —  0)  »in  (0, -0,)J^ 

Es  ist  aber,  wie  Man  aiittelat  «uiger  leiehfeen  f^BioaietciBcheB  Ver- 

wandlungen  findet, 

l-rCOS(0— 0,H-COS(0j— 0a)-cos(0,-0)+sin(0-0,)sin(0,-0) 

=  4  sin  1(0,  —  0)' sin  •  (0  —  0,)% 

1  -COB (0..-0^)f4.COB.(0.  -0) -€08(0^  0 , )  +  SIB (0a  -0.) BIB  (0-0,) 

=  4  Bio  i  (0 -T  0,)«  Bin  i  (0„— 0,)», 
l-coB(0,-0)-4-^(87Oi)-co8(0i  -0,)rMüi  (0,  -0)riD  (0,-0  J 

=  4Bin;^(0i  ^.0.)*  Bbi(0«  ^49)*( 

«ad  Iblglicli 

,12.   O  =  r»r,»sini(0  — 0i)* 
-|-r,V,«sinA(0,  _0J* 

-4-rjV=  sin  ^  (0,  —  0)« 
-      rsini(0  —  0,)»  sin  i  (0,-0)», 
—  Ärr,r,  }+  r.-sini  (0,  -0,)»  sin  i  (0  -  0.)» ( 

hr.  Bin  *  (0.  —  0)»  bid  i(0,  -:0,)»>  . 

I  •  ^  - . .  ..■•'* 

~*( — — II — pvr~l  
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,  ■      a  t  «in  i  (9  -  9^'))  «  i  sin  4  f ^,  -  e»)  )  » 

^I~ä:^    1  l": — — \  ' 

UeberluMpt  ist  «litr 

«4  -|.  ^«  ^.     ^  j^»^.  _  ^  ff%^* 

=  (ä  +  ^  -I-  c)  (a  —  Ä  —  c)  (a  —  Ä  -f-  c)  («  ^  —  c)f 
und  wenn  also 


ist,  so  Diuss  notliwendiu;  mindestens  eine  der  GroüüeD 

a      6  -\-     a  —  if  —  c,  a  —  ^-f-c,  a-f-Ä  —  c 

Tcrsckwiiuleu.  Wenden  wir  dies  auf  die  Gleichung  13.  an,  pi^ecp 
giebt  sich,  dass  immer  mindestens  eine  der  vier  Grössen 

»  «"^(^i  —  ^«)  .   «inj  (^3  —  9)    .  sin  \  (W—  Oj) 

sin  i  (e,  ~  »a)       sin  j  l^,  — e)       sin  ^  (^  — 

l/r  I//,       »  . 

sinH^i  — sin|((^a  — Q)       sin  4  (9  — 9,) 

venobwittdet. 

We|iD  keine  der  Grösaen 

sfn  I  (9  -  9,),  sin  i  (9,  —  9J,  sin  i  (9,  —  «) 

verscbwindet,  so  kann  immer  nur  eine  der  vier  obigen  Grössen 
venebwinden.  Denn  näbme  man  an ,  dass  swei  derselben  ver- 
•diwänden,  so  würde  sieb  durch  deren  Addition  oder  Subtraction 
immer  leicbt  erg^eheu,  dass  aucb  eine  der  Grössen  sin  J  (0  —  0|)) 
Sita  *  (0,  —  0,),  sin  J  (0,  —  0)  vcrscbwiaden  müsste.  Wir 
wollen  jetzt  den  Mciieitel  der  Purabci  durch  ihren  Brenn- 
punkt durch  i^,  die  Endpunkte  der  drei  Veetoren  r,  r|,  r,  re- 
spectivo  durch  ,  Jl^  bezeichnen,  so  dass  also  r'=PA^ 

r,  =/\7,,  r^z=.  FA^  ist,  und  wollen  annehmen,  dass  diese  drei 
Vectoren  auf  einer  und  derselben  Seite  der  Axe  der  Parabel  liegen, 
vnd  ibrer  Grösse  nach  nnfsteigend  Ton  dea  kleinsten  bis  snni 
grossten  in  der  Ordttnn^  r,,  r,  oder  FA^  FA\^  FA^  auf  ein- 
ander folgen.  Setzen  wir  nun,  was  offenbar  verstattet  ist,  i')=:SFA^ 
0g  =s  SjFA^,  0^z=zJSFA^y  wo  jeder  dieser  Winkel  kleiner  als 
180«  ist,  loJst  — ^A^FA^,  0,-0  =  ^/!^,,  0,  —  e 
=zAFA^y  und  nach  dem  vorher  Bewiesenen  aOM  I^Im  jedcnelt 
eine,  der  vier  folgenden  -Gleiebungen  ricbtig  uin: 
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tua^A^FJ^       sin  I  y^F^ia       sin  ^  JFÄj   , 


.oder 


■inj^/'J,   sin|^,F^3       »in ^  ^F//, 

n/^i     —  \/FA  i/FJ^    • '  •         '  ' 

yFA,     —  {/FA  i/FA^   '  .... 

.  sin  i  ^/'.It   «in  i  ^1 FA^       am  i  AFA, 

.  VFJi    —     VFA.  X^FAs  • 

Welcbe  ^ieaer  vier  OleiebniigeB  noii  aber,  ricltig  ist,  ksiio  anf  foU 
geode  Art  entschieden  werden. 

Weil  die  Winkel  .4FJ^,  4,FA^,  AFA^  sämmtlich  kleiner 
als  180»,  also  die  Winkel  \AFA^,  i  A^FA.,  l  AFA^  sämmtlich 
kleiner  als  90^,  folglich  die  Grösseo  sio^.^^Jf,  ,  ain  ^AtFA^, 
sin  ^  AFA^  sämmtlich  potitir  siad^  so  ist  die  drille  fler  vier  obigea 
Gleichungen  offenbar  anstatthaft. 

Weil  ferner  AFA^  >  AFA, ,  also  auch  4.  AFA^  > \AFA,, 
und  jeder  dieser  beiden  Winkel  kleiner  uls  90»  ist,  so  ist  auch 
AFA^^-Miai^AiFA^y  ned  folglich,-  weil  FA^-iCFA^^  also 
aaeb  i/FA^  <  X/FA^  ist,  aneb  , 

\/FAt    ^    VFA^  » 

woraus  sich  unmittelhar  ersieht,  dass  auch  die  zweite  der  vier  obi- 
gen Gleichungen  nicht  Statt  linden  kann,  wobei  man.  immer  au  be- 
achten hat,  dass 

sinl^F^^j,  sin^^jJldf,,  sv^^AFAx^ 

•  «         «  • 

lauter  positive  Grössen  sind. 

Daher  l>l,eibt  jetzt  bloss  noch  zu  entscheiden,,,  welche  .von  den 
bjudeB  Ctteicbongeii 

^^wia^AFA^   Kiti^AxFA^  _^^m\AFA^ 

VFA^  VFA     —   VFA^      . :      /  • 

«lie  fiebtige  is^',  worSber  au«  ant  folgende  Art  ids  Klare  kpmr 
|Mn  kann. 

Man  lasse,  FA  und  FA^  als  constant  betrachtend,  FA^  von 
FA^  an  stetig  wachsen,  so  werden  sich  auch  die  Grössen        '' , 

sin  \ AFA^    tin^A,FA^    sin  j AFA,  .:-  -  . 

•    •  ~VFÄi    •      V^FA     •  \/FA^ 

stetiff  verändern.  Sollte  es  nun  einen  endlichen  völlig  bestimmteii 
Werai  dea  veränderllebea  Radius  Vector  FA^ ,  den  wir  Von  jetzt 
an  dnrch  (FA^)  bezeichnen  wollen,  von  solcher  Beschaffenheit  ge- 
ben künnen  dasa  Jfiir  deamelben  nnendlicb  nahe  .kommende  W-ertbe 


i 
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des  veränderlichen  Radius  Vecfor  auf  beiden  Seiten  dieses  endlicbeo 
völlip^  besUmmten  Werthes  (FA^),  die  wir  durch  FA'^  und  FA'\ 
beseidiMB  iroUen»  wAt  Beiieho^g  obeni  und  nnttrn  Zeichen 
auf  ieinaBder ' 

«in  \AF^^  Min  \A,FA'^  .   sin  \AFA^ 

.         i/FJt    —      \yFJ      *    yFA"^  > 

sin  jAFJ"^        sin  sin  ^JFA^ 

'  "  '  "T/^i  V^J      ^  V(FA\ 

wäre:  so  wäre 

»  ^  sto  ji^i/i/,   «in  \A^Fä\  ,    ,8in_J^JR£,       sin  \AFA^^ 

Lässt  man  dud  /l^i*,  und  /l^,  fiek  dm  Radiaa  Veelor  {FA^ 
B&lMni,  so  nähern  die  Differenzen 

»in  \AFAt^  _  sin  \AFA:\    «in  \A^F.4t ^      «in  \A,FAr\ 
i/FA,  V^FA^    '        pli'J  VF4 

sich  offenbar  der  Null  als  ihrer  Cränzc  bis  zu  jedem  beliebigen 
Grade.   Also  nähert  sich  nach  dem  Obigen  offenbfir  auch  die  Samme 

,         sin  ^AFAj  .  ,   «in  ^AFA^ 
VFA^  IZF^j" 

der  Null  als  ihrer  Gräuze  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade.  Die 
GHIne,  wdeber  iiek  diese  SmiBe  eis  ihrer  Gräme  bie  sb  jedem 
beliebigeB  Grade  BübeK»  istlaber  effimbar 

•  2«inKj^^4^ 

W»dJ  » 

QBd  ea  Münte  alia  vater  des  geaMcbton  VoraanetpoBgett  affoabar 

^i^f=^®'  d.i.  p?^)  =  0  oder  (7^7^  =  0 

acin^  welches  ungereimt  ist,  da  {F4^^  eine  endliche  völlig-  be- 
stimmte Grösse  sein  soll.  Also  kann  offenbar  nie  für  gewisse 
Werthe  von  FA^ 

•      fin  \AFA^  «jn  ,   «in  \AFA^ 

\/FA,     "~      VFA  "P^a  ' 

für  andere  Werthe  von  FA^ 

«in  \AFA.^       «in  jAiFA^         sin  ^AFA^ 

\/FA^    —      \/Fd  \/FA^ 

sein,  sondern  es  muss  immer  entweder  die  erste  oder  die  sweite 
GleiebBBjg  Statt  iadea.  Für  FA^^FA^  ersieht  sicii  aber  aus 
der  zweiten  dieser  beiden  Gleichuntren,  da  in  diesem -Falici^i/^^s 
;sO  ist»  die  offenbar  ungereimte  Gleichung 

«in  \AFA^  __  ___  sin  \AF4^ 
'  '   '       "VFA,  V  Fi,  • 

Daher  ist  die  zweite  Gleichung  in  dem  im  Rede  stehenden  Falle 
unstatthaft,  und  gilt  folglich  nach  dem  Vorhergehenden  Bberbaopt 
DicJit  Aho  Ist  uBter  dea  geaMebtea.TmrlmnelmiageB  lauafv 
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sin  ^AFJ^  sin  {A,FJ^  ^  »in  \JFJj^ 

Weiterer  Untersuchungen  über  diesen  Gegenstand  uns  für  jetzt 
entbulleud,  Wüllen  wir  nun  sogleich  zu  den  folgenden  Betrachtan* 
gen  über  die  Ellipse  fortidireiteB.. 

Bei  der  Ellipee  hat  Ben,  wenn  «  die  halbe  grone  Aze,  #  die 

BxeeBtrieiCit  beseidinet,  ^='~  getetat  wird,  O  der  voa  dem  Ra- 
dine Vector  r  mt  einer  von  dem  entepreeheaden  Brenmnlcte  aoe 

gezogenen  geraden  liaie  eingeschlossene,  von  0  bis  360**  gezählte 
Winkel,  und  der  mit  derselben  Linie  von  der  von  dem  in  Rede 
stehenden  Brennpunkte  nach  dem  nächsten  Scheitel  der  grossen 
Axe  gelegenen  linle  einceicUoiMBe,  aif  dieselbe  Weise  irie  <9 
genonuaene  Winkel  ist,  beLanntlieh  die  Gleichnag 

''  —  H-*eo» 

oder 

15.  a(I*-A>)=:rr  JH->t  cos  (0  — w)|. 

Für  vier  Vectoren  r,  r,,  r,,  r\  und  die  entsprechenden  Wülfel 
0j,  0»,  6^,  hat  man  daher  die  vier  Gleichungen  .  < 

a(l  —  X:')  ==  r  1 1 -h  ^  cos  (e  — «)|» 
j«(l  -^»)=r,|l+Ä  cos  (0,-e»)|, 
|«(l-i&>)=sr,}l+i&ees(e«— e>)|» 
[e<l-A«)»r.tl^i(  cos  (e,-ei)h 
denen  dqieh  Elimination  von  «(1 sich 

r  cos  (9  — w)} 

=r,{l-t-/  cos  (ö,  —  w)j 
=r,jl+X:  cos(e,  — w)j 

\    .     .  =r,|l-|.Ä  cos  (e, 

nnd  folglich 

r  — r,  =  — /rjr  cos  (0  —  w)  —  r,  cos  (0,  — (ü)|,     : . 
r— r,=: — k\r  cos  (0--w)— r,  cos  (0, — 
r— -r,  =  — Ä|r  cos  (0 — «)  — cos  (^»— e»)j5 
also  dnrcb  DiTision 

r— r,      r  co»     —  m)  — r,  cos  (O.  — «»)  * 
r— r»      r  cos  (8  —  a>)  —  r,.eot      —  »)' 
r  —  r,         r  cos  (O  —  oi)  — r,  cos  (Q, — cu)    ' ^ 

r— r,      r  cos  (ö— «)— r,  oos  (8,  — »)  • 

oder  ■  , 

r  —  r,     _  r  cos  8  — »"i  cos  6|-f-(r  «ip  8  —  r,  sin  8J  tang  ta 
r^r^"^  r  eoi  8— r,  cw  ©j-#-(r  sm  8  — r,  sin  6,)  tang 
r— ri  _  r  ^os  8— r/  cps     ■4-(r  sin  8  — sin  8J  tang  <u 
r— r,.*~  r  cos  9— r,  ctM  O^-i^Cr.sin  8— r|  sin  9^  tang  i»  * 

ergiebt,  flEeftiii  folgt  aber  fti|ier 
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taoe  üj  =     Kr,~r,)  co«  ton  e.+r,(r.~r)  cos 

f     *  r(r,-r,)  nn  «-t-TiCrr-r,)  am  ei-f-r«(rg^J  sin  e,»  ^ 

tang  ttr  — -  g-M'.(>--r,)  cos  e,-Hr.(r,-f-)  co,  O 

Kr,— r  J  sin  a-|-r,(fw,)  un  e.^ttr^— r)  nn  8,* 
woraus  sieh  buo  die  Gleicbnog 

rC^a— r,)  cos  e-|-r,(r  — Ta)  coa      -f-r,(r, —r)  cos  9, 
Kr,— r,)  sin  »-^ri(r  — r,)  sm  S^^rJir^—r)  sin  Ö, 
^r(r,  —  r,)  cos  f)-f-r,(r  —  r.)  cos  R, -4-r,(r,  — r)  cos 
r{r,—r,)  sin  «-f-r,(r  — r,)  sin  6t4-rt(r,«r)  sin 
ergiebt,  die  man  leicht  auf  die  Form 

18.  0=s  r  rt(rt—r^)  sin  (e  —  ©,) 
+r  r,(r,— r,)  bId  (e  —  ©,) 
+  r  r,(ri-*r,)  sin  (8  —8.) 
■*-*'i*'t(»'.— r  )  sin  (e,  —  8,) 
—  r,)  sin  (e,  —  ö.) 
+  »-,r,(r,  — r  }  sin  (Ö,  —  ©,) 

^hringt.  Diqse  Glfidinng  lässi  sich  aber  anch  unter  4»  Gestalt 

19.  0ms     r  r,r,fsin(8  — ö,)H-sin  (8,— 8,)^siD  (8,-8  )| 

—  rgysin(8  — 8,)H-gin  (8,  — 8,)-H8in  (e,— 8  )| 
H-rr"sin(e  —  öj-j-sin  (8,--8,)-f-gin  (9,— 9  )| 

—  r,r,r, {sin  (e,— öj-f-sin  (8,— 8j+8ia  (8,— 8^}|, 
oder  unter  der  Gestalt 

20.  0=    r  r,r,  sin  j(8  -e.)  sin  1(8,-8.)  sin  M8s-8  ) 

—  r  r,r,  sin  i(8  —81)  sin  4(8, ->8,)  sin  j(8.— 8  ) 
^-r  r,r,  sin  ^8  —  8,)  ab  i(8,— 8.)  sin  4(8.— 8  > 
— r,r,r,  nn  4(8,— 8»)  ain  |(e,-e,)  sin  4(8,— 8  J, 

oder  anch  nnter  der  Gestalt 

r 

MI.  -  9,)  sin  ^8.-:.8,)  Sin  4(8.  -  8) 
sin  4(8— '8.)  «in  4(8,  —  1  ^{9,  —  8) 

rii,  4(8-8,)  sin  j/8.  - 8J  sui  j(8.-8) 

darstellen.  Qie  Gleiehnng  18»  Jums  «an  «neh  aaf  die  Pom 

«,0=  ^  ~)  «n  (8 -8,). 

*  +(^-/-)"n(8-.e,) 
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•  '•  r.  ?,."Mi..+(^'.-;^).."M*-®'> 

bringen.  •  .       .  v - ,  -   ,  . 

Aehnlicbe  Betrachtungen  würden  sich  aneb  fiber  die  Hyperbel 
anatelleD  lassen^  wobei  wir  aber  hier  nicht  länger  verweilen  wol- 
len, da  dieielben  iiacdi  dea^  Vorbeti^betadeii  keine  Schwierigkeit 
habeo.      '   (  .  . . 


XLIIL 

Uebungsanfgaben  filr  Schüler 

1.  Man  soll  zeigen,  dass  die  Quedratwarzel  aus  dOr  GrSaae 
m^\/6  in  der  Fora  V/«+  \/ß  anagesögeD  werden  kann,  weno 

4«  4 

— ^  ein  Tollkomaeoea  ttnadret  iat,  ned  in  der  Form  |/a+|/j|?, 
weiiB  1     "j"  «>n  TÖllkommeiiea  Qnadrat  iaf. 

8.  Wenn  die  Grössen  a,  c  nicht  alle  drei  unter  einander 
.gleich  sind,  so  ist  imoier  (0-f-a+0}*>^«^<9(«'^^*-i-0*> 

t      Mae  ao|l  ^eo  Bnieh> 

Sa:'  —  lOj?* H- 7x—Z  .  ^ 

ftx»  — lld:»-#-8«  — 2 

•af  seinen  einfachsten  Ausdrack  bringen. 

4.  Wenn  zwfi  Kreise  sirli  in  und  ß  schneiden,  durch 
den  Punkte  die  beiden  Durcbuicsser  und  ^D',  und  die  bei- 
den Sehnen  ^C'ond  jiC*,  von  denen  eine  jede  denjenigen  der  beiden 
Kreise  berührt,  von  dem  sie  keine  Sehne  ist,  dieser  beiden  Kreise  ge- 
zogen sind ,  ferner  die  \Av\e,uiJBE'  denWinkel  DAD  'halbirt  und  die 
beiden  Kreise  in  E  und  E  acbneidet}  so  ist  die  gcmeiutichaftliche 
Tangente  der  beiden  Kreiae  'di)i  mittlere  Proportionale  swiaehen 
den  beiden  Sehnen  üM^-ünd'/^l^,  und  die  gemeintchaftKche  Sehne 
AB  der  beiden  Kreise  ist  die  aattiece  Proportionale ;^wia6l[feB  de» 
beiden  Sehnen  BC  und  BC',^  , 

5.  Wenn  ir.-die  Lingit  4^  tob  dem  Mittelpunkte  einen  mit 

6r6sstenthei1s  ausgezogen  aus  Cambridge  Senate-Hooae  Pro-« 
blema.  1817.  IMO  von  dem  Uerausgeber* 
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^em'lMiat  r  lMi^#itlMiMB  KmÜmi  raf  eise  Seite  eiMi  im  dee^ 
flelbeii  beschriebenen  regellreo  Fünfecks  gefällten  PerfpeBdikeiii 

und  g  die  baibe  Seite  eines  in  denselben  Kreis  beschriekeaeil  regu- 
lären Zebnecks  ist,  so  ist  imner  r*  =J|toL  —  ^*). 

6.  Wenn  ron  eine»  PnnlU«      ^B^r  einea  jiB  von  drei 

sieb  in  den  Punkten  ji^  C  eekneidwaen  Geraden  in  beliebiger 
Anzabl  gerade  Linien  gezogen  werden,  welcbe  die  Linien  AC^  JaC 
schneiden,  z.  B.  in  den  Punkten  B\  A\  so  liegen  die  Durchschnitts.  *  ' 
punkte  eines  jeden  Paars  der  von  By  A  nach  den  Durcbschnitts- 
.pnnitten  B\  A'  gezogenen  gerad,(ui  Linien  BB^  AA*  in  einer 
dorch  den  Punkt  13  gehenden  Geraden, 

7.  Wenn  drei  sich  in  //,  C  schneidende  gerade  IJnieo  AR^ 
ßC^  CA  von  einer  dritten  geraden  Linie  respective  in  C\  A\  W 
geschnitten' werden/  eo  ist  iamer  (bekenntlieb)  AB  .  BC  .  CA^ 
^A'B  .  B'C .  CA,  und  das  Prodnct  der  Flichenribtte  der  drei 
Dreiecke  A'BC^  BCAf^  CAB  ist  jedeneit 

{ÄR  ■  H  C  .  C  Ä  .  sin  J  sin  //  sin 
,   .  Awm  'B  wm  C 

S.    Wenn  y  die  Entfernungen  des  Durchschnittspunkts 

der  die  Winkel  eines,  ekenen  Dreiecks  ABC  halbirenden  gemdes 
Linien  von  den  Spilten  A^  B^  C  des  Dreieck«  land,  so  iit  imer 

•  0 

,.     «'(7  -  T)  +  l»'(7  -  b+r'{\  -  i)«o. 

%  Wenn  man  die  drei  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks 
ABC  durch  Bogen  grösster  Kreise  hnlMrt,  nnd  a,  y  die  swi- 
,l^hen  deren  gemeinschaftlichem  Durcbscbnittsuunkte  und  den  Spitsen 
Ai  Bf  C  des  Dreiecks  li^nden  Bogen  sinn,  so  ist  jederzeit 

cns  «  sin  (Ä  — c)  +  cos  /?  sin  {c  —  a)  +  cos  y  sin  {a  —  ^)=sO. 

«  10.   Wenn  drei  Durcbmesser  einer  mit  dem  Ualbmesser  r  be* 

•sehfiehencn  Kugel  sieh  vnler  den  Winlicin  a,        schneiden  nnd 

9'=z\[a,'\'ß-\-y^  gesetzt  wird,  so  ist  der  kör^ierliche  Inhalt  des 
Ton  den  die  Kugel  in  den  Endpunkten  der  drei  Durclunesser  be«  . 
rnbr^iden  Ebenen  eingeschlossenen  Pnrallelepipedpns 

••       Jlr»  • 

_   •  -  ■  -|  I    -  -r     I  I  I  .  ■  I  III  I 

V^sin  a  siii  (ff  —  «)  sin  (c  —  ^)  sin  (<r — y) 

11.  Wenn  ein  mit  dem  Ualbmesser  r  beschriebener  Kreis  eine 
Parabel,  deren  Parameter  ft  ist,  in  vier  Punkten  schneidet,  so  ist 
*-dni  Prodnct  der  Entfernungen  der  vier  Darchschnittspunkte  von 
:der  Axe  der  Parabel^  — r'),  wo  a  die  Entfernung  des 
-lleheitels  der  Parabel  von  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  bezeichnet. 

12.  Wenn  FT,  UT  zwei  an  die  Punkte  1\  Q  einer  Parabel, 
deren  BrennpMct'i^  ist,  gezogene  Tangenten* : sind ,  so  ist  iaaer 
FP.  F^sszFT^i  nnd  wenn  FP,  FQ  einen  gegebenen  Winkel 
a  einschliessen,  so  ist  der  geometrische  Ort  des  Punktes  T  eijae 

«        Hyperbel,  welche  näher  su  bestimmen  ist.    -         i . 

'  >'  19.  Wenn  ^,  ^,  die  KittmnigdwIhMiMr  in  de«  Sndpmktea 
sweier  coijngirten  Diameter  eiBer  BUipm  lind»  ,so  ist  die  Snann 
«n«  Mutete  Gniiee. 
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14.  Die  c^rösste  Projeciion  eioes  Cnbwi  ist  ein  rernläres  Sechs- 
eck^ desseii  Seite  sich  sa  der- Seite  eineS}  :Seiteiifläcae.  des  jQubiiB 
wie  1/2  :  verhält. 

(Diese  Auffftlien,  denen  sieh  übrigens  einiges  Ji^kannte 

findet,  .wekden  ?artg«sefl|p   :  « 


Miscellen. 


In  Dinfflers  polytecb'nisehem  Joarnnl.  Band  LXXIV. 

Hefts.  S.  I94>.  hat  Herr  Doctor  Mohr  in  Cohlenz  folgendea 
Verfahren,  Barometer  ebne  Anskpcben <  Inftleer  sv  maeben,  ange- 
geben. 

„Das  Verfahren  setzt  nur '^n  Gebrauch  einer  Lnftpmnpe  Vernas. 
Blan  wird  Bierens  schon  leicht  errathen  können,  doss  durch- Wegw 
nniime  des  atmosphärischen  Drucks  dieselbe  Erscheinung'  hervorge- 
bracht wird,  als  wenn  man  durch  Hinzubringung^  von  Warme  den 
,  Quecksil^erdämpien  eibe  dem  atmosphärischen  Drucke  gleiche  Span- 
nung ertbeilt,  und  in  der  Tbat  bembt  Hierin  dwi  neue  Verfahren. 

Auf  den  Teller  der  Luftpumpe  setzt  man  vermittelst  eines  gut 
geschliffenen  Trichters  den  auf  Taf.  IV.  Fig.  3.  abgebildetei»  sehr 
einfachen  Apparat,  den  man  in  kurzer  Zeit  aus  Glasröhren  und 
Kork'stöpsein  susammens^taen  kann.  Der  Trichter  in  Tjpf.  1¥. 
Fig.  3.  ist  mit  einer  guten  Eautsebuckröhre  an  die  Bleiröh're  9  he- 
festigt,  diese  mit  einem  Korke  in  die  etwa  14  I^inien  weite  und 
5  bis  6  Zoll  lange  Glasröhre,  welche  von  irgend  einem  Stative  ge- 
tragen wird,  und.  letstere  mittelst  eUiefr  Korks  an  die  kleine  WSm 
«f,  an  welche  nun  mit  Kaatsehuckröbren  die  aussokodiendeB  Baro- 
meter befestigt  werden. 

Nehmen  wir  an,  man  habe  zu  einem  Gefässbarometer  eine  ganz 
gerade  Röhre  mit  Quecksilber  zu  füllen.  Zuerst  macht  man  die 
Bftbre  Tollkommen  troeken,  indem  man  sie  erwärmt  und  mit  dem 
Vacunm  in  Verhiodung  setzt:  man  wiederholt  diese  Operation  eini- 
gemal, welches  sehr  rasch  geht.  Nun  giesst  man  das  Quecksilber, 
welches  ebenfalls  in  einer  Porzellanschaie  erwärmt  wurde»  durch 
einen  unten  sebr  engen  Papiertriebter  in  -die  Rdbre,  iiefestigt  dieHs 
an  den  Apparat  und  pumpt  die  Luft  aus.  Die  Barometerröhre  liegt 
sehr  flach  auf  dem  Tische.  Beim  Entziehen  der  I^uft  schwellen 
alle  im  Quecksilber  gebliebenen  Luftblasen  stark  an  und  die  mei- 
sten gellen  von  selbst  naeb  Oben«  ebne  daas  snu 'etwas  Wditerei 
SU  thun  nöthig  hätte.  Man  stellt >mni,  wenn  keine I^^Stblasen  mehr 
aufsteigen,  ein  möglichst  vollkommenes  Vacuum  dar,  und  fängt  an 
die  Barometerröhre  leise  schüttelnd  zu  bewegen,  gerade  wie  man 
bei  dem  Auskochen  auf  Feuer  zu  thun  pflegt.  Die  beiden  Eaut- 
aobnekrübren  erlauben  eifne  schon  heftige  Erschütterung^  ohne  dasn 
der  Apparat  dadurch  aus  einander  käme.  Man  bemerkt  in  der  Ba- 
rometerrölure  ein  hartes  Prellen  und  l^liken  deg^.<|iie6ksilb^».g^ 
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pm  dM  CHai>  cImMs  wie  beim  Aiitköeben,  nnd  grosse  Luftbia« 
sen  erscheinen  an  uUea  Stellet,  iro  die  kleinaleB  lüiitUlaebeii 

aitzen  geblieben  sind.  • 
e  Durch  schüttelnde  Bewegung  wird  momentan  der  schwache 
Dniek'  die*  UnecksHbeni  in  der  ireneigteB  R8hre  anfaebobea,  dl« 
IMfitblaseD  TergrÖssern  aicb,  nnd  in  diesem  Augenblick  steigen  sie» 
weil  sie  ein  grösseres  Volumen  einnehmen,  aufwärts.  Durch  wie» 
derholtes  Schütteln  bringt  man  so  die  kleinsten  Luftbläschen  zum 
Anfnftrtsateigen.  -  Mim  knnn^  nncb  das  AnfWirtaateigen  der  Blasen 
'beaehleunigen ,  wenn  man  die  Röhre  über  den  Rand  des  Tisches 
etwas  hinabhält,  wodurch  sie  steiler  zu  liefen  kommt.  Einzelne 
Aebr  kleine  Bläschen,  welche  allein  nicht  .Steigkraft  genug  besitzen, 
Weiter  zu  rücken,  vereinigt  man  zu  einer  grössern  Bluse,  indem. 
nMtt  «die  Rftbre  aufrichtet.  Das  ^ueeksilber  ergiesst  sich  in  die 
weite  Röhre  r.  und  in  der  Barometerröhre  entsteht  ein  Vacuum, 
welches  nun  alle  jene  Luftbläschen  aufnimmt.  Biegt  man  nun  die 
Hubre  i^ieder  vorsichtig  binab^  so  bringt  mun  durch  dieselbe  Mani- 
pulation, aneb  diese  in  der  Spitze  gesaanaelte  Luftblaae  berans.  Es 
ist  eine  bekannte  Erfahrung,  dass  frisdi  ansgekeehte  Barometer 
von  Neuem  ein  Luithläschen  zeigen,  wenn  man  sie  durch  Auf- 
richten hat  spielen  lassen.  Alle  einzelnen  noch  so  Jcleinen  Luft- 
Mren  sammeln 'sieb  alsdann  im  leeren  Ranme  nnd  werden  beim 
l^iedc  ran  laufenlassen  sichtbar.  Die  allerschärfste  Probe  eines  luft« 
leeren  Barometers  ist  immer  das  sichtbar  bleibende  Luftbläschen 
beim  \  ollaufen  der  Röhre.  Beim  Auskochen  kann  man  diese  Probe 
erst  nach  dem  Erkalten  machen,  bei  unserm  Apparate  in  jedem 
Augenblicke  wiederholen.  Bin  10*  Linien  weites  Barometer  war 
innerhalb  10  iMinuten  so  vollkommen  luftleer,  dass  es  ein  kaum 
sichtbares  Luftblasclien  zeigte.  Besondere  Schwierigkeiten  macheu 
Röhren,  die  durch  Anschmelzen  einer  engem  Röhre  eine  Verdün- 
nung des  Kaiibers  haben.  Die  kleinen  linftblliscben  gehen  nnr 
darcii  heftiges  Schütteln  der  sehr  steilen  Röhre  über  jene  Kinschnü« 
mng  hinweg.  Schmutz  an  der  Innern  Seite  der  Rohre  hält  el»en« 
falls  leicht  Luftbläschen  zurück. 

.  Beberbarameter  nnd  gewöbniiebe  Barometer  befestigt  man  eben- 
falls mit  einer  K.autachurJu'öhre  auf  die  Tat  IV.  Fi|f.  3L  angeden« 
tete  Art  an  den  Apparat.    Man  füllt  die  Röhre  nur  bis  an  ihre  Kic- 

fung  und  lässt  alles  übrige  Quecksilber  auslaufen;  die  fernere  Be- 
andlung  wie  oben."  Auf  diese  Art  bat  Dr.  Mohr  nach  seiner  An- 
gabe mehrere  Barometer  auf  ibi>en  Scalen  luftleer  gemacht,  uiyd 
tu^t  hinzUj  dass  dieses  \erfahrcn  sogar  das  sicherste  sei,  weil  die 
Röhre  mehr  gegen  mechanische  Verletzung  geschützt  ist. 

„Bs  ist  übrigens  auch  gut,  die  Barometer  erst  halb  mit  Uueck- 
•ilber  sn  füllen  und  alsdann  lirfirieer  sn  maeben,  weil  man  bei  dem 
geringeren  Drucke  des  Quecksilbers  desto  stärker  erschüttern  kann, 
um  gerade  die  äusscrste  vSpitze  des  Barometers,  auf  die  es  doch 
besonders  ankommt,  luftleer  zu  machen.  Man  füllt  zuletzt  die  ganze 
RAbre  voll  nnd  wiederholt  die  Opertition  mit  dem  naeh^fäHteo 
Th^le.  Es  geschieht  ench  wohl  zuweilen,  besonders  in  nicht  aebf 
glatten  Röhren,  dass  eine  Luftblase  beim  Aufsteigen  in  mehrere 
'  Kleinere  .zerfällt,  welche  schwierig  aufsteigen.  Man  muss  alsdaui 
davcb  wiederholtes  Tummeln  und  Entleeren  dieselben  heraüsnr«* 
fldkaffen  suchen;'' 

Jeder,  wer  die  Ummnebaüiebkeiteir  des  gewttnlieben  fiir  Dn* 
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geübte  immer  schwierigen  Auskocbeos  der  B|ir«net9r  ans  eigner 
Erfahraug  kennt,  wird  mit  uns  die  DeberzeagUDg  theilen,  dass  die 
obige  Methode  des  Herrn  Dr.  Mohr  verdient,  weiter  geprüft  zu 
werden.  Bewährt  sie  sich,  so  werden  LieUbdbfff  im  Stattde  sein» 
gich. mittelst  derselben  auf  wohlfeile  Weise  gute,  zu  wissenschaft- 
lichem Gebauche  taug-liche  Barometer  zu  verschaffen  und  sich  bei 
eiuiger  Uebung  selbst  zu  verfertigen,  in  welcher  Beziehung  wir 
Tormglieli.  die  Lebrer  an  Gymnanien*  un4  andern  Sdinlen  aiit.  die» 
ielbe  aufmerksam  qiacben  undzuibrerPrü  tu  ngauffordern  mdch- 
ten.  Gute  Barometer  sind  jetzt  so  kostspielige  Instrumente,  dass 
eine  wpblfeiler<e  HersteUuog  derselben  für  4|<e  physikalischen  Appa- 
rate der  Scbalen  Jedenfirila  aehr  an  wuitscben  lat  Dai^  werdien 
aicli.linch  die  so  nntaltcbei\  Barometer- BeobaditiiiigeB  gcriqmia  noch 
Mehl  Tetvielfältigeii  a|a  ea  jetst  der  Fall. ist.  ■  ^ 

Maupertnis  lag  einmal  gähnend  in  seinem  Lebnstnhle  ausge- 
itreckt  und  sagte:  „Tclr  wBnidite  jeffet  ein  ackSnea  PrqUeol  wk  IS- 
ien,  was  nicht  schwer  wäre/'  Dieae  Aennening  aiiüilt  iktt  gans* 
(Ans  Chamforrs  Werken), 

Mehrere  Züge,  welche  Maupertuis's  ungemeine  Eitelkeit  und 
Sucht  Aufsehen  zu '  erregen  bekunden,  findet  man  in  Bossut'a 
Gesckiehte  der  Mathematik.  Theil  II.  S.  337  der  deutschen 
üebersctzunff.  Er  war  bekanntlich  einer  der  Mathematiker,  welche 
im  Jahre  1T36  auf  Veranlassung  der  französischen  Akademie  der 
Wissenschaften  nach  Lappland  geschickt  wurden. «  um  dort  die 
6H(sae  einea  Meridiangradea  der%rde  su  nieBten.  Ala  dte'Coaiaid« 
sion  aus  Lapplsnd  zurückgekehrt  war,  hatte  Maiipertuis  nichttf 
Ang:elps:cntlicberes  zu  thun,  als  überall,  in  der  Akademie,  im  Publi- 
kum, in  der  grossen  Welt,  worin  er  viel  lebte,  das  Resultat  einer 
Ot»eratien  an  verkündigeir,  tod  weleker  er  alch  gewiaaernaiaeA  sl** 
len  Bubm  zueignete,  an  welcher  er  indeaa  ala  Hitarbeiter  nur  einen 
sehr  gcrins^en  Antheil  halte.  Er  lies»  sich  sog-nr  in  lappländischer 
Kleiduoj^  und  auf  die  Erdkugel  sich  lehnend,  gleichsam  als  wollte 
er  ihr  die  sphUreidiaclie  GeatiSt  geben,  abmähten,  QndVeUaire,de- 
mals  sein  Freund,  aetite  anter  den  Kiqilieratleh  die  Tier  fbigendeD 
achlechten  Verse: 

Ce  ^lobe  mal-  connu,  qu^il  a  su  mesurer, 
Devient  un  monument  oii  sa  gloire  se  fonde: 
Son  sort  est  de  fixer  la  figuie  «du  Monde»  ' 
I>e  lui  plaire  et  dß  l'deiairer.  ' 


Von  dem  am  23.  Juli  183&  verstorbenen  berühmten  Cometen- 
eutdecker  Jean  Felix  Adolphe  Gamburt,  Direc^or  der  Stern^ 
warte  su  Marseille,  geboren  zu  C^tte  im  Mai  1800  «nKhlt  Pontd« 
eealant  in  seinem  kürzlich  erschienenen  Trait^  ^Umentaire  de 
Physique  Celeste  ou  Pr^cis  d^Astronomic  th^orique  ,et 
pratiüue*  Paris.  1840.  p.  XXVlll.  folgeodeu  Zug:  Je  ne  puis 
•me  ddfendrV'de  dter  ici  nne  aoeedote  Uen  propre. ii  faire.juger,  je 
creia,  de  1»  pdndifätion  de  Gamhart,  et  de  Peq^p^Srienee 
avait  acqoise  par  son  {>tude  continuclle  du  mouvement  des  astres. 
Je  me  trourais  av?c  ^ui  a  l'übservotoire,  §a  )S^|  lorpqu'on  .j^  re« 


I 
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b  pMtti^  nonvelle.  de  rappariltoti  •  4e  la  coM^te  de  Helley, 

et  Ics  ODservations  envoy^cs  de  Rome  par  M.  Dumouchcl.  A 
peine  Gambart:  y  eut-il  jetd  a  la  bäte  un  coup  d'oeil  rapide,  qu^il 
me  dit:  ,,Pour  quel  jour  avez-vous  annonc^  le  retoor  de  la  comete 
SV  p^rlhäief  — .  Ponr  le  19>NoveMbre  (je  n*ayaia  point  alors  fait 
ä  la  nuuue  de  ^Jupiter  la  correction  ^ui  m'a  condiiit  A  recoler  cette 
^öque  jusqu'au  Id.  Noverabre).  —  ht  M.  Damoiseau?  continue 
iBambart.  —  11  annonce  son  passage  poar  le  4.  —  Cest- vou« 

?m  •?«!  raiioD,  ■*^rie*t-il,*la  eon^te  aera.  an  pMh^ie  da  15  an 
7.  —  Elle  j  pasM  le  16,  comme  od  sait;  ainsi  un  simple  Vegard: 
jet6  SUT  le  mouvement,   pendant  quelques  jours,   de  cet  astre  en 
ascension  droitc  et  en  d^linaisou,  avait  suffi  ä  Thabile  observateur 
ippur  deviner  toutea  les  circonstances  de  sa  marche.  —  Eine  Bio- 

Jrapbie  Gambarts  fipdet  man  in  der  Bibliotbeqae  vniverielle 
e  Gen^ve.  Noavelle  Sdrie.  T- IV.  p.345.  -  : 


XLV. 

C  o  r  r  e  s  p  o  o  d  e  n  z. 

Auszug  ans  einem  Scbreiben  des  Herrn  Majors.  viA 
Ritter  Dr.  6.  W.  Mfil-ler-sn  Hfumover  an  den 

.  Herausgeher.. 

HaaiioTer,  18.  Blai  IMl. 

Ihircb  Ibre  gütigen  Zeilen  bin  ich  veranlasst  wordeo  mir  das 
erscbienene  erste  Mef^  des  Arcliiva  kÖMiien  tu  lassen,  dessen  la» 
halt  bereits  viel  Interesse  gewährt.  Zu  der  scliöncn  Abbandluog 
Kr.  XIV.  von  Ihneo  selbst  darf  ich  mir  die  Bemerkung  erlauben, 
dass  eine  vollständige  Auflösung  des  l'otbenot'scben  Problems  von 
»ir,  alt  Beispiel  der  Anwendung  der  Lebre  vom  Zuge  im  3len  Hefte 
XV.  Bandes  des  Gndle'sclieu  Journals  gegelien  wocden  ist;  Der 
C^ang  der  Auflösung  ist  folgender: 

-,  Damit  die  Aufgabe  eine  bestimmte  bleibe,  darf  weder  der  Um- 
kreis der  drei  beksnaten  Punkte  ^,  C,  noch  eine  Toa  den  drei 
geraden  Linien  ^-iC,  BC  durch  den  Messungs-sStaudpunkt  D 

ziibren.  ^'oo  den  drei  Umkreisen,  die  demnach  durch  D  und  zwei 
von  den  drei  bekanuten  Punkten  führen,  wähle  ich  uun  einen,  z.  B. 
den  Umkreis  ABD^  und  bestimme  durch  die  allgemeine  Eigenschaft 
4er  Peripherie -Winkel  aus  den  in  gemessenen  Wiokela  and  aus 
den  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Punkte  B  zuc^t  die  Coor- 
dinateo  des  Punktes  in  welchem  die  arerade  l^inie  DC  den  Um- 
kreis ausser  iu  D  noch  trifft,  uod  darauf  mit  Zuziehung  der  Coor- 
dinaten  des  l^akts  C  die  des  Pankte  ü.  Es  ergeben  sieb  dabei 
die  letalenm  dareb  Vermittelung  der  relativen  Polar -Geordinafoii 
des  Punkts  4^,  sowebl  van      B  91m  JE  aas.  .  , 


Zar  Tergleicbaiig  beider  AuflSmiigmi  nit  einnder  füge  ich 
folfi^eDde  Uebersicht  meines  Recliniingsg-anafs  nn.  Es  mögen  die 
reciitwinklisrcn  Cuordinaten  der  Funkte  durch  die  nebengesetzten 
ttndM«li«fe  ^(«,  6),  S{a',  C{a",  l/%  E\%,  83),  D{a:,  y),  fer- 
ner die  dnrck  liesrang  in  D  bekannt  werdenden  Winkel  AI}B 

•durch  o,  AJbC durch  BAC durch 7^  =f  -7 « -f-/7  bexeicbnet  sein, 
.40  «rbält  man  Torbereitend  die  nlntiTen  PiDlnr-Coordioaten  (0,  r) 

At%  Punkte  B  ▼•m  Anfangspunkte  A  vek  durch  tang  Q=  .~  \ 

.•^^ain.« —  coi  ©V 

Setzt  man  nun  1)  0  +  ;'  =  0',  2)  r  |!~-^==r',  so  sind  (0',  r') 

.  die  relativen  Polar^Coordinaten  des  Punkts  £^voni  Anfangspunkte  A 
ans  nnd  es  iit  3)  $(=«+«^  coi^,  4)  523=^+»^  sin  9.  Setnt 
van  ÜBmer 

'      Ä" — 55  / 
5.  ^  g  =  tong  ^   desgleichen  I  8. 


sin  (w 

ö') 

•in 

« 

sin 

sin 

«in  (« 

sin 

a 

1^ 


13. 


6.  iff  —  ßssim  {  9.  1 

i  *     '  i 

'7.  ^  —  y  =  «^  flO.  i 

80  sind  respective  (t/A  r),  (?/,  /),  die  relativen  Polar-Coor- 

dinaten  des  Punkts  B  von  den  Anfangspunkten  B^  A  und  B  aus. 
Uan  hat  dann 

'  fy=a$^r«aiD  ^ 

a:  —  (^-\'f*  cos  w' 

yz=zh'  '\-f*  sin  a/ 

Für  die  Vcr^lcicliung  seihst  bemerke  ich,  dass  a  und  /?  in  beiden 
Auflösungen  dasselbe  bedeuten,  und  dass  das  Resultat  Nr.  12.  von 
'  den  Ihrisen  Nr.  14.  nnr  darin  sieh  unterscheidet,  dass  ftlr  die  rela- 
tiven Polar  Coordinaten  zur  gegenseitigen  Lagen-Iiestiminung  der 
Punkte  D  und  A  bei  mir  der  bekannte- Punkt  A  bei  Ihnen  der 
unbekannte  Punkt  D  als  der  relative  Anfangspunkt  betrachtet  wird« 
Hau  hat  also'^ss-— ^  und  tang  «staug^  9. 

Nur  bemerke  ich  noch,  dass  die  Lehre  vom  Zuge  voranasetel, 
dass  der  Radius-Vector-Zug  eben  sowohl  neg^ativ  als  positiv  aus- 
fallen kann,  und  dass  die  iibliche  Ausschliessung  negativer  Werthet 
zwar  in  eiazetaen  Fällen  nützlich  ist,  allein  mit  der  wahrhaft  all- 
gemeinen Auffassung  im  Widerspruc  he  steht.  i!)o  wird  a.  B.  der 
VVinkel  9),  der  hei  Ihnen  in  IVr.  II.  durch  seine  Tangente  gegeben 
wird,  stets  als  ein  spitzer  Winkel  genommen  werden  dürteo, 
nämlich  als  ein  nositiver  oder  als  ein  negativer  spitzer  Winkel,  ^e- 
liachdeai  die  Zahl,  welche  Nr.  11.  für  tan^  w  gieht;  eine  positive 
adar  eine  negative  Zahl  ist.  Ks  er^^icht  sich  dann  durch  Nr.  IS. 
TOB  seihst,  ob  ^  eine  positive  oder  eine  negative  Zahl  ist  * 
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XI,I. 

Untersachangen  über  die  geometrische  Beden« 

tuiig  der  Constanten  Coefficienten  in  den  all- 
gemeinen Gleichungen  der  Flächen  des 
zweiten  und  dritten  Grades 

Herrn  L.  Moasbrugger, 

Ldirer  der  Ma^emttik  an  der  Kantonsiehnle  m^Aaraii. 


I.  ITeber  die  geometrische  Bedeutung  der  Constanten 
in  der  allgemeinen  Gleicliung  der  Flächen  des  zweiten 

Grades. 

§.1. 

Der  allgemeinen  Gleichung 

der  Flächen  des  sweilen  Grades  könneii  wir  nodi  folgende  swei 

Formen  geben: 

«*  +  2s  \B'at  4-  C^y  +       +  By*  H-  Cjt^  +  U\vfj  -|- 

+  2C^r  +  /»=sO..^ 

y*  +2y  1^  ^  +  ^  a  4-  ^  j  +  ^  +  ^      +  -^^5  +  _  , 

In  diesen  Gleichungen  berücksichtigen  wir  kein  besonderes 
Coordinatenssystem.  Setzen  wir  in  die  zweite  dersolben  statt 
und  y  irgend  DestiniBte,  übrigens  aber  durchaus  willkiihrliche  U  erihe 
a:\  y,  so  erhalten  wir  die  mit  der  Ordinatenachse  der  %  parallelen 
Ordinaten  derjenigen  Punkte,  in  welchen  die  Fläcbe,  welcbe  wir 
durch  eine  der  Gleichungen  1),  2)  oder  3J  ausgedrückt  liaberi.  und 
die  wir  künftig,  der  Kürze  wegen,  die  Fläche  F  nennen  wollen, 
▼OD  der  Linie  ^  =  ^y  f=^y'  geseknltten  wird. 

<*)  Auszug  aus  einem  bald  encbetnenilen  Werke  über  «nalytiicbe 
Geometrie  des  ilanais  tosi  Vf.  dieses  Anfsatses. 

TMl  L  ^ 
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J)urck  die  so  eben  gcuuuute  Subslituüun  wird  also  diö  Glei- 
chanf^  2)  xn: 

+  26"./  '  4-  />  =  Ü  4) 

Bezeichnen  wir  die  Ordiiiutcn  der  ubeubcnauiitcn  Durcbschnitts* 
punkte  mit  x,'  und  X/,  so  wissen  wir  aus  det  Theorie  der  GlelcliUB- 
geo,  dass: 

Wiederholen  wir  dieses  Verfahren;  indem  wir  in  die  Dteicfann^  2) 
für  y  die  gleiche  Ordinate  wie  obea,  statt  or- aber  irgend  einen 
anderen  bestiniintcn  übrigens  aber  willkübriichcu  AVertb  a:"  cititüh- 
ren ,  und  mit  s"  und  die  Ordinaten  der  Durchschnittspuukte  der 
Linie  a:  a:'y^y=.  y'  mit  der  Fläche  F  bezeichnen;  diese  Or- 
dinaten  werden  zugleich  die  WiAheln  der  durch  jene  Substitution 
aus  2)  entstandenen  Gtcicbung  sein,  wie  dieses  auch  bei  den  Or- 
dinaten  2'  und  :i,  in  Keziohung'  auf  die  Gleichung  4)  der  Fall  ist« 
und  wir  bekommen  wie  vorbin  die  Gleicbuug: 

+  s„  =r  —  2(Ä'.r '  -H  Cy-hu4")  6)  • 

Snbtrabiren  wir  5)  von  6),  so  ist: 

Um  diesen  Ausdruck  von  B'  durch  eine  geometrische  Coustructiou 
SU  bestimmen^  schneiden  wir  Taf.  IV.  Fig.  1.  die  Fläche  F  in  den 

*  Entfernungen  OK*  =  a:\  OK^  ts=l  x"  vo»  der  Tbenc  der  y:^  durch 
zwei  mit  dieser  parallele  Ebenen  Z'A'Y',  Z"A"i'".  uud  alsdann 
noch  in  der  Entfernung  OJt  =  y/  vou  der  l^henc  der  ,tx.  durch 
eine  mit  dieser  parallele  Ebene  Z"'/lX'i  diese  letztere  wird  die 
beiden  ersteren  Ebenen  in  xwei  mit  der  Achse  der  z  parallelen  Li- 
nien J*N'f  P"H"  schneiden;  die  Fläche  F  selbst  aber  wird  von 
den  beiden  ersteren  Hbenen  in  irgend  zwei  Linien  rwciton  Grades 
V'MfL'M\  T"M„L"M\  und  von  der  letzteren  Ebe|^  in  einer 
eben  solchen  LM,M„FIIS**M'  geschnitten,  diese  letzte  Gnrve 
wird  jede  der  beiden  \ orp^eiiannten  im  Allgemeinen  in  zwei  Punkten 
iV, ,  M'\  J/",  weiche  zugleich  aut  den  Durcbscbulttslinieii 

P'H',  P"H"  liegen  werden,  scliueiden,  und  wir  haben  daher  im 
Sinne  der  oben  angenommeueu  iiezeichnuug  J^M,=-si,,  Jl*'JWz=x'y 
jP^Mf,^  %f,^  P^Jf^ss^»  also,  wenn  wir '  uns  in  der  Ebene 

W^nX'  die  Linien  M,N,„  M'^i«  |Nu-allel  mit  der  Achse  der  .a?  ge. 
sogen  denken: 

mithin  ist  ans  7) 

^Setzen  wir  hingegen  in  der  Gleichung  2)  zuerst  a:'  uud  t/^ 
akdann  as^  und  y^  statt  je  und  y,  so  finden  wir  wie  vorbin: 

a'  4-     =  —  2(/?'.r'  +  C'y'      J")  9) 

x'"  H-  s,„  =  -  "Ziß'.T'  -i-  Cy  +  J")  10)  ' 

worin      und  »,„  die  Wurzeln  der  zufolge  jener  Substitution  aus 
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2)  nntstandpDcn  Gleichung  bestteliBeB.    Durch  Sobtractioa  dieier 

GieicbuDgen  erliaiten  wir: 

OBne  dam  ciM  bmoDdere  Zeicliniiiiff  iiStbig  ist,  können  wir  uns 
in  den  Bntfemnngen  OR—  y'j  OH"  =  y"  von  der  Kbcnc  <(er  xx, 
mit  dieser  zwei  parallele  die  Fläche schneidende  Ebenen  VJ'IiW 
und  in  der  Entfernunar  OK'  =  a:'  von  der  Ebene  der  y:a 
parallel  mit  ihr  eine  eheufuils  die  Fläche  K  schneidende  Ebene 
IfK'Y  denken,  und  annlog  mit  dem  Vorhergehenden  die  mit-  der 
Achse  ders  parallelen  Durcbschnittslinien  ffhlj  }>"hl*,  und  die  Durch« 
srbnitfsjMinkto  dieser  mit  der  Fläclir  P  respertive  durch  m,\ 
m"j  m,f  bezeichnen^  und  endlich  m'n",  mfUff  in  der  Ebene  Z'A'l' 
parallel  mit  der  Ebene  der  ys  bin  su  ihren  Dorchnehntttcn  n„  und 
mit  ffil*  sidien,  alsdanD  nahen  wir  wieder: 

alao  Cr=3  ^^^^   11) 

Führen  wir  endlieh  in  der  Gleichung  3)  nach  einander  und 

jc^'  und  X  statt  a:  und  y  ein,  wo  Off  a:"  ebeofillls  bestimmte  aber 
willkührliche  Werlbe  liuben  können,  so  ontstcben  zwoi  GIcicIiuniron  des 
zweiten  Grades  in  Beziehung  ^lul  y;  bezeichnen  wir  die  Wurzeln  der- 
selben respective  mit  y",  y,\  y"^  y„\  so  geben  diese  zugleich  die  Grö- 
saen  der  mit  der  Achse  der  y  parallelen  Ordinaten  der  I)urcli8chnitt8- 
pnnkte/X'',  jU/;  /u",  fft,,der  Linim  {.r=z.i-,  (,r=:./  ',  x^zx)  oder 

(7r'/t')j  {n"h")3  mit  der  Fläche  und  wir  ii halten,  wenn  Avir  uns 
fiV'j  ^,Vii  parallel  mit  der  Achse  der  .v  ge^oi^cn  denken^  wie  oben: 

^-».y„  =  _8j|*'  +  |v  +  f  j  IJ) 

2(.r"-a:')  ==:g-  ""^^  ■^  =  -  sTv  ^ 
Sobald  nun  ^bestimmt  ist,  kann  dieser  Au.sdrnok  oinrn  bestimmten 
Werth  von  A'  geben.  Wie  wir  auch  die  Uuilseb.eueu  Z,'K'Y\ 
Z^'K^Y",  Z*"RX!  (Taf.  IV.  Fig.  h\  oder  bei  der  Bestimmung  von 
C  (wo  keine  Figur  beigefügt  ist)  Z'A  1 Z  liX',  Z'"/t" A"  u.  s.  w. 
parallel  mit  sich  selbst  verrücken  mögen,  die  ersten  Tbeile  der 
Gleichungen  8),  II)  und  l-li)  behulten  immer  einen  und  denselben 
Werth,  es  ist  auch  über  die  Luge  der  (Jourdinatenachseu  durchaus 
keine.  Bestimmung  angenommen  worden^  mithin  können  wir  auch 
die  Ea^e  .der  vorgenannten  schneidenden  Ebenen  immerhin  beliebig 
annehmen,  nur  muss  die  parallele  Lage  der  bezielilichen  Kbencn 
beibehalten  werden.  Die  in  Rede  stehende  Ligenschaft  bezieht  sicli 
auch  auf  die  besonderen  Fälle,  wenn  die  Firche  F  in  ein  System 
zweier  paralleler  Ebenen  degenerirt.  Die  Gleichungen  5),  9),  10), 
12)_,  13)  bestehen  auch  dann  noch,  wenn  die  obengenannten  sclmei- 
denden  Ebenen  der  Fläche  nirlit  mehr  begegneu,  denn,  auch 
für  den  F'all  imaginärer  Wurzeln  einer  quaUrutischeu  Gleichung, 
bleibt' -die  Summe  derselben  doch  reell,  bloss  flUlt  in  diesem  Falle  die 
goomctriiehe  DenCuug  hinweg. 
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Wir  köoneD  die  iu  8),  11)  und  14)  (refundenen  Ausdrücke  für 

4' 

die  CoefficicDtea  B\  6*',  für  besondere  Frille  noch  vereinfaclien, 
iodem  wir  die  bezielilicbeo.  schneidenden  lübeneo  so  bestimiaeo,  dass 

wird.  Wir  brauchen  zu  diesem  Ende  in  der  Fläche  F  nur  Unien 
resprefivc  parallel  mit  der  Achse  der  ,t  und  y  zu  ziehen,  und  durch 
die  Durchschnitte  derselben  mit  der  Fläche  F  die  parallelen  Kbe- 
ueu  zu  legen.  Hierdurch  fallen  die  Punkte  Jlt„  N„\  m,i  und 
n„%  ii>„  und  v,f  susamnen,  nod  wir  haben  statt  der  vorgenannten 
Gleichungen  folgende: 

Mir  ^    £_     fLL  15^ 

Wir  bemerken  noch,  dass  wir  ans  den  Gleichungen  5)  oder  9)  er- 
halten: 

Der  erste  Thcil  dieser  Gleichung  bezeicliiiet  die  Ordinate  der  Mitte 
des  von  der  Fläche  iuterceptirten  h^tiickü  der  gerudeuLinle  (.2:  =  ^, 
y  =  ^')i  bexeiehnen .  wir  diese  Ordinate  mit  und  iaisen  die  Ac- 
cente von      f/  weg,  so  erhalten  wir 

JH-Ä'd?-HCyH-u<"=0.  16) 

Diese  Gleicbnng  erkennen  wir,  indem  wir  a:,  y  und  %  als  veränder- 
lich betrachten,  als  eine  solche,  welche  diejenige  Diametralebene 

der  Flache  P  ausdrückt,  welche  alle  der  Achse  der  %  parallele 
Sehnen  halbirt.  Auf  gleiche  Weise  erkalten  wir  aus  12)  die 
Gleichung  *■ 

'    I  ' 

oder,  wenn  wir  -  ^  ^'=y  setzen  nnd  dia  Accente  weglassen, 

Äy-H      -I- +     =s  0 ....  17) 

Diese  Gleichung  drückt  aber  diejenige  Diametralebene  aus,  welebf 
alle  mit  der  Achse  der  y  parallelen  aebnen  halbirti  ' 

§.  2.  .  •  '  . 

Wenn  wir  in  der  allgemeinen  Gleichung' 

4-  By^  -4-  Co;»  -f-  lA'xy  -h  Wxx  +  ICyx  -4-  lA'x  IB^y 

4-2C"a?-*-/>=:0  I) 

der  Flächen  des  zweiten  Grades  zuerst  x  und  //>  alsdann  x  und 
und  zuletzt  y  und  %  gleich  Null  setzen,  so  erhalten  wir  die  drei 
Gleichungen 

»»-f-2^"«-hZ/=0 j  iffy»-i-2^''^/>=0;  C2r»-|-2C"'a:-f-Ä=0...2) 

Diese  Gleichungen  werden  uns  die  Durchschnittspunkte  der 
Coordinatenacbsen  mit  der  Fläche  F  (welche  wieder  durch  die 
Gleichung  1)  ausgedrückt  werden  soll)  geben  ^  bezeichnen  wir  näm- 
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lidi  rMpeeti?e  mit  a/^      die  Worscln  '4iMer*Glei* 

drangen,  so  iat  bektnat,  dnaa 

'     »V'  =  JO;  y'y"  =  ^5  *'<  =  ^  3) 

ist;  bezcicbnen  wir  den  Anfang  des  Coondiniitensystems  mit  0,  die 

Durchschnittspunkte  der  Achsen  der  s ,  Tor  y  und  der  :r  mit  der  • 
Fläche       respective  durch  Ji,  H'\  Q,       i\  P'\  so  erhalten  wir 
am  8) 

0H.01Vr^B,^^^B,^^^C  4) 

Pahren  wir  den  so  eben  gefbndeoen  Werth  des  Coefficienten  B 
in  dem  in     1. 14)  gefundenen  Werth  von  -ß  ein,  so  bekommen  wir 

Aus  f.  1.  15)  folgt  «neb,  dass 

Da  in  der  allgemeinen  Gleichunp:  1)  der  Werth  von  Ii  und  C  der 
gleiche  bleibt,  wie  wir  uuch  den  Coordinatennnt'atii>  O  mit  Keihe- 
naltung  der  gleichen  Acbsenrichtung  verlegen  mögen,  üu  bleibt  der 
«votieot  der  Prodncte  OJt,  OBf  nnd  OU*  OQ,  wie  auch  jener 
«ler  Producte  OR^  OR  und  Ol*,  OF  derselbe  für  alle  beliebigen 
Punkte,  durch  die  wir  nach  besünmter  Acbsenrichtung  drei  gerade 

Linien  legen.  Da  aber  ancli  der  <Uatient  ^    X^"*""  fiir  jede  mit 

sich  selbst  parallele  Lage  den  Ebenen  IfK'Y\  ZrA"Y"  (Taf.  IV. 
Fig.  1.)  beständig  bleilit,  so  bleiben  es  uucli  jtntor  der  Bedingung 
der  purullelen  Acbsenrichtung  die  in  5)  und  ö)  gctundenen  Aus- 
drücke für  den  Coefücienten  A'.  Die  Construction  des  Aufdrucks 
Ton  JÖ  Ist  in  dem  Falle^  dass  die  Aebte  der  %  der  Pläche  wirklich 
begegnet,  immer  möglich,  in  demjenigen  Fülle  über,  wenn 'diese 
Achse  der  Fläche     nicht  begegnet,  giebt  die  Gleichung 

imaginäre  Wurzeln,  deren  Product .  jedoch  immer  reell  ish  Im 
ersten  Palle,  wenn  nämlich  die  Achse  der  %  der  Fläche  begegnet, 
ist  D  positiv,  wenn  die  beiden  Durchschnittspunkte  /{,  JV  auf 
derselben  Seite  des  Coordinaten-Anfangs  liegen,  negativ  hingegen 
im  entgegengesetzten  Falle.  Für  dos  EUipsoid,  das  eiotheilige  Hy- 
perboloid nnd  beidii  Paraboloide  ist  also  D  posithr  oder  negatnr 
jenachdem  dar  €oordinatenanfang  ansseriialb  oder  innerhalb  .der 
^Fläche  genommen  wird.  Beim  zweithciligen  Hyperboloid  ist,  wenn 
die  Achse  der  x  beide  Flächenthcile  triflt  und  der  Coordinatenau- 
fang  0  innerhalb  des  einen  liegt.  Iß  positiv;  liefft  der  Funkt  O 
aber  zwischan  beiden  Flacbenäiailen ,  so  ist  /f  negativ;  triiit 
die  Achse  der  x  nur  einen  Flächentbeil  und  Hegt  der  Coordinaten- 
anfang  ausserhalb  desselben,  so  ist  D  positiv,  liegt  er  aber  inner- 
halb, so  ist  1}  negativ.  Das  Zeichen  von  Ii  und  C  hängt  davon 
ab,  ob  die  Pradncte  OM»  0iV  «nd  OQ,  OQ  dar  aof  den  Coordi- 
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iiatcn.'iclispn  ^Z,  abgeschnittenen  Stücke,  ebenso  die  Producte 
OH  .  OJi  und  OP.  OP*  der  auf  den  Achsen  der  %  und  der  x  ab- 
geschnittenen Stücke  von  gleichem  oder  ungleichem  Zeichen  sind. 

Setzen  wir  in  der  allffeneinen  Gleichung  1)  i?=Csl^  flo 
wird  on.  OR^OQ,  OQ!=zOP.  OP*.  In  diesen  speclellen 
Falle  ist  die  Fläche  JF"  eipe  Kugel. 

f.  3. 

Zur  n (Stimmung  der  Coefißeient^n  jtf*^,  €^  bedienen  wir 
uns  wieder  der  Gleicfaangen  2)  des  vorigen  PAragrapben.  Aus  der 
ersten 

ist,  wenn  x'  und      die  Wurzeln  derselben  bezeichnen; 
«'+*''  =  -2^",  also  ^'^  =  -.5l±£  oder  A-  =  —  2ä±^^ 

Bezeichnen  wir  mit  M  die  Uitte  des  Segments  RBt^  so  ist 

Jt'^^OM  1) 

Ans  den  beiden  anderen  Gleichungen  2)  in  f.  2  erhalten  wir 


B 


Bezeichnen  wir  mit  M'  und  M^'  die  Bli|ten  der  Segmente 
und  PP"^  so  erhalten  wir  zufolge  der  GleichiiBgan  4)  das.voiigeB 
Paragraphen: 

^  — —     Od. Od  C/  OP,OP  J'*^'. 

Wir  können  also  in  dem  Falle,  dass  die  Achsen  der  «,  y  und 
a:  die  Fläche  F  wirklich  schneiden,  die  Werthe  von  A'\  B"  und 
C"  leicht  construireu.  A"  ist  nämlich  gleich  dem  mit  entgegen» 
gesetzten  Zeichen  genommenen  Abstände  der  Mitte  der  auf  der 
Achse  der  %  von  der  Fläche  abgeschnittenen  Cborde.  In  demjeni* 
gen  Falle  aber,  wo  die  Achsen  der  Fläche  nicht  begegnen,  müssen 
wif  diese  Coetlicienten  auf  andere  Weise  bestimmen.  Wir  wollen 
diese  Bestimmung  zuerst  bei  dem  Ckiefficienten  Jt*  Tomehmen.  Ge* 
brauchen  wir  hieran  die  in  §.  1.  16)  gefundene  Gleichung  derjeni- 
gen Diametralebene,  die  alle  der  Aoise  der  %  parallele  Chorden 
halbirt,  nämlich  die  Gleichung: 

%  -h  B  x  +  C'y  +  A"  =  0 . . . . . . .  4) 

in  welcher  A"  di«^  Ordinate  des  Durchschnittspunkt^  dieser  Ebene  mit 
der  Achse  der  a  ist,  jedoch  mit  entgegengesetztem  Zeichen  genom- 
men.   Ziehen  wir  dah  er  irgend  drei  mit  der  Achse  der  %  parallele  ' 
Sehnen,  so  bestimmt  diejenige  Ebene,  welche  durch  die  drei  Halbi- 
rungspunkte^  dieser  drei  Sehnen  geht,  auf  der  Achse  der  %  eine  Ordi-» 
nate,  die  gleich  -^A"  ist.  Die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  der 

Ebene  4)  mit  den  beiden  anderen  GöordinateDachaen  iiiid  —  ^  ud 

—       Nehmen  wir  die  Gleichungen 


A'w  +  i7y  +  T's  -H     s=  0  5) 
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» 

+ H- ^»  +  C'' 9  0 . . .  ^ .  6) 

der  beiilen  «ndereii  DisBetralcb^neii ,  welche  respective  die  mit  der 

Achse  der  y  und  der  jc  paralleleo  Selinuii  iialliiren,  lo  (inden  wir 
für  die  Courdioateii  der  Ourciisclmittopuiikte  der  Ebene  5)  nit  den 
Coordiuateattchsen  der  js,  y  und  ac'. 

'  •  B*  B  B' 

=      C"»  ff»^'--B^  '^'  —  "75 

uud  tür  jeue  der  Ebene  6)  uiit  deu  gleiclien  Acbsen:  > 

C  C"  C 

»»  =  — y,=— 7;  Af,  ==— c"' 

Bezeicbncn  wir  mit  6',  B  und  A  die  llurchscbnittspuukte  der 

Siauietraiebene  4)  mit  deo  Acbseu  der  as,  y  uud  o;,  ebenso  mit  6'', 
^'  und  C*,  die  OurcbscbBittsponkte  der  Bbenen  5)  und 

6)  Bit  jenen  Achien»  so  haben  wir: 

0C=-^,  0^=.-^; 

J9*>  tf 

OC'ss^^,  OB^^^J^l  Oji'ast^^', 


g%>'  ff» 

...        r  ,  ,    ^       ^       OB    A"        0  4 

Aus  dicften  folgt  aber :  -^p  ssx        ^  ^  oiiiUia 

\  •  »  "I  •  .  . 

Wir  haben  atee  allen  Coel&eienteu  ihre  p^cumetriscbe  Bedeniang  ge- 

feben;  zur  deutlicheru  Uebersicbt  wollen  wir  diese  mit  ihren  zU' 
omnieDücn  Wcrtheii  liier  in  der  gleichen. Ordnung,  wie  sie  gefun- 

^  den  wurden,  auscbliesseu: 

Bzs^^^^^^^^~  (§.1.8)  oder  anch  ITss-—^  (f.  1. 15))  ...8) 


C^^^mn^^,  (^.1.11)  oder  nach  C'=-~(§.1.15)|,..«) 
^'==— c — ^{;;><><;e  ^   (f         ««ler  auch  A 

D^  OR,  ^72* (f  2. 4)  . . .  13) 
Wenn  die  Fläche      von  den  Achsen  getroffen  wird;  so  ist 

A"z^^OM(%.  3. 1)  • .  14;  ir'=-i!^^^J|^(#.3.2)..15)j 
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WeoD  die  Fliehe  *F  ▼on  den  Achsen  nicht  getroffeArird;  so  ist 
=  —  3. 7)  . ,  17;  iy  =  — '^^^    (f.  3.  7) . .  18)i 

€?»=-?£g^rt.3.7)..19) 
§.4; 

Wir  -vrollen,  b«ror  wir  weitere  Anwendungen  Ton  diesen  Be- 
stimmungen machen,  noch  uufersiichen ,  welche  geometrisclie  Deu- 
tung die  ührigen  Coefücienten  zulassen,  wenn  einer  oder  mehrere 
in  der  allgemeinen  Gleichung 

,a  _^        ^_  Co:»  H-  2^ ory-i-  +  2C"y:£  -H  2^";5  -i-  2^"^ 

der  Flächen  des  zweiten  Grades  Null  werden. 

Wir  sehen  aus  §.  l.  8),  §.  2.  4)  und  §.  3.  1),  dass  keiner  der 
Coefficienten  B,  C'-^  C,  D  und  von  den  übrigen^  abhängir 
ist,  mithin  kann  einer  oder  mehrere  der  übrigen  Coemcienten 
B'\  C"  zugleich  Null  werden,  ohne  dass  die  geometrische  Bedeu- 
tung der  erstem  eine  Aeoderung  erleidet.  Wohl  aber  erkennen 
wir  aus  §.  1.  14)  und  §.  3.  1')^  duss  A'  und  B"  von  B^  C"  hin- 

fegen  von  C  abhängig  ist-,  und  daas  für  Bz=0  und  C=0  im 
ifgemeinen  auch  A\  B\  C  zu  Null  werden,  in  welchem  Falle 
auch  die  Flache  F  niemals  ein  EHipsoid  sein  kann,  welches  schon 
daraus  erhellet,  dass  die  Gleichung  By"^  '■\-'i>B'y-^  1)=.^^  wenn 
^=0  ist,  in  ^B"y-i-DssO  äbergeht,  welche  nnr  eine  einzige, 
aber  eipe  reelle  Wurzel  hat,  weshalb  die  Transversale  OQQ  weder 
eine  Tangente  an  die  Fläche  sein^  noch  dieselbe  in  zwei  Punkten 
treffen  kann,  was  docli  nothwendig  Statt  linden  müsste,  wenn  die 
Fläche  ein  Eilipsoid  wäre  und  der  Punkt  ü  nicht  auf  der  Ober- 
flXche  desselben^  läge,  welches  wir  aber  bis  jetst  noch  vorausgesetst 
haben.  Ist  aber  auch  Z>  =  0,  so  folgt  ans  §.  3.  13),  dass  einer 
der  Factoren  OR  oder  OR  gleich  Null  ist,  dies  kann  aber  nur 
dann  Stattfinden,  wenn  der  Coordinatenantang  0  auf  der  Fläche/^ 
selbst  liegt,  in  welchem  f^Ile  aber  alsdann  sowohl  einer  der  Factoren 
OQ  oder  OQ^  wie  auch  OP  oder  0P\  zu  Null  werden  muss,  da- 
durch alsduun  B^  C,  A\  B\  C"  unbestimmt  werden.  Diese  Coef- 
ficienten müssen  in  diesem  Fall  wie  in  3.  mittelst  der  Diametrai. 
ebenen  4)  5)  ö)  bestimmt  werden.  Am  gleichen  Orte  haben  wir  ge- 
funden, dass  B'  =  — ^^Qß^  •  dasa  OA  =i  —  ^  ist,  woraus 
OC .  OC 

•Jtss:  wird.  Wir  bemerken  ferner  noch,  dass,  wenn  B 

und  C  zugleich  negativ  sind,  alsdann  eines  der  Segmente  OR  oder 
OR  in  Beziehung  auf  das  andere  eine  entgegengesetSte  Richtunf^ 
haben  muss;  dies  kunti  aher  bei  dem  Eilipsoid  nur  dann  stattfinden, 
wenn  der  Punkt  O  innerhalb  der  Fläche  liegt,  in  diesem  Falle  ha- 
ben aber  auch  die  iScgmeote  OP^  OP  wie  auch  OQ,  -und  OQ,  ent- 
gegengesetzte Richtung,  alsojiind  die  Prodncte  OP,  OP^  OQ,  OQy 
so  wie  das  Product  OR,  OR  negativ^'  folglldi  die  Önodenten 
OR .  OR    OR  OR'  Z  1 .    j      V  •  j 

OU  'ÖP~(Jp  P"^'**^*  woraus  hervorgeht,  dass  bei  dem  Eilip- 

soid die  Coefücienten  B  und  C  immer  positiv  sein  miissen.  Ganz 
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«of  gleiche  Art  kfisDen  wir'veigen,  dusa,  wtfaii  **  das  V^meichen 
•4-  bat,  die  beiden  Coeflicienteo  \ß  and  C  beim  zweitheiligen  Hy. 
perboloid  zugleich  negativ  sein  müneo^  beiB  eiatheiligeA  lijperlw« 
ioid  aber  nur  einer  von  Keideti. 

Ist  ferner  u4"=:i),  IT  z=i),   (7'  — 0,  so  tolgt  nach  §.  2.  3) 

ODd  f.  3.  l'i,  dass  ^-:ti:--.o,  yl±J^l  =  0,  ^—==0,  also 

ORz=-~On\  OU  —  —0(i,  0P=—  OP"  Ut-,  die  Puuktc  /J 
undy^i  Qy  W\  /*)  liegeu  also  nicht  nur  auf  entgegeugesetzten 
Seiten  des  Ponktes  0^  sondern  auch'  gleich  weit  von  demselben 
entfernt,  aneb  erhellet,  dass  der  Punkt  weil  kein  besonderes 
Cüordinatensystrni  herücksiclitig-t  wurde,  der  Mittelpupkt  der  Fläche 
sein  muss.  Wir  erhalten  auch  nach  der  zu  Knde  von  ^.  3.  gege- 
benen Tabelle  JDss—OR*,  Bsa^^  Cs=s^,    Wir  sehen 

schon  ans  dem  so  eben  Angeriebenen»  dass,  wenn  aulf  diesem  Wege 
die  Discussion  der  Flächen  vorgenommen  würde,  dieselbe  weit  an- 
schaulichere Resultate  als  die  bisher  gefundenen  liefern  würde. 
•  1  5.     *        '   '       •     '  • 

Aus  den  am  Ende  von  §.  3.  angegebenen  CocfKcientcnwertben 
\ lassen  sich  viele  merkwürdige  Eigenschaften  der. Flächen  des  zweU 
ten  Grades  dedneircn» 

Wir  haben  nialicb  fiir  jedes  beliebige»  Coardlnatensyitan 
fiinden»  dass 

ff._OR.OJR:  ^  OR.OK 

•  "'^Oa.Oil'  0P.OP\ 
Verlegen  wir  den  Goordinatenanfang  O  naeh  irgend  einen  an- 
dern beliebigen  Punkt  O,  der  Achse  der  %  oder  der  Linie  OAK^ 

nnd  ziehen  durch  O,  mit  den  vorigen  Achsen  der  .-r  und  y  re- 
spective  die  parallelen  0,P,Fi^  0,QfQf'y  welche  die  Fläche  jP  eben- 
nlis  in  den  reellen  oder  imaginären  Punkten  P,fP,'\  Q,y  Qi  tref- 
fen, so  folgt  aus  der  Bemerkung,  dass  die  Coemdenten  B  und  C 
durch  eine  parallele  Verschiebung  des  Coordinatensjrsteins  dnrchans 
keine  Veränderung  erleiden,  dass  ebenfalls 


 0,R.O.R  ^^OJt,0^ 


^  Selsen  wir  die  Werthe  von       wie  anch  die  von  C  einander 

gleich,  so  erhalten  wir: 

OR.OR .  o.q, .  oa;       or  .  OR. .  op, ,  o,p:  - 

OH.OU:  OM.O,«  ^^'^  OP.OP  .O.R^O,R^^'''^f 
Verlegen  wir  ferner  den  Coordinatenanfang  in  einen  'gnns  -beliebigte 

Ort  und  nehmen  ein  ganz  beliel>ii^cs  Coordinutensystem,  dessen 
iAchscn  0^R^\  O^QJ^  ^a-P»'  «»»t  jenen  des  vorhergehenden  Sy- 
stems durchaus  in  keiner  Beziehung  stehen,  bezeichnen  endlich  mit 
B^y  C|  die  Coefficienten  Ten  und  se*  in  der' allgenieinen  Glei- 
chung der  Fläche  F  (wo  jedoch  B^  und  C,  ganz  andfire  Weithe 
haben  als  B  und  C),  so  ist  ebenfalls  nach  f.  3.  11).  42) 

-j  o^R, .  o^r:  w  _  o^r.  o.r:  . 

■  ■  •      O  ^  *0~Q  '*    * O  f*  ,0  P%'    •  •  «  ■ 

•  'Bs  be«eiebnen/r,,V<t'*;  P„/>^' jiejjmehnchniltspunkte 

der  neuen  Achsen  O^Ry\  O^Uit  O^P.^'  der  a,  y  und  mit  der 
Fläclie  JT.  Verlegen  wir  jetzt  den  Coordinatenanfang  0^  nach  irgend 
einem  andern  Punkt  6^,  der  Achse  O^B^'  derx,  und  ziehen  0^(ig\ 
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0,/*',  retpeetiTe  parallel       den  Aefcsen  0s^«>  O^P*^  der^  oid 

des  DätiDStvorhergehendcn  CoordinateDsystems,  so  Iiabeo  wir,  weil 
■bei  dieser  Coordioatea- Veränderung'  die  Werthe  von  /f,  und  un- 
verändert bleiben,  wenn  ^„  ^„  P.,  die  Durchscbnittspunkte 
der  Bca^ii  Acbten  der  y  tmd  ^  mit  der  Fläche  P  becelohiMiiy  bmIi 
deo  ffieidieD  Nonmern:  *  ' 

Setxen  wir  diese  Wertlie  von  und  jenen  vurbiu  gefuD- 
denefi  gleich,  lo  ist: 

O^P^.O^F^.O^R^,O^R\ — V 
Setzen  wir  dieses  \erfabreo,  wodurch  wir  die  GleichuDgen  1) 
und  2)  erhalten  haben,  weiter  fort,  und  bezeichnen  die- Dnrch» 
achnittspnnkte  der  Fläche  F  mit  den  aufeinanderfolgenden  Aebaen 
der  «I  y  und  x  respective  mit  ■  ■  ^ 

Ö4>   ö'«!   ö*»  dj>  Ö«l  .      .  .  Ö2J»-l-l>   ^2«-l-Ii  . 

80  erhalten  wir: 

o,R:,.o^H\,o,ü,.o,u:^_.  o^R:, .  6>^/r, .       .  o.r, '  . )  3^ 


6) 


O-ltiRn  .  (hnKn  -  Olji-\-\P2n-\-\  -  (hn+lFvi^\ 

(hnP<in  .  ihnFim  .  Ost^lRn  .  (h»+\R»  ~" 
Aus  . der  MultipHcation  der  dleichungen  1)  2) ...  5)  erhalten  wir: 

\o^R.O^R,O^R^,O^R^.ÜiR^,O^Rt  O^m-^xRn^ih^klJtCn] 

OP,OF  ,0Q.  Od  .  0J\  .  O^F^  .  0^(1.  .  <>3/y .  . .  

 .  ■  .  (hnPjjx  ■  (h}iF2n  .  (hnOin  ♦  OlnQ'ln  

.  .  .  (hn-^iP2n-^\  .  (hn-¥-lF2n-hi  •  ^2;t-f-1^2n-«-l..  Ö2»-*-lft'2Ä-l-l 

Hätten  wir  die  mit  ungeraden  i>tellenzahlen  versehenen  An- 
fangspunkte der  Coordinaten  auf  den  Linien  OQf^  O^  Qt^^  ^«^4  • 

oder  auch  auf  OP*,  Ö^i**  

, .  genommen,  so  , wurden 
ytix  ähnliche  Gleichungen,  wie  die  in  6)  erhalten  haben. 

Sind  die  sämmtlichea  Achsen  4er  %  nemiich  ORy^  O^H'y 
0^R\  an  gezogen,  4m>"  ^  ^  Flächf  F,  b«nttffei|,.  i^o. 


1t: 
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haben  wir  OBz=s  OR,  O^^sstO^»^  O.B^^O^M!^  «.f.«. 
und  die  Gl^icbuig  ^  geht  \u,  ip]^wit  ober:      .  .  , 
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Nrtiieii  wir  aber  die  beiden  andtrtf' Achsen  jedesmal  tangirfid, 

so  dass  also  OQ',  0,Q!,,  O^Q'^,,.,...^  OP',  O.P',,  0^I\  

die  Fläche  F  berühren,  so  wird   0Q=  OQ,   0,Q,  =  O.Q!^, 

O^Q^=zO^(i\  j  OJP^OP',  0,P,z=zO,P',,  0^l\^O^P\  

niid  wir  erhalten  «iit  6)  folgende  Gleichnng: 

Sind  endlich  in  Jedem  O^ordtnaternysteni  alle  drei  Aeheen  ten- 
girend,  ae  utfpias  6j 

(  OR .  O^R^ .  O^R^  0»bRh   ) «  j 

1  O^R  .  O^t  .   (hn+lRn  )  f 

 OP  .Oq.  O^P^  .   g2ai'a«  .  <^g2i.  (  ^ 

^0,P.O^il'O^P,.0,(i,  «bHdlWl.^a+l«2iHM/ 

Vervielfachen  wir  die  Gleichungen  der  nemlichen  Nummern 
1,  2^ ...  5,  jedoch  so^  dast  die  rechte  und  die  links  beaoudere 
Producta'  bilden,  so  erhalten  wir: 

S 


■5 


+ 
>>> 

+ 

a 
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M 

M 
M 
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+ 


M  ? 
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NehneD  wir  aucb  diesmal  alle  Acbseo  der  x,  ^  und  a:  tangireod 
an  die  Plicbe  F,  ao  ergcbeo  siph  «na'diesep  Gleiekiiogeii  folgende: 


...12) 


Addiran  wir  esdUdi  die  GlaickiiHr«>  1>  2» . . .  5  io  der  aeiMiflbw 
Ordoimi^  a^.iet:  . 


5»  « 
^  &  ^ 


+  + 


« 
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Iii  Bestimmungr  der  geometrischen  Bedeutung-  der  Coef« 
ficienten  der  Gleichung  der  Fiäclieu  des  dritten 
i  •  Grades.  .  ^ 

'i-.  §.1. 

Da  der  Gang,  den  wir  bei  diesen  Bestimmungen  einschlagen, 
Sfters  mit  jenem  des  iu  1.  bearbeiteten  Gegenstandes  übereinstimmt, 
MF  vMMü^  iHr  ans  in  den  betreflMm  raten,  ns  Wiederholuog^en 
nn  Tenneiden,  nnf  denselben  belieben.   Der  •llgenieinen""'^'  *^  

3  C?^»«  +  3A>y»  + 


4-3-4'»» H-3i»'y» -f-aC^o:^  -f-3Z>.ry-f-3J5;'^3+3/^y»/'^^  ' '  * 

der  Plidien  dei  dritten  Grades  geben  trir  folgende  su  unsemr 
Zwecke  dienliebe  Formen: 


-l-iffy«  -h  3y» +  ^  1+  3y  1        +  Z^^  -f. Ä "}  f  ^ ^  


1^  _L_£ 


r^B-^^  I Ä !  i B^  +B^'^ß\'^B'^ 
or« +3^  { f«  4-^yH-§  j +3^  I  f *^4-fJ?»^-f 

+'^+3*M|y+^l-*-3,[fy3+fy+^i+|y^ 

.  -*-3;^y'4-37ry-i--^ 


=  0....  3) 


s  0 .  • . .  4) 


■ 

Wir  haben  biebei  jwie  In;  I.  kein  besonderes  Coordinnfon- 

berficksich  ticket. 

Wenden  wir  das  gleiche  Verfahren  wie  in  I.  §.  1.  an,  und  be- 
leicbnen  die  Wurzeln  der  aus  2)  durch  die  auf  einander  folgenden 
Substitutionen  von  af^  i/\  a:",  y'\  a:\  i/'  .  itaid  ^,  y  entstandenen 
Gleichungen  respective  mit  »V«»,  »"i,  Vi;  ***n 
so  erhalten  wir  nach  der  Tbeorie  der  Gleichungen  des  dritten 
Grades: 
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=  — 3(-V-|-Z^:r''H-.i')   6) 

•     »'"i  -^x'\  ==  — +  ........  7> 

Aua  diesen  bt: 

—  9(x—^) 

'  Bei  der  Constroction  dieser  beiden  Coeffictenten-Werthe  ver> 
fahren  wir  ganz  gleich  wie  M  jener  der  Werthe  von  JS'j  V  in  I. 
§.  1.  BezeichneD  wir  die  Dnrchschnittspunkte  der  mit  der  Achse 
der  %  parallelen  I^inien  (a'  =  a'',  y=zy')^  (^  =  ;r",  y^iJV 
(ar  =  ^,  y==y"),  die  wir  P L.\  JP"L",  F'"L'»  (Taf.  IV.  Fig.  2.) 
nennen  wollen,  and  der  dorcli  die  Gleickung  1)  uusgedriiektea 
Fläche  F,  respective  mit  JT,,  Jf'„  M*\  Jl#"„  üf",,  M\\  ü/'»,, 
jf/'",,  iW'", ;  und  denketa   uns  von  die  Linien 

M\Ä'\,  7l/'aA'",,  parallel  mit  der  Achse  der      bis  an  die 

Linie  P"L",  und  il/^A"^,  iü/'.A'",,  iV'.iV",  parallel  mit  der 
AebsiB  der  y  bis  an  die  Linii»  f^if*  gestfgen,  so  «rknlteirwir|  wie 
an  oben  «ngegebenen  Orte:.  _ 

—  jp^i^    " 

Durch  ein  itbnlicbefl  Verfabren  mit  den  CSUicbnogen  3)  und  4)  er- 
balten  wirf:  '  ~ 

If. —  .   

.        5^  =  ^  3^;.^,  .....  13) 

,  '  .         .  »II 

In  dioien  Ausdrücken  bedeuten  a»",.,  mfi^^^,if^  o.  s.  w.  in 
Beziehung  auf  die  Fläche  Fi  und  die  Linien  (;rr=:.tr',  s  = 
(ar  =  ^^  «  =  (a:  =  a:',  «  =  (y  =  y',  ;8  =  V);  (y  =  y% 
*x=*'):  (y  =  y',  «rst»'');  die  wir  respective  mit  p'f,  p  t^  fff* 
n'Vy  irX\  n^'X"^  bezeichnen  wollen  (diese  Linien  sind  alle  in  der 
Figur  angezeigt,   die  Punkte  ji*',  ...  wie  auch  die 

Linie  u.  s.  w.  sind  weü^gfelassen)  das  Gleiche,  was  M"i,  ^J"-xt 

Jd'\^  A'\  u.  s.  w.  in  Beziehung  aui  die  Fläche  F,  und  die  Linien 
/M/,  .f"jL'\  P^IT'  Wdenteir.  .  -  - 

Ganz  auf  gleiche  Art  wie  in  L      1.  15.  können  wir  fiir  be- 
sondere Fälle  die  in  10,  11,  ... .  15)  gefundenen  Werthe  voil  jO, 
.  •  •  u.  8.  w.  noch  vereinfachen,  so  dass  sie  die  ForsMU       •  .t 
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erhalten. 

.        •  ■  .  .     §.  2. 

Seteen  wir  stient  in  dnr  GleicbuDg  2)  ^  und  v\  nitdann  in 
3)  und  %\  und  endUclr  in  4)  y  and  «,  gleich  fCuu,  po  erhalten 
.wir  folgende  Gieichangeii: 

4«H-a^«*-4-3^«H-i'"'=sO  1)  • 

or»  + ^*.-+- ^ 4- -£7- =  0  .  w. . .  ^) 

^Bezeichnen  wir  respective  die  Wurzeln  dieser  Gleichungen  alt 
«1»  tfi%  tf%i  9m  \  so  ist  bekanntlich : 

oder  wenn  wir,  wie  früher,  den  Coordinnten- Anfancf  mit  0,  die 
Durcbschoittsuunkte  der  Achsen  der  y  und  ^  mit  der  Fläche  F 
hesiehlieh  dnrch  H,  Jf  i  Q,  (ST';  P',  bezeichnen, 
so  ist: 

il^bB- ÖÄ'. QR\ Oa.OQ.O Q'i  ^J^sa- ÖP. Ö/^. Ö-P'j 
woraus  wir  aogleich: 

erhalten.   Da  wir  hiebei  kein  besonderes  Coordinaton-Systen  sn 

berücksichtigen  brauchen,  so  nehmen  wir  dusselbe  so  an,  dass  es 
mit  jenem  in  §.  1.  entweder  das  gleiche,  oder  doch  mit  ihm  paral- 
lel ist;  allsdaDD  werden  wir  mittelst  der  Substitution  der  soeben 
ffefbndenen  WerÜe  von  B  nnd  C  in  den  GleichuDgen  12,  13,  • .  16 
folgende  Coordinaten -Warthe  erhalten: 

*  (<Br,w",-»^%n"3 ,  Ott,  OK,  ORT 

^,  (wT,!^.  +  m'-.n'"^  -H  m'",n"\)  .  QH  .  QR .  OST  . 

Zp'p'  ,OQ,  ,0^  ,<Ht  ..... 

•     •  Zn'  Ti  .  OP   Ol*"  .  OF'  *> 

ß  (A*'"t»^"» '^t^''\r'\-\-H'"',^"\)  OR^Om. OR'  \. 

Die  abgekürzten  Warthe  dieser  Coordinaten  aind  aas  ^.  1.  10. 
ebenso  zu  bestimmen.  .  ... 


»•  • 
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f.  3. 


•  Wir  plangen  zur  Bcstiminungr  der  Coefficienten  A*.  B'  C  in 
dem  wir  bemerken,  dass  bei  der  gleichen  Bezeichnung  wie 'in  4  i 
au  den  Gleicbangea  1,  2,  3  jenes  Paragraphen  folgt,  dass: 

bt,  und  wenn  wir  in  diese  Ausdrücke  die  Wertbe  \on  %    %  - 
 •  •  «""t  von  B  und  C  einfahren,  ao  erhalten  wi^ 'alsdann' 


1) 


Nun  ist  aher^  wenn  alle  drei  Wurzeln  der  Gleieboofr  &  o 


poaitiv  aind, 


RR' 


,  und  wenn  wir 


3    "  gleich  dem  dritten  Tlieile  der  Snne  der  Ab. 

stände  der  beiden  letzten  Dorchschnittspunkte  Jl'  und  RT  tu»  * 
sten       macheo,  so  ist  Ol.  die  Kiufernunir  des  auf  die  cbfen T«^ 
rebene  We.sc  hestinimU  n  l'unktes  L  von,  Coordinatonanfan^e  i^A 
M  und  A  out  d«n  Adifen  der  y  und       in  lieziehant  «'..f  j- 
Punkte       Q  Q",  />,  y  ^  P'^  ebenso  bestimm?  ^e  l  in  «-i^i 
auf  die  Funkle       IC,  Ii",  so  haben  wir  Tneb  13«%^  1)!  '"'''""fi^ 

oochf Iss:"  Gleicbungen  f.  2..  1.  8.  3.  folgt  aber  aud, 

irt.  Föhren  wir  «tatt  ;5„  45,,  u.  s.w.,  wie  auch  statt  Ä  und  C  Vkw^ 
Werihe  in  diese  Ausdrneke  ein,  so  erbaltco  wir:  r 


•)  per  oben  angegebene  Werth  Ton  Ä  hängt  iedorh  nnrh  u- 
dene  Art  von  de».  Voneichen  der  Wur»eh,  i.  ^   und  -  1  n^^'r  t 
^  kann  in  Beziehung  auf  diese  Vorzeichen  Siih  Ibl^di  WirlTh? 

•  3        »  I 


»i— — g« 

3  ' 


—  «I  — *, 


.....  ^  .  .  5         '  — ▼««  welchen 

jedoch  die  drei  letztern  nur  das  Entcepeniresetzte  der  «1«:    •  ^ 


A^^{pR^ 


3 


I  )»  gleiche  Art  lassen  sich  auch 

noch^  lür  jeden  der  Coeffidenten        C  drei  Terschiedeae  Werth. 

TlMtt  L 
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iOR,OR-^OR,OR-k-OR.OR)  ^ «  ^ * 

§.  4. 

Um  gcomctrisclie  Ausdrücke  für  die  vier  noch  unbestimmten 
Coefficienten  jP,  E\  D\  F'  zu  erhalten,  kehren  wir  zn  der  Glei- 
chunpc  §.  1.  2.  zurück,  und  setzen  in  jene  nuclieinunder  x\  y  \ 
x\  y"\  x\  i/\  a:'\  y"\  beseichoeo  aladsoii  die  Woraeln  der  reinl- 
tirenden  Gleiebutig'eo  respective  mit  V,,  s',,  »\\  x",,  V,, 
^"'ii.^"'»>  «"i;  so  kftbea  wie  sufoJge  der  Bigen- 

scliaftcn  der  cubischen  (jlcichun^en: 

«i».  -Ha'»»'.  -H* .  =        »  +  ^^V  +  ^^'^ ' 

^  if"y'  4-  E'a:  -^  A")  . .  1 .  .  1) 

-h^r) . . . . .  2) 

+   3) 

j^ry-^-Ex-^-A)  4) 

Subtrabiren  wif  die  erste  yoo  der  zweiten,  und  dividiren  den  Rest 
durch  y  — y,  so  ist 


•■  1 


•  « 


V 
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Eg  sind  aber  iiacb  UDserer  in  §.  1.  «ngenonmeneii  Beseicbnuug 

M\;  3f",,  ßf\,  M\i  if/'".; 
3f'^\,  M'^\  die  Durclisclmiffspnnkte  der  Fläche  F  und  der  mit  der 
Achse  der  ,x  purallelen  .Linien  P Lj\  P"JJ\  P" JL'\  P^^'IJ^\  so 
dass  also      =/*'yb\,      ^  P M\  u.  s.  w. . .  1 .  & 

Durcb  die  Einführung  «jiiGser  Linien  in  die  letzte  Gleichung 
wird: 

:  ip'p.p^p 


CoDStruiren  wir,  um  diesen  Ausdruck  kürzer  darzustellen, 
/wischen  und  P''M"^„,  P'M'\  und  P" M'" P  M'\ 

und  7*  PM\  und  P M\,  /"»^J/'»^,  und  /"»'iV'^,  u.  s  w  

P'iM\  und  /^jV',  dicInitllcrenP^o|lortiomllenÄ'^r'^,  S'\T'\, 

S"\  T \,  S'\T\.  S\_  T,;  bilden  alsdann  aus  A''^,  T'»',  und  S\ 
ein  reclit\vinklig(}s  Dreieck,- ded:>eu  Üypoteuuse  s'^^ß\  sein  ^soll, 
ebenso  bezeichnen  wir: 

die  U^potenuse d.  recLtw.JPreiecks aus«!^"",  7^'\u.S'\  7*\  uiit#"'j«",, 

•  r   •  -    -    -  •  '     Ä''^T^^- A^T'3  -  *'^*'„ 

-  -  S"\  T  \  -  S  \  T\  -  <•"',«"„ 

-  -      -     .  -       -  -  jST'.T",  yj',/',. 

Fuhren  wir  diese  Hypoteniuen  in  den  obigen  Werth'  von  F 
ein,  80  erhalten  wir:  * 

-r«  ZJrP.F^F! 

Wir  erkennen  aber  hierin,  dass  die  Summe  der  drei  ersten 
Quadrate  der  Diagonale  m'^j.h^*\  eines  rechtwinkligen  raralldepi- 
jpeds  s'^\«\s\s'\f  dessen  kauten  s'^^^s\f  *"  a*'»  sind,  gieicii 

ist,  und  ebenso  ist  die  Summe  der  drei  andern  Quadrate  dem  f|ua« 
drate  der  Diai2:onale  s"\s"\  eines  andern  rechtwinkligen  Parallele» 
pipcds  "i*  "j*"'.^  gleich,  dessen  Kanten  *"',«'\,  s  'i*"m  *"'«*"« 
sind,  und  es  wird  daher  der  letzte  Ausdruck  zu: 

■*  3/* ' /*"' oucr      —  3/*" /»*  /*"' ^  •  •  •  •  •  •  "1 

WO  dio  zweite  Cathete  einps  rechtwinkligen  Dreiecks  be- 

zeichnet, dessen  lJy|iotenuse  und  dessen  erste  Cathete 

^'\9\  ist,  Mittelst  dieses  Werthes  von  jP,  und  des  in  %,  6)  ge- 
fundenen Wertbs  von  E  erhalten  wir  aui.der  <«leiehung  5),  wenn 
wir  die  oben  angegebeneu  Bezeichnungen  und  Uülfseonsiructionen 
gebrauchen: 
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8- 


Audi  in  diesem  Ausdrucke  kann  das  erste  Glied  des  zweiten 
TLeils,  wie  in  8.,  einfacher  dargestellt  werden.  Subtrabireu  wir 
t,  TOD  4k  und  diTidireo  den  Beat  nit  3{^"  — to  iit: 


Sa^Btitiiiren  wir  kieria  des  vorlus.  g«tedeM«  Weiifli  voa  uad 
den  in  2.  8.  aogegebene«.  Weitk  yn  .G,  und  ge^ndlMi  .die  im 
Anfange  dieses  Paragraph«!  angegebeBeB  BeseicbDaDgeB,  to  erliaU 

ten  wir  wie  in  10^ 


368 
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Um  endlich  den  CoeflicieDten  zu  bestiraueo,  setxeo  wir  in 
der  Gldcbvng  f.  1.  3.  säch  einviidw  x'  itatt  jf  and  x; 

BO  folfft  wie  oben,  dats,  wenn  wir  mit  y^t,  y',,  y,;  y,\  y% 
die  Wnnela  der  remltireodeo  Gleicbungen  bezeiehoen: 

y  ly  i-i-y  ly  i+y  »y  .=3  j  ^»  *-f-^^  *  -f-^f^^ »  ^»  -^^-^iß  t 

Diese  Gleichungen  von  einander  sebtraliirt,  and  des  Reit  Mit 

3(a:"  — or')  dividirt,  geben: 
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Aus  dieser  Gleichuog  finden  wir  durcli  Einführnng  der  Wertlic  von 
i/t>  y'»»  U.I.  w.,  ferner  voo      L  und      folgenden  Wertb  von  D  \ 
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Da  die  CoefScienten  B,  C,      D,  E,  F,      K,  Z  ihre  Werthe 

ODTerändert  beibehalteo,  wohiu  wir  auch  dtts  Coordinateosystetn 
parallel  mit  sieb  selbst  vcrrückcD,  so  könneD  wir  ähnliche  Kissen- 
Schäften  der  TraDsverituleu  iu  Beziebuug  auf  die  Flächen  des  dritten 
Grades  herleiten,  wie  wir  es  in  1.  5.  bei  den  FISdien  des  xweite» 
Grades  gethan  haben;  da  aber  die  Herleitung  ganz  die  gleiche  ist, 
wie  a.  a.  0.,  so  brechen  wir  hier  diese  Untersuchungen  ab,  bis  wir 
an  einem  andern  Orte  diesen  Gegenstand  ausführUcher  behandeln. 


Ueber  Bernoallische  Zahlen  und  di^  Coef- 
ficienten  der  Sekantenreihen. 

Von 

Herrn  O.  Sehlömileh 

zu  Weimar. 


Qie  folgenden  Gotwickelungeu  beruhen  auf  xwei  wichtigen  he- 
•tiMMteB  Integralen,  Dümlicb 


f. 


•*   CO«  x^d%    1  - 


«s  s 


e 


.g!^  sin  ^0^6»==""  +  ^  "(2) 
e     —  1  «  —  e 

die  sich  im  Zusammenhange  mit  der  Lehre  von  den  bestimmten  In- 
tegralen nebst  einer  Menge  ähnlicher  leicht  entwickeln  lassen,  die 
MD  aber  auch  Mittelst  der  beiden  Pormelii  von  Fourier 

f(gß)  r==  —  ß  ^  sin  ißdii  J  ^  f>{ß)  sin  a:QdQ 


leicht  verificiren  kann,  indem  man  im  ersten  Fall  y(0)— .  - 


1 


und  im  sweitea        =  -„^  ■    setst  Dnreh  die  erste  lotegratioD, 

e     —  1 

welche  man  nach  (1)  und  (2)  ausführt,  gelangt  man  zu  einem  Aus- 
drucke, der  wieder  ganz  ähnlich  aussieht  und  sich  auf  gleiche  Weise 


-  » 
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iotegriren  lässt,  so  dass  maa  zuletzt  eiu  ideotiscbes  Resultat  be- 
konnt,  wie  dieat  der  Fall  sein  mou,.  wenn  die  Integrale  (1)  und 
(2)  richtig  seA  sollen. 

Mnltiplieim  war  (1)  mit  (2),  m  wird  «of  der  rediten  Seite 

Nun  gidit  nber  die  Divisio«  ,  wenn  «mn  für  eot  «  die  be- 

C  OS  »17 

kanote,  nach  Potenzeo  von  o;  geordnete  Reihe  setzt,  eine  ueue 
Reihe  von  der  Form 

ß  ß 
sec  3c  —  ^  2  ^  ^>  ^3  4      ""^  •  •  • 

wo  J^o,  i?,,  iff«,  ...  gewisse  Zahlen  sind,  die  eine  interessante 
Analogie  zu  den  Bernoullischen  Zahlen  i?,,  /f,,  ZT,,  ...besitzen, 
welche  letztere  bekanntlich  in  der  Cosecantenreihe  eine  wichtige 
Rolle  ipielen. 

Schreiben  wir  |/—  Xae  für      lo  wird 

= *o  -  nl  ^' + 17^,7»  • 

«bo,  wenii  wir  diene  Reibe  aobnlitairfii 

0  c2  -he 

Den  Nenner  des  Integrals  wollen  wir  kurz  mit  N  bezeichnen,  und 
cos  jcO  in  die  bekannte  Reihe  entwickeln,  wobei  wir  die  Totenzen 
von  jti  weicbei  in  Besag  nnf  die  lutegnition  Conntonte  fit,  vor 
das  Integmlseichen  letsen  können.  Wir  erbniten  dann 


=  ^«    rä        TTäTITi  ^*  ~"  ♦  - 

alao  dntob  Vergleiebnng  beider  Reiben 

oder  allgemein  2^^  — —  =  ^*«>  ^'  *•>  wenn  wir  den  Werth  von 
N  wieder  einsetzen, 


—  =  Äm(3) 


0  «»^H-n 

Dnreb  ein  ibnKcbns  ▼tiftdmn  eibnlten  wir  am  (8)  ein  beetinuiiton 
Integral»  waieb«»  die  (2ia  —  l)te  BamMlIiadM  Zabl  ausdrückt, 

Multipliciren  wir  namRcb  baide  Seiten  tob  C^)  mit  l/'—  1»  ao 
wird  rechts   

alao 
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Setzen  wir  xur  Abkürziuig       _  ^  =  M  und  gehen  wniöge  der 
RelatioD'  üng  x  =  cot  «  —  2  cot  2»  sur  TaDgente  nber,'io  ist 

^  M(2  sin  2are  —  sin  a:G)ä9  =  tang  \/^a:, 

Knlwickcln  wir  nun  tang  1/ —      in  die  bekannte  Reihe,  welche 
die  Bernoullisclien  Zubleu  invoWirt,  und  ebenso  sin  sin 
in  die  nach  Potenzen  vuu  :vB  fortschreitenden  Reihen,  so  haben  wir 

und  vergieichen  wir  bade  Reihen, 'Glied  lÜrGlIed^  lo  entitekeD  die 
Relationen 

2*1 

oder,  wenn  wir  für  M  seinen  Werth  schreiben, 

Die  Ausdrücke  (3)  und  (4)  sind  zwar  schon  an  sich  hemerkens- 
werifa,  In  »o  fern  sie  jeden  der  intecenanten  €oeffidenten 

B^tn—i  durch  ein  bestimmtes  Integral,  also  in  geschlossener  Form 
darstellen;  interessanter  aber  ist  fönende  Entwickelung,  durch  welche 
man  zu  einer  Relation  zwischen  JS^n  und  ß'2n—i  selbst  gelangt. 

Wir  sejtzen  in  (1)  \/ —  lor  für  op^  mttltijplicirep  beide  Seiten  mit  . 
2  sin      nnd  haben  lo 

y»*  2  sin  ar .  cos  V^—lxBdS               2sinar  * 
0   "   = 

Zerlegen  wir  ferner  das  Produkt  2  sin  ^ .  eos     —  laS  In  die 

Summ«  sin  (1  +  V^Q)^  +  sin  (1  ^  1/^0)^,  entwiekelib 
dann  beide  Ausdrickn,  links  die  beiden  Sinus  und  rechts  die  Tm* 
gente,  in  ReUiea,  so  sind  Acren  (2»-^  l}ln  aUgsneinen  Glieder  . 
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^  # 

'oder,  'vnnm  wir  dem  Neuner  unter  dem  Integralzeichen  wieder  mit 
beMichneii '  0 

Entwlckela  wir  nun  die  Potenien  (1  ±  l/'— 1  nach  dem 

■iaitheew,  wobei  wir  diellBoaialciMflle^aiatt 
l)t»  •  •  • .  beseMuieii,  «o  üt  «iiter  Integral* 

oder  * 

Aber  jedes  dieser  Integrale  lässt  sich  nach  (3)  ausführen;  und  wir 
oriwlte»  Mit  Kiekflitht  wf  (5) . 


H-  (2»— 1),^^  -  ....  ±  (2/.  —  1  j2«-2Ä2;._2  .  (6) 

eine  sehr  einfache  Relation  zwischen  den  auf  einander  folj^enden  Se- 
ItanteDcoefficienten,  einer  Bernoullischeii  Zahl  und  des  fiioomialcoef- 
ficienten  ihres  Index. 

Dieses  Resultat  lässt  sich  noch  anders  aclareiheB. 

Wenn  mau  nämlich  die  SeKanteureihe 

•ec  4f  s=r      -I- y;^' 1....2»  "♦•*•  • 

I 

mal  differenxiirt,  ao  iat 

wobei  die  naehfolgeoden  Glieder  noch  jc  eotholten.  Alao  fiir  «vs^O 

Ebenso  erhält  man  ana  der  Tangentenreihe 
1.2      ^»•^-»-  1.2.S.4  ^«-^ 

durch  (2«  —  l)malige  Differenziatiun  und  für  ^  =  0 

Fübreo  wir  dieee  Werthe  in  (6)  eia^  so  iat 
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XLVIIL 

Ueber  €auchy's  neueste  Untersnchimgeii  ttber 
die  Eotwleke^g  dw  gesond/NimTimcttoiien 
mit  einer  veraiderlichen  Grösse  in  nach  den 
positiven  ganzen  Potenzen  dieser  verftnderli- 
clien  Grösse  fortschreitende  convergirende 

Reihen''). 

Nach  d«ii  C^msfd^ratioDS  nonvelles  siir  la  th^iwie  des 
soites  et  0iir  les  lois  de  leur  conTergence  von  Canchy 

in  dessen  Exercices  d*Analyse  et  de  Physique  math^- 
maticjue.    9e  Livraison.    Paris.  1840,  frei  bearbeitet 
nnd  mit  erläuternden  Zusätzen  vermehrt 

von 

dem  Herausgeber. 


f.  1. 

Brkl&rnng.  Von  dor  Grösse  X+  YV^,  wo  JC  obiI  Y 
reelle  noabhängige  oder  abh&ngige  veriUiderliche  GrSssen  bezeich- 
nen sollen,  sagt  man,  dass  sie  einen  endlichen  völlig  be- 
stimmten Werth  hahe^  wenn  die  GröasQo  X  und  JT  beide  end- 
liche völlig  bestimmte  Werthe  haben. 

Der  Null  nneodlieh  nahe  kommende  Verftndernnffen 
der  «einen  endlichen  völlig  be«tiromten  Werth  habenden  Grosie 

X  -f-  y  —  1 ,  wo  X  und  Y  reelle  unabhängige  oder  abhängige 
veränderliche  Grössen  bezeichnen  sollen ,  heissen  solche  Verände- 
rungen dieser  Grösse,  welche  der. Null  unendlich  nahe  kommenden 
Veränderungen  der  reellen  Gr$Men  X  und  Y^  entoprechen  oder 
durch  solche  Veränderungen  dieser  Grösien  herl^geföhrt  werden. 

Eine  Function  f{^x)  einer  beliebigen  reellen  oder  imapi^inären 
Grösse  x  heisst  für  einen  gewissen  endlichen  völlig  be- 
stimmten Werth,  oder  in  der  Nähe  eines  gewissen  end- 
liehen völlig  beetimmten  H^erths- dieser  veränderliehen 
,6rÖa8e  stetig,  wenn  diesem  endlichen  völlig  bestimmten  Werthe 
'der  veränderlichen  Gröeie  x  ein  endlicher  vöüig  beitimmter  - Werth 


Unter  gesonderten  Functionen  werden  hier  die  ^onst  sogenannten 
fnnctiones  explicitae  verstanden;  da  diese  Functionen 'wirfcUoh  von 
ihren  veränderlichen  Grössen  gesondert  vindy^so  scheint  der  hier  ge« 
brauchte  Ausdruck  nicht  unpassend  zu  sein. 
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der  Function  /"i^}  entspricht,  und  wenn  durch  der  Null  unendlicli 
nahe  kommende  Veränaemngen  des  in  Rede  stehenden  endlicbcn 
YÖllig  besHmnileii  Werths  yn  aß  der  Noll  unendlich  nahe  komneiide 
Veränderungen  des  diesem  endlichen  völlig  bestimmten  Wertbe  voa 
entsprechenden  Werths  der  Function  f  \x)  herbeigeführt  werden. 
Sind  dagegen  diese  Bedingungen  nicht  vollständig  erfüllt,  so  sagt 
mn,  Amt  für  den  in  Reae  «tehenddn  eiidliel|eii  vttlllg' 
bestimmten  Werth  der  veränderlichen  Grösse  eine 
Unterbrechung  der  Stetio^kcit  Statt  findet. 

Wenn  für  keinen  reellen  Werth  von  welcher  eine  Mittel- 
grösse zwischen  den  beiden  reellen  Werthen  a  und  ft  von  a:  ist, 
eioe  Cnterbrechany  der  Stetigkeit  der  Fttnetion  f{a:)  Statt  findet, 
so  sagt  man.  dass  diese  Function  zwise^ien  denGränsea  m 
■  nd  It  oder  von  a  bis  h  stetig^  sei. 

Die  .Function  fUc)  heisst  lerner  zwischen  den  reellen 
Werthen  r  vAd  das  Modvlns  ihrer  TeränderlicliaB 
Grösse  ;r  als  dessen  Grä.nzen  stetig-,  w^nn  für  keinen  Werth  der 
veränderliclien  Grösse  ao^  dessen  Mtxlulus  eine  iMitteip^rösse  zwischen  r 
und  /2 ')  ist,  eine  üoterhrcchung  der  Stotipfkeit  der  Function 
Statt  ündet,  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  für  jeden  Werth  oder  in 
der«  Nähe  jedes  Werths  der  veribiderliehen  Grösse  o?»  dessen  Mo- 
dulus  eine  Hittelgiösse  «wischen  r  und  ü  ist,  die  Fimetion  f(ae) 
stetig  ist. 

.  «.«. 

I^ktmüL,  Wenn  die  Function  fif=/(.r)  für  einen  he- 

stimmten  reellen  Worth  ihrer  unabhängigen  veränderli- 
ch e  n  G  r  ö  s  s  e,  w  e  I  c  h  c  r  d  o  r  1^  i  n  fa  c  h  h  e  i  t  w  e  g  e  n  d  u  r  c  h  .2:  s  e  I  b  s  t 
bezeichnet  werden  mag,  reell  und  stetig,  und  der  ent- 
spreebeade  Werth /'(or)  des  erste«  Differentialqnotien« 
ten  dieser  Function  eine  endliche  völlig  bestimmte  re- 
elle, aber  nicht  verschwindende  Grösse  ist;  so  wird,  in- 
dem man  die  unabhängige  veränderliche  (i  rosse  vondem 
bestimmten  reellen  VVerthe  a:  an  sich  reell  und  stetig 
Torändern  lässt: 

1.  wenn  positiv  ist,  die  gegebene  Function  Toa 
dem  Werth e  f{^r)  an  zu-  oder  abnehmen,  wenn  die  unab- 
hängige veraudcrliche  Grösse  von  dem  reellen  Werthp 
ac  an  respeetive  sn-  oder  abnimmt;  dagegen  wird 

2.  wenn/'(.r)  negativ  ist,  die  gegebene  Function  von 
dem  W e r t h e  f\x)  an  x u -  oder  abnehmen,  wenn  die  unab- 
hängige veränderliche  grosse  von  dem  reellen  Werth e 
^  an  respective  ab-  oder  zunimmt. 

Beweis.  Die  der  beliebigen  Aenderang  Jss  von  x  entspre- 
chende Acndemng  von  f{<x)  sei  Jy,  Nach  dem  allgesuinen  Be- 
griffe des  Differeniialquotienten  ||t  f{jse)  die  Grönse»  welcher  ^ 

sieb  bin  an  jcdeoi  beiiebigen  Grade  nibert,  wcna  man  sieh  Jx  bis 

•  •  •  * 

*)  Ueber  den  allgemeinen  BegrilF  einer  Mittelgrosse  zwischen  zwei  anderen 

Gr(i.sspti  s.  iii.  die'  Abliaiitllung  XI..  §.  33.  im  dritten  Hefte,  so  wie 
denn  die  in  di^sr  Abhandlung  bewiesenen  Sätze,  wie  wir  sehen  wer* 
dan,  tterbtvnt  eine  Hauptgrundlage  der  gegenwärtigen  Unrersuohungen 
ttb^  die  Reihen  bildesk  •  -  • 
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zu  jedem  beliebigen  Grade  der  Null  nähcru  läast.  Für  der  Null 
uoetadlich  nahe  koniineiidc  Joe  bat  also  ^  m\if\a:')  offenbar  einer- 
lei Voncieheii.  ist  folglich  positiT,  so  iit,  vmmm  für  4er 
Noll  nnendlidi  oahe  komneode        auch  ^  pottItT,  aii4 '^'^  «ad 

babsD  folglich  gleiche  Vorzeichen,  d.  h.  die  onehhiBgige  ver- 
änderliche Grösse  und  die  Functiun  nehmen  respcctive  von  den 
Werthen  .r  und  f{:c)  nn  gleicbzcitig^  zu  und  ab,  wie  behauptet 
wurde.    Ist  dag-egeu /"'(^j  negativ,  so  ist  für  der  Null  unebdiicb 

nahe  kommende  ^da:  auch  ^  negativ,  und  /Ijc  und  Jy  haben  folg- 
lich entgegensetzte  Vorzeichen,  d.  h.  die  Function  nimmt  von  dem 
Werthe  f\Jc)  an  ab  oder  zu,  wenn  die  unabhängige  veränderliche 
Grösse  ?on  dem  Werthe  an  an  respective  kn-  oder  abnimmt,  wel-- 
choB  der  sweite  Theil  der  Behauptung  war. 

•  f.  8. 

Erster  2ktsatx.  Wenn  sowohl  die  Function alk 
auch  ihr  erster  Differentialquotient  f{a:)  zwischen  den 
reellen  Gränzen  a  und  6  reell  und  stetig  ist,  und  letz> 
terer  sein  Zeichen  niemals  ändert,  wenn  man  siek  aeron 
opsssm  hin  a:  =  6  stetig  yerändern  lässt;  so  wird  die 
Function  /{-^)  entweder  stets  wachsen  oder  stets  ab- 
nehmen, wenn  man  sich  jc  von  ar==a  bis  07  =  ^  stetig 
verändern  lasst. 

Wenn  f'{a:)  in  dem  Intervalle  aö  niemahi  versehwindel:,  no  folgt 
der  Satz  unmittelbar  aus  dem  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen 
Satze.  Wenn  aber  f{.T)  z.  B.  für  den  zwischen  a  und  &  liegenden 
Werth  c  von  a:  verschwindet,  so  dass  f'{c)  z=z  0  ist,  so  denke  man 
sich  das  Intervall  in  die  beiden  Inlervalle  ac  und  eb  getbeiH; 
dann  wird  f{ä:)  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  sowohl  in 
dem  Intcr\alle  Ar,  als  auch  in  dem  Intervalle  cf/,  und  folglich  auch 
in  dem  ganzen  Intervalle  alt  entweder  stets  wachsen  oder  stets 
abnehmen,  wobei  man  nur  immer  festzuhalten  bat,  dass  nach  der 
Voryussetzung  die  Function  f{a:)  sifischen  den  Gränsen  «  und  b 
reell  und  stetig  ist.  Dass  man  gaps  nuf  ähnliche  Art  schliessen  . 
könnte,  wenn  f'(:v)  für  mehrere  zwischen  a  und  b  li^^nde  Werthe 
von     vertichwände^  fällt  sogleich  in  die  Augen. 

§.  4. 

Zweiter  Zttsat».  Wenn  sowohl  die  Functionen  fi^), 
/'(^r),  als  auch  die  Functionef  ^a:),  WMi  zwischen  den 
reellen  Gränsen  m  und  b  reell  ind  atetiap  sind,  und  f{jc) 
fiia)  ihre  Zeichen  niemals  ändern,  aber  laimer  entgeif^eii- 

fesetzte  Vorzeichen  haben,  wenn  man  sich  von  ^r  =  flr 
is  jcz^b  stetig  verändern  lässt,  so  dass  nämlich,, wenn 
f'ia:)  von  on^a  bis  a:  =  b  stets  positiv  oder  stets  nega* 
tiV  ist,  ^(or)  Ton  ^  =7=«^  bis  w^ü  respective  stets  »ega* 

tiv  oder  stets  positiv  ist;  so  wird  immer  die  eine  der 
beiden  Functionen  /'(.^•),  j^f.r)  von  jc  =.  a  bis  .r  =  ^  stets 
wachsen,  die  andere  dagegen  von  u;  =  a  bis  a:  =z.  b  stets 
.abnebmeii. 

Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  au  des  •entm  2Sil^ 
satie  und  aus  dem  in  f.  3^  bewiesenen  Satee. 
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f  5. 

Jjehrsats.  Wenn  sowohl  die  Functionea  %(a:). 
als  auch  ihre  ersten  Differentialquotienten  zwischen 
den  reell«n  GränseH  m.  und  b  reell  und  stetig  sind,  uod 
der  Differentialqnotient  ^{jc)  sein  Zeichen  nicht  ätidrrl, 
wenn  man  sich  .7*  von  ^s«r  his  je^if  stetig  vtrindera 
lässt;  80  ist  der  Bruch 

jederzeit  eine  Alittelgrösse  z,wischen  dem  kleinsten  und 
grössten  Werths  ^  und  J9  mnter  alles  den  Wertken» 
welche  die  FuicHon 

fXf) 

erhält,  wenn  man  sich  von  ;r  =  a  his  ae^b  stetig  Ter- 
ättdern  lisst,  oder  es  iet  jederseit 

nh)  -/(a)  _  ' 

Erster  Beweis.  Weil  ./%nd  B  der  kleinste  vnd  grösste 
nnter  nUeo  den  Werthen  sind,  weiche  der  Bruch 

erhält,  wenn  man  sich  von  jpzsm  bis  ^  =  6  stetig  verändern 
lässt,  so  haben  die  Grossen 

d.  i.  die  Grössen 

für  jedes  a:  von  jc  z=z  a  bis  =  ä  offenbar  entg"egcüs^e.sefzte  Vor- 
zeichen^ und  keine  dieser  Grössen  ändert  ihr  Zeichen,  wenn  man 
sieh  W'von  ^a=«  bis  stetig  veriodera  ISsst  Diese  beiden 

CSroBsen  sind  aber  die  DiffBrentialqvotienten  der  Ponctioaen 

Also  wird  aaeb  dem  vorigen  Paragraphen  Jederzeit  die  eine  dieser 
beiden  Functionen  stets  wachsen,  die  andere  dagegen  stets  ab« 
nehmen,  wenn  man  sich  je  von  jc  =  a  bis  a:  =  b  stetig  verändern 
Htest.  Oaber  haben  oAnbar  die  beiden  Differenzen 

-pder  f 

-Ä^y-A  \m  -  8WI,  /(^  -  A«)  -  Ä  t8(^)  8(ir)|, 

und  fol  1:^1  Ich  natürlich  auch  die  beiden  Quotienten 


*)  W^en  der  BeieichhHng  M(J,  IT)  s.  m.  d«n  AufiMts  XL.  f  U. 
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^  ^ •  m-^i^)  '    *       s(A)-sc«)  ;  . 

-  S'^)     ^ '  5<   -      ~  ^' 
jederxeit  entgegeogesetztc,  also  die  bcidcu  Grössen 

^     /(/>)  -/(«)   /(//)  -  /-(g)      «  . 

jederzeit  gleiche  Vorzeichen,  woraus  sich  ergiebt,  dass  inaier 

folglich  nach  XL.  §.  36,  jederzeit  • 

fß)  -fja) 

g(/>)-S(«)  .  •     ,  • 

eine  Mittelgrösae  zwischen  A  und  oder 

izty  "Wie  bewiesen  werden  sollte,  * 

Zweiter  lieweis.  Man  tUeile  die  Differenz  ö — «in  «gleiche 
Thüle  und  eetze  ^ 

T^*  =  /r,  «Im  össa-^rn^i 
so  ist  in  der  ans  der  Differenzenrecbnang  bekannten  Bezeicbnang 

f{a  +  2/.)  —  /(«  -4-  /•)  =  Jf  \a  k\ 
fia  +  3Xr)  -/(»  -H  2Xr)  =  -^/(«  + 

8.  W. 

und  ^ 

g(«  +  3^)  -  g(a  4- = 2^), 

H.  8.  W. 

Addirt  man  nun  auf  beiden  Seiten  der  GleichLeilaseichen  and  i^tst 
'\- nk  zss so  erhält  man  die  beiden  Gleichungen 

/(Ä)-/(i<)===4f^«H-4y^(<H-*H-4/'(-H^ 
und  fblglioh 

f{b)^f{a)        k  k  k   
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Di«  Grlnteii,  denen  liefc  der  Zihler  nnd  der  Nenner  d^  Bmchf 

auf  4er  rechten  Seite  des  Gleichheitszeicheni  nihem,  wenn  n  in^s 
Unendliche  wächst,  k-  sich  aisu  der  Null  immer  mehr  und  mehr  und 
bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähert,  sind  offeubar  die  Summen 
aller  der  Werthe,  welche  die  DiiTerential^uotienten  f'a:  und 
erlwlten,  wenn  man  •idi.^von  »vsm  bia  ofssS  BteCl§[  verändern 
liiat;  INi  nnn  die  Toratehende  Gleichung  für  jedes  positive  ganxe 
ja  gilt,  Bo  iity'wenn  wir  die  in  ftede  atehenden  SuMjnen  rea|»ective 
durch 


fceseielineni  offenbar  «neb 

*    - » 

Weil  aber  nacli  der  VorausaeUuog  die  aiUimtUcben  eioselnen  Theile» 

ans  denen  die  Summe  ^ 


beatebt}  gleiebe  Voneieben  beben,  ao  iat  nneb  XL.  f. 


jederzeit  eine  Hittelgrösae  swiacben  allen  den  Wertben,  welcbe  der 
Brucb 

'  /Xf) 

efbHlt,  wenn  nwn  se  aieb  von  drssnr  bin  dfssd  atetiff  verändern 

lässt,  folglich  auch  eine  MittelgroMe  swiacben  dem  kleiDsten  nnd 

grössteii  Werthe  A  und  B  nnter  allem  dienen  Weitben  dea  obigen 
ruchs,  uod  man  kann  also 


folglicb  nacb  dem  Obigen  auch 

aetaen,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

f.  6. 

Nach  dem  im  vorigen  Paragraphen  bewieaenen  Lehrsatae  ist 

/(/.)  -fia) 

eine  Mittelgrösse  swiacben  dem  Jdeinaten  lUd  gröaateu  unter  den 

Werthen,  weiche 

Tlwil  I.       •    '  M 
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fix) 

erhält,  wenu  man  sich  von  sprsza  bis  .trs=^  stetig  verändern 
läut.  Unter  der  Vorauasetzon^  nun,  das*. 

■,•■•>    4^  , 

eine  zwisclicn  den  Gränzcn  .v=a  und  a:-=zfj  steti^i^e  Function 
ist,  erg^icbt  sich  aus  dem  Obigen  unmittelbar  und  ganz  unzweideu- 
tig, dass  die  Grösse 

m  -ßa) 
jederzeit  unter  den  Wertüen,  welche 

erhält,  wenu  mau  sicl^  von  ^  =  «  bis  a:'=-0  sietior  verändert 
lUst,  vorkomnen,  oder  dass  jederzeit  einer  dieser  Weifte  der 
Grösse 

gleich  sein  muss,  so  daeis  also  iininer,  wenn  fft  eine  gewisse  Mittel- 
grösse zwischen  a  und  b  bezeichnet,  \ 

Ab)  -f{a)  _/'(m) 

(gesetzt  werden  kann.  Setzen  wir  nun,  was  oiTeubur  iu  allen  Fäl- 
eo  verstattet  ist, 

.  so  ist,  weil  naeh  der  VoraassetiaBg  eine  MittelgrSsse  iwischen 
«  und-  ^  ist, 

und  fol2:lich  nach  Xf^.  §.  3cS.  ,  wenn  man  nämlich  von  der 
Grösse  auf  der  linken  Seite,  und  von  den  beiden  Grössen  zwischen 
den  Parenthesen  aof  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  die 
Grösse  »  sabtraliirt, 

also  nach  XL»  -f.  37.,  wenn  man  nämlich  die  Grösse  auf  der 
Unken  Seite  und  jede  der  beiden  Grössen  zwischen  den  Parenlhesoi 
aaf  der 'rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  durch  6  —  m  dividirt» 

&^mO,  1). 

woraus  sicV  also  ergiebf,  dass  0  immer  eine  Mittelgröss«^  swisdiel 

0  und  1,  d.  h.  eine  positive  die  Kinheit  nicht  übersteigende  Grösse 
ist.  flierans  und  aus  dem  Obigen  ergiebt  sieb,  dass  immer 

ßh)  -fa)  __f(n^~fK/j-n)) 
^(6)-^{a)  —  ,X(a-i-       -  «))' 

wo  0  eine  gewisse  |iosi»ivr  die  Einheit  nicht  üherstcipi-ende  Grösse 
bezeichnet,  gesetzt  werden  kann,  wenn  man  alle  im  Obigen  ge- 
machte  Voraussetzungen  ab  erfüllt  ansanehmeB  bereektigt  ist. 


• 
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Setzen  wir  jetzt  ==  also  S'C«^)  =  1  ■>  "nJ  nebmen  nn, 
dasB  die  Functiouea  f{a:)  uod  /'C^)  zwischen  den  reellen  Gränzeu 
a  nnd  V  reell  und  stetif^  sind,  so  sind,  weil  als  eine  con- 

staute  (GlrSsse  seio  Zeichen  Dicht  ändert,  wenn  nan  slc^  as  von 
^s=s«  bii  xtsal^  stetig. veränden  liaat,  wd 


ist,  offenbar  alle  im  Oblegen  g^emachte  Voraassetz unpi^en  erfüllt,  und 
es  ist  folg^licli ,  wonn  0  eine  gewisse  positive  die  Einheit  nicht 
•  übersteigende  Grösse  bezeichnet, 


oder 
oder 


/(*)  -/(•) = (*  -  «m*  -»-«(*-•)), 


/(i)  =/K.) -4- (*-•)/'(•+©(«- «)). 

Für  hzs=.a:  ist  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Functioneil 
f{x)^  fix)  swischea  den  reeUen  Gräaaen  m  «nd  x  reell  and  stetig 

sind, 

f{a:)  —f{a)  +      -  a)f{a  +        -  a)). 

Für  /jr  =  0  ist  unter  der  Voraussetzung^,  dnss  die  Functionen 
f{a:)  und  f{a;)  zwischen  den  reellen  Gränzen  0  und  .r  reell  und^ 
■tetig  sind, 

/W=/(O)-h^/'(0^). 

Setzen  wir  in  der  («leicliuog 

/(.r)  =/(«)  -h  (o-  -  a)f{a  -+-        -  «)) 

für  a  und  ^  respective  und  -\~  i ,  so  erhalten  wir,  unter  der 
Voraussetsung,  dass  die  Functiuuen  J\^')  und  f{x)  zwischen  den 
reellen  Gränzen  a:  nnd  .r-f- 1  reell  nnd  stettfi^  iiira,  die  Gieiehang 

In  aüeu  diesen  Gleichungen  bezeichnet  0  eine  gewisse  positive 
die  Einheit  nicht. übersteigende  Grösse. 

Bs  sei  jetzt 

wo»  indem  wir  ans  für  .r  ir<reud  einen  bestimmten  reellen  Werth 
gesetzt  denken ,  sowohl  sp(ar)^  ^(^v)»       Mich  <2>(dr),  ^(or)  reelle 
Grössen  sein  sollen. 
Weil  nnn 


^  •     ^  jor    •^^  •  • 


ist,  und  offenbar 


_.^/}y(>r)-h'/(.T)W--J|  ^l^Jr)-i-V>(.r)V^-Ji 
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oüer 

gmetst  werdeo  kann,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 
oder 

4fly(ar)-t-^(j:)^-l(         Ax  Jx  ^ 

Lässt  man  nun  ^:ic  sich  der  Null  naheru,  so  nähern 

sich  bekanntlich  respective  deu  Gränzen 
und 

nfthert  Bich  also  nach-  dem  Obigen  der  Gränxe 

Weil 
lsf,~Bo  nähert  sich 

olEenbar  der  Nnll»  wenn  Jof  aieb  der  Nnll  n&bert,'  und- 

4f(x)  + 

ist  also  die  Granze,  welcher 

4f\q(x)-i-t^x)\/^\ 

sieb  nähert,  wenn 

sich  der  Null  nähert.  Weil  nnn  nach  den  Grundbegriffen  der  Dif- 
feientialrecbaung  letatere  Gränse  ,  .  ^ 

/'}y(^)-+-V*(a:)i/-lJ 
ist,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 


DigitTzed  by  Googl( 


373 


oder 

Wegeo  der  GleicboDg 
ist  aber 

und  die  vorige  Gleichung  kann  daher  auch  unter  der  folg9lid«a 
PorM  geaebrieben  werdeo: 

|y'(*)H-^'(af)V/^|/'|9(-«5H-lK*)V^^|. 


Sind  jetzt  a  und  beliebige  reelle  oder  imaginäre  Grössen, 
so  kann  pacii  XL.  ^.  52.« 


also 

und  folglich 


ar^ivc=r(cos  w  +  sin  «      —  l)f 

• 

/(.r)=/|a-4-r(co8  w-hsin  cd      —  1)| 


gesetzt  werden. 
Sei  DUO 

fix)  =/[a 4- r(cos  w  +  sin  w  =  y(r)  -f-  i{f(r)  \/~\  ; 

flo  iit  nach  §.  6.,  wenn  die  FnoctioneD  <f{r)^  ^'(r)  und 
swisebeD  den  Gräoxeo  0  und  r  stetig  sind, 

oder 

IVO  &  und  0,  gewisse  positive  die  Einheit  nicht  übersteigende 
Grössen  sind.   Nach  dem  Obigen  ist  aber 

X—  a 


und 

abe  ist 


€08  ta  -|-  sin  loV^ —  1 
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DiffoMotiirev  wir  die  Gletchmig 

/I  a  -I-  r(co8  (tf  H-  Bin  Ck»      —  1)  |  =  g>{r)  -+-  iff{r)V  —  1 

mittelst  des  im  vorigen  Parugrapben  bewiesenen  Satzes  in  Bezug 
auf  r  als  veränderliche  Grüsse,  so  erhalten  wir 

(cos  <u  +  sin  « l/-^  1) -h r(cos  ai  +  sin  itf  W-tT) j 

=  }.*(r)+f(r) 

und  folglich 

cos  (u  4-sin  ü>v/ — 1 
aus  welcher  Gleichung  erhellet,  dass 

^  COS  Ol  +  sin  w  K  —1 

wo  J  ciuc  für  r=:0,  d.  i.  für  ^  =  <7,  verschwindende  (jlrösse  be-  * 
zeichnetj  gesetzt  werden  kann.   Also  ist  nach  dem  Obigen 

/(«)  =/(.)+ -  •)  !/■(•) + y }, 

WO  J  eine  für  Tendtwindende  Grösse  bezeichnet. 

Diese  Gleichung  fordert  nach  dem  Obigen,  dass  die  FunctlO* 
nen  ^(r),  ^'(r)  und  t/;(r),  ^'{r)  zwisclien  den  Gränzen  0  und  r  'ste- 
tig sind.   Weil  aber  nach  dem  .  Obigen  - 

/(dr)=:/i«  +  r(cos  a»4-nD«»  V^)\T^if(r)'\'^(r) 
/'(^)=/'|«  +  r(cos  a>  +  sin  c  l/:=J)|  =£ei±±M^ 

ist;  so  ist  klar,  dass,  wenn  die  Fanctionen  f{.i-]  und  fia:)  in  der 
Näbe  des  bestimmten  Werthes  a  von  .t  stetige  sind,  jederzeit  auch 
die  Functionen  y(r),  (p'{r)  und  tp{r) ,  ^p'{r)  in  der  Xähe  des  be- 
stimmten Werths  0  von  r  stetig  sein  müssen ,  indem  ohne  die  Er- 
füllung dieser  letzten  iicdiogung  oÜunbar  auch  die  erstere  nicht 
erfällt  sein  könntOj  wobei  man  f.  1.  zu  vergleichen  hat.  .  Hieraus, 
in  Verbindung  mit  dem  Obigen ,  erg^ebt  sich  nun  unmittelbar  das 
folgende  wichtige  Theorem: 

Wenn  die  Functionen  /{^)  uud/"(.r)  in  der  Nähe  des 
bestimmten  Werth«  a  von  ^,  wo  n  und  a?  gans  iietiebige 
reelle  oder  imas^inäre  Grössen  bezeichnen,  stetig  sind; 
so  ist  für  dem  AVerthe  a  unendlich  nahe  kommende  Wer- 
the  von  jederzeit 

wo  J  eine  für  a:=za  verschwindende  Grösse  bezeichnet 
Setzt  man  für  a  und      respective      und  ^-l**»  vre  i  eine 

der  Null  unendlich  nahe  kommende  reelle  oder  imajg^niire  Grosse 

bezeichnen  soll,  so  ergieht  sich  der  folgende  8atz: 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  man  für  a;  bloss  sol- 

ehe  reelle  oder  imaffinlr^  Werthe  setst,  ip  deren  Nihs 

die  Fnuction-en  /(^f  und  fia)  stetig  sind,  ist  für  der 
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Ni^ll  üDeaUlkb  nahe  k'oBBende  reelle  oder  iflit§riiftre 
Wertbe  tob  •  j««lerseit 

WO  J  eine  für  ^ssO  verscbwikdeAde.  Gröiae  IreseieJtBaA. 

§.  0. 

  * 

.  L,e/irsat%»  Es  sei^r  eiue  beliebige  veräiiderlicbe  ima- 
ginäre Gr&ise,  deren  Modviet  im  Angemeinen  dnreli  r 
beseiclinet  werden  mag,  und  f{a:)  sei  eine  Function  von 

.r,  welcbo,  so  wie  ibr  erster  Differentialquotient  f^{ac\ 
zwisclieti  den  Gränzea  r=ro  und  r=/tstptig  isf.  Setzen 
wir  nun,  indem  n  eine  positive  ganze  Zabi  bezeichnet 
nad  n  seine  gewöhnliche  Bede.ntung  hat. 


and 


■  0  ist  für  jeden  Werth  von  r,  welcher  eine  Mittel^rösse 
zwischen  r„  und  R  ist,  mit  desto  gr ö ss e  rer  G c n  a ui  gk eit, 
je  grösser  n  ist,  und  mit  jedem  beliebigen  Grade  der 
Genauigkeit,'  wenn  man  nur  gross  genug  nimmt,  3/— (K 
Beweis.  \acb  dem  im  voriffea  Paragraphen  bewiesenen  Satze 
ist  für  jeden  Werth  von  .t:,  in  dessen  Nähe  die  Functionen  y(.r) 
und  f{x)  stetig  sind,  und  fiir  der  unendlich  nahe  kommende 
Wertbe  ?on  i  '  '       '  , 

■ 

WO  J  eine  für  i==0  verschwindende  Grösse  bezeichnet. 

Weil  nach  der  V  oraussetzung  ' 

6> = COS  ^-1- sio  1 

^W 

ist,  so  ist  nach  XL.  §.  54. 

On  .    .  0». 


r=r  (cos  —  H-ain  — I/—  1), 
m  ^ 

©TÄr  (cos  ?-hsin 
©•r=rr  (cos  ^H-sia  ^V^), 


0  V  =  r  (cos  -  -I-  sin  -i^^),  . 
n«  8.  ^r» 

ö»~'r  =  r  (cos  |-8in  v  — 1);^ 

nnd  die  Grossen 
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haben  also  sämmtHch  deo  Modalas  r.  Weil  nun  nach  der  Voraoo« 
Setzung^  die  FnoctioDen  f{j^)  und  /^{^)  zwischen  den  Gränzen 
r,=:ro  und  r=z/l  stetig-  sind,  so  sind  nach  §.  1.  diese  Functio- 
neo  in  der  Nälie  eines  jeden  Werths  von  o:,  dessen  Modiilus  eine 
HittelgrSsse  swischeo  nad  ü  iit,  itelig,  aad  Baa'kaan  also, 
unter  der  Voraossetzun^,  dass  r  eine  Mittelgi'SsM  swiaelien  und 
Jl  ist,  in  der  obigen  Gleichang 

offenbar  , 

setzen.  . 

Ferner  iat  naek  XU /f.  54.  fttr  jedes  positive  ganie  A  . 

« 

woraus  sich  ergiebt«  dass,  wenn  G  —  1  eine  der  Null  unendlich 
nahe  kommende  Grösse  ist,  jedeneit  die  GWfsten 

(0  —  l)r,  (0  —  l)0r,  (0  — 1)0 V, ...  (0  —  l)0»-ir 

sämmtlich  der  Null  unendlich  nahe  kommende  Grössen  sind,  so 
dass  man  also»  wenn  num,  nnter  der  Toraassetsung,  dass  r  eine 
Hittelgrösse  iwischen'ro  nnd  Jl  ist,  in  der  Gleidinng 

Ar  of  die  Werthe 

r,  0r,  0  V,  0  V, . . .  0«-ir 
setst,  für  i  gleichzeitig  die  Werthe 

(0  —  l)r,  (0  —  l)0r,  (0  — 1)0 V, ...  (0  —  l)0'«-ir 
setzen  kann. 

,  Nimmt  man  nun  diese  Substitution  wirklich  vor>  und  bemerkt 
sngldch,  dasa 

r  H-(0  — l)r  =  0r, 
0r  +  (0— l)0r  =  0V, 
0V -f- (0  —  l)0»r  =  0'r, 
0»r  +  (0  —  l)0'r = 0V,  • 
.  u.  s.  w. 
€N-ir  +  (e  -  1)Q»-V = ^ 

ist;  so  erhält  man  die  folgenden  für  jedes  r,  welches  eine  Mittel- 

frösse  zwischen  rg  und  /<  ist,  und  jedes  der  Null  unendlieh  nabs 
ommende  0  —  1  geltenden  Gleichung^: 

/(0r)  -/(r)  =  (0  ~  1  )r [f'ir)  -\-J^U 
/(^•r) -/(©V)  =  (©  -  l)ev  irCeV)  +  J,  I, 

n.  i.  w. 
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/(0-r)  -f{ßn-ir)  =     -  l)Ö^'r    (0«-V)     /«^i  j ; 
wo  die  Grössen  ^ 

Dach  dem  Obigen  für  Q  —  1  =r  0  sämmtlich  verschwinden. 
Selsen  wir  hob  statt  der  GrSffen 

Jo,  0^.,  .  .  . 

der  Kürze  wegen  die  Symbole 

ü/,,  jlf,,  J/a,  j!f„  . .  . 

80  bezeichnen  diese  Symbole  offenbar  ancb  Grössen,  welche  für 
0  — 1  =  0  verschwieden,  und  die  qbigen  Gleichungen  erhalten 
dann  die  Form: 

nOr)  -f{r)  =  (0 -  \)r\f{r)  +  M^l 

■     fiQ*r) -A&r)  =  (0  -  l)r|0/"'(0r)  M,U 

/{ß*r)  -/(©  V)  =  (0  -  l)r  1 0  V(0 V)  iV,), 

V)  ^/(0»r)  =s  (0  —  DrJöyCÖ'r) -I- Jlf,  I, 

n.  e.  w. 

/(0-r)  — /(ö-lr)  SS  (e  -  l)r|0^i/'(Ö-^)  +  Mn^i\. 

Dmch  AdditieB  dieeer  GleichoiigeB  erhiUt  bm,  'Wenn  der-Kine 
wegen 

gesetzt,  d.  b.  das  arithmetische  Alittel  zwischen  J/,,  ifcf,, 
, .  Mn-\  durch  —  Jf  beseichnet  wird,  die  Gleichung^ 

•fl^|^W/'(rH-0/'{0r)4-0'/(0V)+..+0«-i/'(0«-V)-,iJ!^^ 

und  folglich,  weil  nach  XL.  f.  54.  olfenbar  ^  =  1,  also  f{ß^) 

=/{r)  ist, 

/-(r) + efi&r)  -h  0y  (0»r)  + . . .  -h  0— y  (0*-v) — »ir  =  o, 

also 

NaHi  XL,  §.  61.  ist  der  Modulus  der  Summe  mehrerer  ima- 
ginärer Grössen  in  beliebiger  Anzahl  nie  grösser  als  die  Summe 
der  Moduli  aller  einzelnen  zu  einander  addirteu  Grössen,  woraus 
sieh  ansiittelb^r  ergiebt,  dass  der  Modnlns  yen  — Jf  den  grissten 
der  Moduli  der  Grössen  Mo,  M^,  M^^  Jf,,  .  .  .  Mn^\  nicht  über- 
steigt, und  weil  nun  nach  dem  Obigen  diese  Grössen  für  0 — 1=0, 
d.  h.,  wie  leicht  erhellet,  wenn  n  unendlich  gross  wird,  sämsitlich 
Tersehwinden,  so  moss  ofFenbar  auch  —  M  oder  versehwinden, 
wenn  n  unendlich  grois  wird,  wodnrdi  die  Richtiglceil  nnsers 
Satses  bewiesen  ist. 

Weil  die  Grösse 
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das  arithmetische  Mittel  zwischen -ulled  den  Werlhea  der  Grifise 

,0ff{09r)  ist,  welche  dieselbe  erhält,  wenn  man  fSr  ^  nach  und 
nach  die  positiven  ganzen  Zahlen  0,  ],  2,  3,  4,...« — 1  setzt; 
so  kann,  wenn  wir  in  einer  kekauuten  Uezeichnttog  dieses  aritii« 
metiscbe  Mittel  dweh  das  SjMbol 

heseicboen,  der  obige  Sats  anch  aal  den  folgenden  Ausdruck  ge- 
bracht werden: 

Ks  sei  :r  oinr  hcliehige  verändprliche  imaginäre 
Grösse,  dexeu  Modulus  im  Allgemeioc u  durch  r  bezeich- 
net werden  nag,  und  /"{a;)  sei  eine  Function  von 
welche,  so  wie  Ihr  erster  Difterentialquotieut  /'My 
«wischen  den  Gränveii  r  =  ro  und  i»=il  stetig  ist.  Set- 
zen  wir  nun,  indem  n  eine  positive  ganze  Zahl  heseich- 
net  und  n  seine  gewöhniicbe  Bedeutung  bat, 

'  dSk           an  ,    .    271 ,  / — 
&  =:  cos  h  sin  —  K  —  1 : 

n  71  / 

so  ist  für  jeden  Werth  von  r,  welcher  eine  Mittelgrösse 
zwischen  uod/i  ist,  mit  desto  grösserer  Genauigkeit, 
je  grösser  is  ist,  und  mit  Jedem  heliehigen  Graoe  der 
Genanigkeit,  wenn  man  nur  «  gross  genng  nimmt^ 


♦  10. 

Lehrtai»,  Es  sei  a:  eine  beliebige  imaginäre  GrSsse, 
deren  Modulus  im  Allgemeinen  durch  r  bezeichnet  wer- 
den mag,  und  sei  eine  Function  von  welche,  so 
wie  ihr  erster  iliffereutialquotieut /''^or),  zwischen  den 
Gränzen  r=ro  und  r=il  stetig  ist.  Setzen  wir  nun, 
indem  is  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet  ond  k 
seine  f^ew&hnliche  Bedentung  hat, 

0=cos  — -l-sm  ~  K  —  1$ 

^w  ' 

sö  ist  die  Grösse 

zwischen  den  Gränzen  rsr«  nnd  r^M  mit  desto  gros» 

serer  Genauigkeit  constant,  je  grösser  n  ist,  und  kann 
mit  jedem  heliehigen  Grade  der  Genauigkeit  zwischen 
den  in  Rede  stehenden  Gränzen  constant  gemacht  wer- 
den, wenn  man  nur  •  gross  genug  nimmt  . 

Beweist  Sei  r  eine  beliebige  Mittdgrosse  zwischen  und 
H.  Thcilt  man  nun  das  Intenall  r  —  in  n  gleiche  Xheile»  und 
bezeichnet  jeden  dieser  Theile  durch  ^,  so  dass,  , 
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ift;  8«  itt,  wovon  mao  si^k  durch  ähnliche  Schlüsse  wie  im  vorigen 
Puragraplieii  lacht  fibenmigt,  mnA  4>  S.  fftr  «in  UMiidlieh  grMmt  m 

n.  s.  w. 

wo  die  GrStsen         At,  iV,,        ...  JV,^  fttr  «n  oDendlich 

grosses  m  sämmtlicb  verHcliwiuden.  Addirt  man  nun  auf  beiden 
Seiten  der  Clleichheitszeicüeu ,  dividirt  sodann  auf, beiden  »!>eiten 
dnrdi      nnd  setzt  der  Kürze  wügen 

A'o  -4-  iVi  -H  A"»  -H  -V»  H  hA'k-i  

n 

und         ^  '  . 

n  — -  * 

so  erhält  mun 

n 

/(rj-|-/(er  J+/(eVo)-H  . . .  -f-/(e»-irj 

, .  «  . 

=  p(J/-t-iV), 
d.  i.,  weil  oben  überbaupt  die  Grösse 

n 

's 

dur9h  S(r)  bezeichnet  worden  ist^ 

Von  der  Grösse  M  ist  im  vorigen  Paragraphen  bewiesen  wor- 
den, dass  dieselbe  veriichwittd«C,  wenn  «  nnendlich  gron  wird,  ud 

aus  der  Gleichung  * 

Ag  Hh  A  «     ^»  -*  h  Nm-\   « 

kann  man  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  im  vorigen  Paragraphen  aui» 
der  GJetebnng  « 

n 

ableiten,  dau  nach  ^  Tenchwindet,  wenn  «  nnendlich  gros« 'wird, 
woraus  sich  nnmitCelbar  erp[^iebt,  dnai  auch  die  Grösse  Jf/+A^  ver- 
schwindet, weün  •  anendlich  groH  wird.  Nach  dem  Obigen  kann 
man  also  immer 

setzen,  wo       eine  für  ein  nnendlicb  groMM  n  ▼encbwiadeode 

Grösse  bezeichnet. 
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Dveb  ganz  äbnliche' RaiaoiBMieBti  Üfterzeugt  iii«n  sieh  nnu 
iiberbnpt  von  der  Eicbtigknt  der  feigeBden  (Sleiänogeo: 

g(*'6-f-«^)-^(ri+^)=e  ä;, 

4^)  -        4- 3v)  =  e  AT., 
u.  s.  w. 

+      -  g(ro  4-  (#•  - 1)^)  =  ^  iST—ii 

wo  die  Grösseo  JT«,  JT,,  ÜT,,  A^3,  ....  J^^—i  far  ein  unendlich 

grosses  n  sämratlich  verschwinden.  Durch  Addition  dieser  Gleichun* 
gen  erl)äU  man,  weil  nach  dem  Obigen  bekanntlicb  r^-+-/iQ=r  ist, 

oder 

<•/  \      et/    \  j  _      _  \       4"  ^2  -|-  •^t  -f"  •  •  •  jK»— 4 

BW  —  8(*"»)  Ä  (r  —  re)  -2  1   ^   ;  

oder,  wenn  wir 

■eteeo. 

Da  die  Grössen  Ao,  A",,  A",,  A'^,,...An— i  sämmtlicb  ver- 
icbwinden.  wenn  m  nnendlich  grou  wird,  so  vendiwindet  aacb 
wenn     unendlich  gross  wird,  wobei  man  den  vorigen  Paragraphen 

ZQ  vergleichen  haf.  Also  verschwindet  we^en  der  obigen  (■leicnung 
offenbar  auch  die  Üiü'erenz  %{r)  —  ^{fo)  tiir  ein  unendlich  grossei 
oder  jßr  ein  nnendlich  grosses  n  ist  $(r)=:  ^(/-„),  und  da  dies 
■an  für  jedes  r  gilt,  welches  eine  Mittelgrösse  zwischen  ro  und  iC 
ist,  so  ist  durch  das  Vorhergehende  unser  Satz  vollständig  bewiesen.  . 

Einen  von  dem  vorhergehenden  von  Cauchy  gegebenen  Be- 
weise verschiedeneu  kiirzern  Beweis  des  obigen  Satzes  hut  Moigno 
In  seinen  Legons  de  caleol  diffiSrentiel  et  oe  caleul  integral,  redi* 

S^es  d^apr^s  les  m^thodes  et  les  OUvrages  publi^s  ou  inedits  de  M. 
.  Ij.  Cauchy.  T.  1.  Paris  1840.  p.  153  gegeben.    iSs  ist  näalicb, 
wobei  man  §.  7.  zu  vergleichen  hat, 


n.  8»  w. 


und  folglich,  wenn  man  addirt, 
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"W         4r  rfr  dt- 

« 

=/(r)  -h  e/(ör)  -I-  ey  (öv)  h-  . . .  -h  ö«-ir(e«-v), 

also,  wenn  wie  in  vorigen  Paregraplien 

/(r)  H-     (er)  -4-  eir (eV)  -I- ...  -fr-  »-ir(6— ir)  _ 

geieCst  wird, 

NttB  ist  aber  naeli  dem  Obigen 

Ar)  -i-A&r)  -f./(e»r)  +  . . » _  ^^^^ 

und  folglieh 
also  ist 

»  g'(r)=:J!f. 

Für  jeden  Werth  von  r,  welcher  eioe  Mittelgrösse  zwischen 
nnd  ü  ist,  nnd  für  ein  unendlich  grosses  m  verschwindet  Jf  naeh 
desi  vorigen  Parai^rapheo;  also  verschwindet  auch  %'{r)  für  jedes 
r,  welches  eine  IMiittel grosse  zwischen  ro  und  72  ist,  uad  für  ein 
unendlich  grosses  woraus  sich  unmittelbar  erp^iebt,  dass  für  ein 
unendlich  jrrosses  »  die  Grösse  %(r)  zwischen  den  Gränxen  r=ro 
und  constant  ist,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

So  leicht  dieser  Beweis  auch  an  sich  ist  und  so  sehr  sich  der- 
selbe von  selbst  darbietet,  so  halten  wir  doch  den  ersten  von 
Cauchy  gegebenen  Beweis  für  strenger  und  für  der  Natur  der 
Sache  weit  angemessener. 

f.  11. 

Ans  dem  im  vorigen  .Paragraphen  hewiesenen  Satze  ergieht 
sich  unmittelbar,  dass  unter  den  demselben  ausi  Grunde  liegenden 
VorausseUungen  die  Grösse 

oder 

sieb  einer  gewissen  .Gränze  näliert,  wenn  n  wächst,  und  dieser 
Gränzc  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann,  wenn  man  nur  »gross 
genug  werden  liest.   Diese  Grftnse  soll  im  Folgenden  der  Kfirse 

wegen  der  dem  Modulus  r  der  veränderlichen  Grösse 
entsprechende  mittlere  Werth    der  Function  /"(^r)  oder 
auch  der  mittlere  Werth  der  Function  /X^)  t'"r  den  Mo- 
dnlns  r  der  veränderlichen  Grösse  jc  genannt  werden. 
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Es  sei  jetzt  eine  Function  der  iinaginäreii  ^rüsie  «,  de- 
ren Moüulus  im  Allgemeinen  durch  r  bc/x-ichnet  werden  mag-,  und 
die  Function  sowohl,  als  auch  ihr  erster  üifferentialquutient 

sei  zwischen  den  Gränzen  r=:0  und  r=z/i  stetig.  Uoter 
dieaeo  VorMUsetsnogeo  wollen  wir 

setzeii. 

Os/(P)ae;0  und  nach  den  vorhergehenden  Parngnphen 

-hf(Or)  -f./(e  V)  H  h/(e»-lr) 


8W= 


n 


ist,,  80  ist  , offenbar  anch  g(0)=:0.  Weil  nun  nach  10.  für  ein 
unendlich  grosses  n  und  für  jedes  r,  welches  eine  HittelgrÖsse 
zwischen  0  und  H  oder  nicht  grösser  als  Jt  ist,' 

9(r)  =  9(0) 

ist,  so  ist  far  ein  unendlich  grosses  ^  und  fiir  jedes  r,  welches 
eine  .Mittelgrösse  zwischen  0  und  /l  öder  nicht  grösser  als  ü  igt, 
nach  dem  Vorhergeheaden  ofl'cnbur 

Setzen  wir  der  Kürze  w^^n 

so  ist  . 

nnd  folglich  oftnhar 

Ar)  H-/(er)  +/(e»r)  -^f(»*-ir) 

n  ■ 

_      -I-        -H  y(^v)  H  n  '/(ft^-v) 

Ii 

_  »(r)-h^«r)H-v<e«r)-f.....-H^K»^'*') 

also,  wenn  der  Kürse  wegen  .   «  . 

_  9<r)4-^(ar)-f-»(fi>>r)-H 

gesetzt  wird, 

»(r)=±0(r)-?P(r), 

und  folglich  nach  dem  Ohigen  fdr  ein  unendlich  grosses  n  und 
jedes  r,  welches  eine  Mittelgrösse  zwischen  0  und  JR  oder  nicht 
grösser  als     ist,  . 
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"  Sctien  wir  nnil 

X ^ r  (cos  ü)  -f-sin  <ö         1),  jr  =  r,  (cos  w,. -f- sin  w,  \^  —  1 ) ; 

so  ist  nach  der  Lehre  vou  den  geomeiriscbei)  Progreäsiuuen  u 
B«dk  der  Lelire  toii  iten  imaginänn  ^IrSuen 


od 


]4r       X*  X* 


j0» 


r,  (cos  u)^  -f-  sin  (u  t  yx^ —  1) )  ^"-i-*^ 


r(cos  w-f-  sin  <o 


1  — 


r,  («'OS  (I),  -t-  sin  (0,     —  1) 


(cos  (u  -f-  sin  w 

^r^V^*  cog((jfc-i-l)(«»i  —  w))-Hsip((^-t-  1)  (»,  ~itt))l/:r| 

1  —     |cos  (a> ,  —  ü>)      sin  (ü>|  —         —  1 1 

Wenn  van  die  Grösae 

'r , yn-l    cos((jl+  l)(a),  —  w))  +  sin  ((jt:  -|-  1 )  (a» ,  —  (u))  ~ 


(-)  - 

*        j  cos  (wi  —  w)  -f-  sin  («,  —  o>)  V^—  1  j 

nnf  die  Ferm 

bringt,  wodureb  man  nacb  leichter  Rechnung  den  Auadruck 


cos  {(k  +  1)  (•»!  —  «))  —     cos  X:  (w ,  —  lu) 


sin  {{k  -h  1)  («,  -  •))  -  ^  sin       -  ml 


l-2^cos(«,-ai)-fr.(^j^ 

erhält,  ao  ubenengt  man  aich  auf  der  Stelle,  daas'die  Gi^sae 

^y*^  ^  cns  ((Ir  4-  1)  (a>,  —  y,))  4-  sin  ((X,  +  1)  (oi,  —  <o))  ITi 
•       1  —  ■jfjcos  (w,  —  «)  H-sio  (ai, j 

sich  unter  der  Voransaetzuug^  daaa  der  Modulua  r,  kleiner  ala  der 
Modulus  r  ist,  der  Null  nähert,  wenn  Jk  wScbat,  und  deraelben  be- 
liebig nahe  gebracht  werden  kann,  wonn  man  nur  sfrnss  frpnHj^  an- 
nimmt, woraus  sich  ergiebt,  duss  unter  der  Vüraushetzun|r\^  dusa  der 
Hodnlna  Ttfn  äp  kleiner  als  der  Modulua  von  %  ist,  jederzeit 


iat.  WeU  nun  naeb  den  Obigen 


y=ae 


ia^  80  iat  unter  der  Verauaetzung,  dass  der  Modulus  vou  :v  klei- 
ner ala  der  Blodnlna  von  m  ist, 
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•'  • 

oder,  weil  der  Praetor  r^oßt  unter  allen  Samnenseieben  vorkommt, 
wie  sogleich  erhellen  wird,  ' 

«/(r)  =  { 1  +  e-y  -4-  9-^  -f.  Ö-t»+...-4-9~(*-i)y  jr-^^, 

4iderjmefa  . 

Weil  beJiannÜicli  ' 

e  =  COB  ^  +  810^1/—  1, 

und  folglich  nach  liekannten  Sätien  von  den  Imaginären  Grössen 
(XL.  54.) 

«l  +  eos^-.ln^V/=ri      •  • 
«   -  Ii 

4- cos —  sm K  —  1 
4-co.  — -«n^l/:=T 

j« 

U.  8.  W. 

.  l)g»        .    2(«  ~  ■  y  T  « 

+CO«  ^  ^       —  flin  — — ^  ~  l/— 1  «I 

ist,  so  ist  klar,  dass  für  jeden  durch  1»  ohne  Rest  theilbaren  Werth 
von  ^ 

1  H-  ^  4-  e  -ay  4- . . .  4-  = 

uod  folglich 

ist.    Weil  ferner  nach  der  Lehre  von  den  geometrischen  Progres- 
sionen. 

1 4- e-v  4- 0-2^ 4- . . .  4- 9-*^=  ^-^^-Sr» 

1  "  9'  f 

abo  ditee  Sunune  der  Grösse 


I 


*         •»  •»»  ' 


n  n 

 »  * 


d.  i.  der  Grösse 
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• 

gleich  ikt,  Mud  der  Ij^nner  dimes  Brnel»  olfenhar  oiebt  verachwin- 

det,  wena  q  eine  durch  n  nicht  ohne  Rest  theilbare  ganze  Zahl 
ist  *),  so  ist  klar,  das»  für  jedes  nicht  ohne  Vffitit  dlkrcb  » theilbaren 
Werth  von  7 

und  folglich  aach  • 
ist» 

Wendet  man  dies  nun  auf  den  obigen  Ausdruck  von  '/^(r)  an, 
so  erhält  man,  immer  unter  der  Voraussetzung,  duüs  der  Mudulus 
von  of  kleiner  alt  der  Modnlos  von  «  i«t, 

=  1 1     (|)"  +  (£  r  +  (if  H- . . . .  1 8(*). 
Et  Ist  aber 

»+(T)"+(7r+(7r-H-+(fr 

=  1 4- (^^y  (cot  w,  +  sin  l/^" 
4-  Q;p^^  (cos  w,  -f-  sin  V— 
Qr^"  «0     V —  1/ 


^2« 


+  (cot«,+aUi«,»/^^ 

l-(^)"(cot«,-i-ain»,V^^'' 


n 

ganze  Zahl.   Im  ersten  Falle  ist  ufl'enbar  nicht 


*)  Geht  nimltch  n  io  9  nicht  auf,  ao  ist      entfvndtr  kehle  edtr 


Im  nreiten  Falle  aei  ^sifc,  ao  kann  k  keine  gerade  Zahl  aein. 


2£ 
ft 

inreil  sonst  sai  eine  ganse  Zahl  sein  wGrde,  weichet  ge;en  die 
V'uraussetxung  streitet,  und  in  diesem  Fülle  ii»t  also 

d.  h«*  et  ist  wieder  nicht 

25 
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#  ^^^^^ 


-CO" 


-(-) 

sin  (4?+ 1)«»,  —  si 


W«I  BUll  Bach  der  Voronssetzunff  r,  <;r  ist,  so  näliert  sich  der 
xweitG  Theil  des  Ausdrucks  auf  (Ter  recliten  Seite  des  Cleiclihcits- 
zcicbens  der  Null,  wenn  >t  wächst,  und  kano  derselbe  beliebig  nahe 
gebracht  werden,  weuu  mau  nur  X"  gross  genug  biainity  worou  sich 

■'■  ■i+(7)"+(fr-*-(fr+--=7-7rT^.- 

uod  folglich  nach  dem  Obigen 


-m 


ftlsa  filr  ein  anendlieh.  groaset  n  dibohar 

9f(r).s= 

ergiebt.  Nach  dem  Obigeu  ist  aber  für  ein  uneudiicb  girdMU  n 
uod  jedes  r,  welches  eine  Mittelgrösse  swischen  4)  uni|  R  oder 
nicht  grösser  als  R  ist, 

•^^)-^P(r)=0,  d.  i.  0(r)^Wir\ 

Woraas  sicli  lii  Verbiadung  mit  dem  Vorbergebeoden  enpebt,  dass 
für  ein  unendlich  grosses  n  und  jedes  r,  welches  eiae  NittelgrSsse 
swischen  0  und  M  oder  nicht  grösser  als  H  ist, 

d.  i.  nach  dem  Obigen 

.  _  yO)  +   

oder 

Nach  §.11.  ist  die  Gränxe,  welcher  sieh  die  Grösse  * 
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bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähert,  wenn  m  in's  (Juendiiche* 
wäcEist,  der  dem  Modulus  r  der  veräoderlickeD  Grösse  »  entspre* 
diende  nikdere  WerUi  der  PanMien  « 

mmi  DBek'deni  Vorbergehenden  ist  die  Pvoetioa  %{a:)  diesem  de« 
Modulus  r  der  veränderlicbeB  Grösse  m  entsprechenden  •  nittlern 
Wertbe  der  Function  •  • 

gleich  oder  knnn  durch  dens(>1bcn  durgestellt  oder  easgedrüciit 
werden,  wenn  die  folgenden  Bedingungen  erfüllt  sind: 

1.  Die  Function  ^(s)  sowohl,*  als  auch  ihr  erster  DifTerential- 
'  quöllest  ^'(s),  muss  fttr  jeden  Werth  des  Modulus  r  der  Grösse 

welcher  eine  Mittelgrösse  zwischen  0  und  H  ist  odcf  die  Grösse  /I 
nicht  übersteigt,  stetig  sein. 

2.  Der  Modulus  r  der  Grösse  »  muss  eine  Miltelffrösse  zwischen 
0  und  /t  sein  oder  darf  die  Grösse  ü  nicht  Übersteigen. 

3.  Der  Modulus  der  Grösse  ninss  kleiner  als  der  Modntns 
r  der  Gross«  *  sein. 

•    Dies  führt  unmittelbar  zu  dem  folgenden  Satze: 

Die  Function  %ia:)  kann  jederseit  darcli  den  dem  Mo- 
dulus ff*  der  Grösse  «  entspiiech«nden  mittlem  Werth 
der  Function 

dargestellt  oder  ausgedrückt  werden,  wenn  nicht  bloss 
für  den  Modulus  r  der  Grösse  *,  sundern  auch  für  jeden* 
kleinern  Modulus  dieser  Grösse  die  F u nctione n  %{»)  und 
%'{»)  stetig  sind,  und  der  Modulus  der  Grösse  jt  kleiner 
als  der  Modulus  der  Grösse  x  ist 

Man  kann  abef  diesen  8ata  offenbar  auch  auf  folgende  Art 
aussurechen: 

Tör  jeden  Modulus  der  Grösse  or,  welcher  kleiner 
ist  als  der  kleinste  derModuli  dieser  Grösse,  für  welche 
eine  der  beiden  Functionen  ^{.v)  und  ^'(jr)  aufhört  stetig 
zu  sein,  kann  die  Function  %{:v)  durch  den,  einem  den  in 
•  Rede  stehenden  Modulus.  der  Grösse  a:  übersteigenden' 
*Modnlu8  r  der  Grösse  »  entsprechenden  mittlem  Werth 
de'r  Function 

dargestellt  oder  ausgedrückt  werden. 

§.  13.  ^ 

Nach  dem  vorigen  Paragraphen  kann  die  Function  j^der« 
seit  durch  den  dem  Modulus  r  der  Grösse  »  ent8|vechenden  mittlem 
Werth  der  Function 

25* 
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dargestellt  «der  ausf^edriiekt  werden,  wenn  ntttht  bipas  f&r  den  Mo- 
dülas  r  der  Grösse  sondern  auch  für  jeden  kleiucrea  Alodulus 
dieser  Hrösse  die  Functionen  ^fs)  iiiwl  a'(s)  stetrir  sirul,  und  der 
Modulus  der  Grösse  kleiner  als  der  Älodulus  der  Grösse  z  ist, 
d.  h.  es  ist  unter  den  gemachten  Voraussetzungeu,  wenn  wir  den 
dem  Modalus  r-  der  Terlnderlichen  GrSase  »  eotipreeheDdeii  nittlerii 
Werth  der  Function  • 

durch 


bezeielinon  und  eine  ähnliche  Bezeichnung  im  Folgenden  auch  bei 
andern  Functionen  gebrauchen, 


Nun  erhellet  aber  aus  dem  vorigeu  Paragraj[)hen ,  dass  unter 
den  gemachten  Toranssetzungen 


•  • « •  > 


und  folglich  nach  dem  ans  §.  11.  bekannten  Begriffe  des  mittlem 
Werths 

=^il8('')-*-7^3(r)-i-^g(r)4r^!^(r)-4-....|   .      *  . 


U.  9.  W. 


+  

fiir  eiu  uueudlich  grusses,//,  also  u;ich  §.  11.  ofTenbur 
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i«t,'woniiis  üich  ei|(iebt,  dass  sich  unter  (Ion  gtmaclitiMi  \'oraiis- 
setzunp^pn  die  Function  ^{a:)  jederzeit  in  <'inc  narli  den  aufstei- 
genden positiven  g-anzen  Potenzen  der.  veranderliolien  Grösse  :v 
geordnete  cunveri|^irende  Reihe  entwickeln  4ässt,  und  wir  wcrdeu 
also  liierdnrcb  so  dem  folgenden  Lelirsatze  geföhrt;  * 

Wenn  dieu  Functionen  ^(2)  und  'S'(x)  nicht  blotafSr' 
den  Modulus  r  der  veranderliolien  lirösse  s,  sonderu 
uucli  für  jeden  ideinern  iViodulus  dieser  Grosse  stetig 
aidd,  und  der  Modolos  der  Grösge  .v  kloiner  nia  der  Ho« 
•dulus  der  OrSaae  »  iat;  ao  kann  die  Function  jeder- 
zeit in  eine  n  n  cli  den  aufsteigenden  positiven  2:  n  n  z  e  n 
Potenten  der  verän  d  e  rl  i  eh  en  (irössc  a;  geordnete  con- 
ver^irende  Reihe  entwickelt  werden.  '  , 

IHeaer  Sata  ISaat  aieb  aber  offenbar  dncb  auf  folgende*  Art 
aoadriickea: 

Für  jeden  Mo  dulus  der  Grösse  .t.  "welcher  kleiner 
ist  als  der  kleinste  der  Moduli  dieser  Grösse,  für  welche 
eine  dar,  beiden  Functionen  ^(o:)  und  'ö'i-v)  aufhört  ate- 
tig  zu  aeiu,  kann  die  Function  in  eii>e  nach  den 

aufsteigenden  positiven  ganzen  Potenzen  der  veränder- 
lichen Grösse  geordnete  coovergirende  Reihe  ent> 
wickelt  werden.  * 

f.  14. 

Pns  aUgeneine  Glied  der  iai  vorigen  Paragrapheki  gefnndeneD 

Reihe  ist 


I 

Für  dieaea  allgemeine  Glied,  ana  welebem  die  aftmmtliehen  Glieder 

der  in  Rede  stehenden  Reihe  erhalten  werden,  wenn  mim  fnr  Jk 

nach  und  na<li  die  positiven  ganzen  Zahlen  0,  1.      3,  4,  5,  

setztj  lässt  sich  aber  noch  ein  anderer  sehr  bemerkenswerther  Aus- 
dra^  finden,  zu  desaen  Entwiekelung  wir  nun  übergehen  wollen. 

Zuerat  hat  man  zu  beriickaichiigen,  daaa  «nter  der  Voraus- 
setzung, daaa  die  positive  ganze  Zun!  Jk  grSaacr  ala  Null  iat,  all- 
gemein 

ist.  Nach  dem  allgeiueioeu  liegriUe  des  einem  hestiuMuleu  Modulua 
ihrer  unabhängigen  verinderliäen  Grosse  entsprechenden  mittleru 
Wertba  einer  rnnction  iat  nänlidi 


fiir  ein  unendKch  grosses  n.  Weil  nup  nicht  A  =  0  und  n  unend- 
lich grosa  int,  ao  gebt  olÜBuhar  n  in     nficht  auf,  nnd  nach  f.  Vi. 

iat  also 


#  • 
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folglidi  Dseh  den  Obigen 

?Rr|ar^|=0, 

wie  belisaptet  wurde. 

Ferner  ist  nach  dem  nllgeaeineB  Begriffe  des  einem  bestinm- 

ten  Mudulus  ihrer  unabbäiigj^en  verändenicben  Grösse  entaprecbea« 
dqn  mittlem  Werths  einer  i^nction,  indem  wir  wieder  k  g^rötter 
als  Null  annehmen}  offienbar  • 

-m-\ti^^-~Tm  rr!^^irr)^^*^^^^^ 

^«''li.J.i^Hlj-  

und  folglieh  nach  dem  Vorhergehenden 

- 8W- f  g (0) -r'r»5"(0)  i-TTg^^'^'^" j 

Uiernach  nnd  nach  dem  allgemeioen  Begriffe  des  einem  bestimmten 
Modnlna  ihrer  nnabhäoffigen  veränderlichen  Grösse  entsprechenden 
mittlem  Wartha  einer  Function  ist  uter  dei  gemachten  Voiani- 
setsangiD  der  mittlere  Werth 

offenbar  dem  Weithe  der  FnnctioB 

«(»)  -  m  -  jko)  -  f ^r(o)  - ...  - 1 .  ^IkL  ifi^'-'m 

für  siz=zO  gieicti.  Weil  für  x  =  0  Zähler  und  Nciiiicr  dieses 
Bruchs  ver8chwinden ,  so  muss  man  nach  bekannten  Sätzen  der 
Differentialrechnung  Zihter  und  Nenner  in  'Bezug  auf  »  dUferentil* 
leu»  wodurch 


g'W W  -  yrCO)  -        (0)  - . . .  -  i77^^5C*-iX0) 

erhält,  und  niuss  in  diesem  Bruche  »z=0  setzen.  Weil  aber  für 
diesen  Werth  von  »  Zähler  und  Netiner  wieder  verschwiodent  M 
muss  man  von  Neuem  differentiiren,  wodurch  man  . 
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erbäli,  and  biisb  in  dieseni  Bruche  x  =  0  setzen.  Wie  ann  »nf 
dio>iP  Art  veiter  geben ^Itnnn,  ist^JLlHn  Endlieli  wird  ninn  offenbnr 
den  Brucb 

'       l  .  4  .  5  . . .  /b' 

ecbalteu,  in  Welchem  a>  =  0  gesetzt  werden  muss.  Weil  aber  fiir 
dieien  Wertb  vuu  x  Zähler  und  Nenner  wieder  verschwinden,  so 
nnss  man  von  Nene«  differcntiiren,  wodurcb  nuin  den  Bmeb 

yUiK»)^g(A-i)(o)  , 

• 

eibält,  in  welchem  man  9  =  0  setsen  nnm.  Differendirt  man  nnn, 
weil  für  s  =  0  auch  Zähler  und  Nenner  dieses  Braelis  verschwin* 
.  ^  den,  nachmals,  so  erhält  man  den  Brucb 

I 

in  dem  man  x  =  0  setsen  mass,  welches  .endlich 

giebt,  so  dass  also  *  .  . 

nnd  folglich 

ist,  wuhoi  wir  angenommen  haben,  dass  X-  grösser  als  Null  ist,  zu- 
gleich aber  auch  bemerken,  dass  unter  den  gemachten  Voraua- 
'    setsungen  offenbar 

!IR,{BWj  =  ^(0) 

ist;  - 

Hieraus,  in  Verbindung  mit  dem  im  vorigen  Paragraphen  be* 
wieseneu  Satze,  ergiebt  sicli  nun  das  folgende  Theorem: 

Fi)r  jeden  Modulua  der  («rosse  jc,  welcher  kleiner 
ist  als  der  kleinste  derModnIi  dinserGröss^,  für  wetehe 
^ine  der  beiden  Pnnetinnen. g(4r)  und  aufhört  ste*> 

tig  sn  's«io,  ist 

WeO 

■ 


Digitized  by  Google 


392  . 

iit(  ao  ist,  wenn  man  io  der  Torher  gefoBdeneo  Gleidmiig 


die  Reihe  adf  der  regten  Seite  des  Gleicbheitndebeof  bis  zu  ihrem 
JteeD  Gliede  fortsetzt.  de^Rest»  durch  welcbeo  die  Reihe  dann  noch 
vervollständi<rt  werden  muss,  necb  den  Obigen  «ffenbar  der  miU^ 
lere  Werth  der  FuoctioD 

TOD  s  für  einen  den  Modulus  von  a:  übersteiffenden  Modulus  voo 
z.   Da  nun  dieser  mittlere  Werth  bekanntlich  die  Grösse 

•  n 

ßßt  ein  unendlich  grosses  m  ist;  .so  ist,  wenn  vir  den  grSisten  der 
Modnli  d(er  Grössen 

%{rh  Wrh  W0'r)  

durch  H  und  den  Modulus  von  a:  durch  q  bezeichnen,  nach  dem 
in  XL.  §.  61.  hewicsenon  Satze  der  Modulus  des  in  Rede  •ste- 
henden Rests  offenbar  nie  grösser  als  ' 

d.  i.  nicht  grosser  als  der  Best  der  geometrischen  Progression, 
'  welche  »an  dnreh  Entwlckelnng  von  '       ,  * 


nach  den  positiTcn  gansen  Potensen  von  ^  eriiSlt. 

Um  den  im  vorigen  Paisgn^hen  bewiesenen  wichtigen  Sats 
durch  ein  Beispiel  su  erläutern,  wollen  wir  die  Function 

9(dr)  =  (l-hdr)a' 

•   

betracllten.  Setzen  wir  die  imagiBir«  Grdsse  ar=|+^W^ — 1» 
also  l+^=l-f-$-|-  tjl/ —  1,  und  der  .K&ne  wegen,  indes  w.ir 
die  Quadratwurael  positiv  uebmeo,  * 

so  kann  nach  XL.  f.  52. 

l+;g=g|cc^B(Arctang  |:jg-t-ibr)-i-stn(Arctang  |y|-H^)l^ — 1| 

l^esctzt  werden,  wo  der  Bogen  Arctang  7-7^  zwischen  — und 

+  und  die  ganze  Zahl  gerade  oder  ungerade  genommen 
werden  muss ,  jeuachdem  1  §  positiv  oder  negativ  ist.  Nach 
XL.  f.  54.  f.  55.  Ist 


0 


Digitized  by  Coogl 


388 

immer  ein  Werth  von  (l-j-.r)«,  und  diesen  Wertk  von 

wollen  wir  jetzt  allein  in's  ^yx%%  fassen  und  untej*  verstebeu, 

t 

S(;r)=9«f  eoMi(Areteiig  ;^-M3r)-Hiiia(AfeteDg  H-i^)V^^| 

setzen.   Bekanntlich  ist 

olso 

d.  i.,  weil  uacb  dem  \'orhergelieDdeD 

(>+«)3'(*)=«8(*) 

Folglicli  ist,  wie  Ann  leicht  durch  fernere  Differenti«tioB  findet, 
also,  weil  nach  den  Obigen 

(i+^»'(^)=«8(*) 

r(*)  =  «(«-l)  (a-2)  (ifrip. 
Hieraaa  ergiebt  sich  dareh  neue  HilereDtiatioB 

also,  weil  nach  de«  Obigen 

(l-i-^)5(^)  =  ag(^)  • 

ist, 

.  g"'(*)  =  a(a-.l)(«-«)(tt-.^)^^^p. 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar,  uud  es  ist 
folglich  allgeoiein 

B(«>(^)=a(a-l)..(«-ia-|.l) 

also 

gWCO)  =  a(a  -  1)  .  .  (a  —  ü»  4- 1)3(0). 

Weil  nun 
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ist,  so  ist  nach  dem  Obigen 

^{cM«(Arota]ig-^---4-A9K)4-si]ia(AKtang  — ''--H-Afjk'  — 1  { 

also  Dach  XL.  §.  53.  §.  54. 

Der  Hlodulus  von  ist  V^§*-|-»?'.  Ist  nun  V^$*-*-i?*<l  oder 
l'^igs^l,  so  iat  inner  l4-$^0,  weil»  wenn  1  +  |]]3  0, 

d.  i.  5^ — 1  wäre,  offenbar      ^  1,  und  folglich 

sein  würde«  welches  gegen  die  Voraussetzung  1^5*  -hV*  -^C  l  strei- 
tet.   Ist  also  der  Modulus  von  a:  kleiner  als  die  Kinheit,  so  ist 

inner  l  +  ^^O,  der  Bruch  j^T^        ^^^^  eioen  endlichen  völlig  ' 

bestimmten  Werth,  und  die  ganze  Zahl  A-  ist  eine  gerade  Zahl  und 
kann,  wie  sich  auch  ^  und  tj  ändern  mögen,  als  constant  angenom« 
men  werden,  woraus  sich,  in  Verbindung  mit  dem  Obigen  crgicbt,  , 

dass,  so  lange  der  Modulus  von  .r,  d.  i.  die  Grösse  V^^'  +  t;', 
kleiner  als  die  Einheit  ist^  weder  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  , 

der  Function  %{.v) ,  noch  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  der 
Function  %'(.v)  Statt  findet.    We!in  der  Modulus  von       d.  i.  die 

Grösse  V^^*-\-ij*,  der  Einheit  gleich  ist,  erhalt  z.  B.  schon  für 

n  Ol 
|ss — Ip  ^ssO  der  Brodi  fi^/^^B  ?öUig  nnbeatinnten  Werth -0*.  | 

Hieraug  nnd  aus  dem  im  vorigen  Paragraphen  beirieieiien  wieh* 
tigen  Satse  ergteht  eich  also,  dass  für 

jederseit  ^ 


ist.  Weil  Biin  nach  den  Obigen' 

^^)=^a|  coBa(  Arctang  p~H-^)-H«a<»  (ArctaDg|'^-gH-^3y)i/^l  j 

und  a:  =  1-+?^!/^ —  1,  alio  filr  «sO  nach  1=0  nod  ir=0,  folg^ 
lich^ssliiwl 

•  ■  _ 

ist,  wobei  nan  nidit  n  fibersehen  bat,  dass  Ar«tang  nach 


Digitized  t)y 


Coog^ 


m 

de«  Obigen  imner  swiseheo  —  j^r  und  genommeD  werden 

muh;  m  itt  oflfeDbiir 

^0)  =  cos  a^TT  -|-  sin  uArnV^ —  1, 
Wld  also,  weil  nacL  dem  Obigen  allgcutcin  * 

.g(«)(0)=a(a-l)...(a-«  +  l)g(Ü)  .  * 

folgriich 

rfTrrm—  — 1.2.9. ..n         «*^+«»  ^v-ih 

oder,  wenn  wir  in  einer  bekannten  Bezeichnung  ' 

aja  —  !)...(«  — 

•etsen, 

Führen  wir  die«  in  den  oben  gefundenen  Ausdruck  von  3(ar)  eii^ 
10  erhalten  wir 

^(a.')=(cos  a^n^+sin  a^X^—  1)  U+»i^-l-«»^*H-««^'.+.»"«)»  ' 

wo  k  jede  gerade  ganze  ZahL^ezcicbnen  kann. 

Also  ist  nach  dem  Obigen  unter  der  Voraussetzung,  dass 

ist» 

«  *  — : 

} 2  lcosa(Arctgj^+ibrH-rfna(Arctgj;^4.i(r;r)l/— 1| 


»  i 


wo  Xr  jede  gnade  ganze  Zahl  sein  kann,  und  Arctang  t~~;  ^wI- 

,    sehen  — \jt  und  genommen  werden  muss.    Setzen  wir,  was 

verstattet  ist^  X;=^0,  so  erbalteji  wir,  immer  unter  der  Vora^i- 
aetzung,  dost 

iai  nnd  Aietaog         xwiidieB  —  jar  md  H-i^r  goBoamen  wird, 
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Für  igssO  erhält  man  hieraus  unter  der  V  oraussetzuo^,  da^s  {/{S^)<ÜK 
d.  h.  der  absolote  Werth  vob  $  kleiner  als  die  Binbeit,  oder 

-1<5<H-1 

(l  +  |)«  =  l-h«,5-|-«,|*+«,$«+a,?*4-.  .  .-.  . 

•  Man  sieht,  wie  leiclit  der  im  vorijren  Paragraphen  hewiescne, 
von  Ca u ehr  gefundene  Satz  zu  diesen  Resultaten  die  hckanntlich 
•  auf  andern  Wegen  nur  «emlioh  weitläufig  und  schwierig  bewiesen 
werden  können ^  fuhrt. 

Remprken  wollen  wir  noch,  dass,  wie  schon  in  der  elementa- 
ren Auul^sis  gezeigt  wird,  in  dem  Falle,  wo  a  eine  positive  ganze 
^  Zahl  ist,  für  jedes  ^  und  ii  , 


ist  Weil  nun  nach  dem  Obigen  • 

=  ^)eo8(Ar€t8ng  j^-|-^)+«iii  (Arctang  j^H-'^)l/^|. 

19 

ist,  wo  Arctang         zwischen  —  |ir  und  +1^»  und  die  ganze 

Zahl  A  gerade  oder  ungerade  genommen  werden  muss,  jenachdem 

1  +  ^  positiv  oder  negativ  isti  ■<>  ^  gMis  unter  denielhen  Vor* 
anssetjtungen  nach  XL*  §.  54. 

• — ^1  cos  a(Arctang       -h  Xot)  -i-  sin  a(Arctang  j-j-^     ^3^)1/ — 1|. 

Also  ist  nach  dem  Obigen,  wenn  a  eiiie  positive  ganze. Zahl  ist, 
.  für  jedes  $  und  n  -        ,  ' 

I  ll-H)'-H'    1  C08«(Arctg|:^+Xrjr)+8ino(Arctg  j-^+^lV^I 


•  •  •  •  • 


wenn  man  Arctaog        zWiseljen  —4«  und  wd  die  gjanie 
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•Zaiil  k  gerade  edernogcnMle  niauit,  jenochdev  l  -Hl  |Miaiti?'oder 

■Cgativ  ist. 

Der  Raum  c;^estattet  für  jetzt  nicht,  diesen  wiclitiifen  und  in-' 
teressanteu  Gegeustaud  weiter  auszufiihreu ;  wir  werdea  aber  spä- 
terhio  aiif  dtnfelben  taruckkoHUMD. 


XLix: 

Anwendung  der  Lehre  vom  Zu^c  auf  die  Nach. 
Weisung  der  geometrischen  Bedeutung  der 

Form  a-^h.V — !•  * 

•  Von  dem 

Hemi  ]\^aior  and  Ritter  ]>r.  &  W.  Mftlier 

zu  HailuoTer. 


Die  TOD  Gauss  hervorgehobene  uod  in  Anwendang^  gebrachte  geo» 
netrisehe  Bedeotuog  der  sogenannten  imaginüren  Form  a-\-h,  1/—  1 

darf  so  denjenigen  neueren  Erweiterungen  der  Mathematik  gezählt 
werden,  dio  eine  hesundere  Aufuierksumkoit  für  sich  in  Anspruch 
nehmen.  Wie  diese  Bedeutung-  sich  aut"  eine  einfache  Art  aus  der 
Lebre  vom  Zuge")  ouchweisen  iässt,  welche  das  Beschreiben  oder 
Dorchfiibren  des  Ranns  ala  den.  eigentlichen  Gegenstand  der  ana- 
lytischen Auffassung  der  Geometrie  l>etrachtet,  dieses  soll  dnrcb 
nacbfulgcnden  Versuch  gezeigt  werden. 

Wenn  der  Zuff  eiuea  beschreibenden  Fuukts  die  Seiten  äbu- 
lieher  Figuren  nacn  der  Ordnung  der  Aehnliebkeit  durchfährt,  so  , 
wird  offenbar  die  unter  den  ähnlichen  Seiten  Statt  findende  Pru|ior> 
tion  aucli  unter  den  ftosclireibenden  Züg^eu  Statt  finden,  indem  dem 
Begriffe  der  Aehniichkeit  die  \  oraussetzuiii^  entspricht,  dass  in  ähn- 
licheu  Figuren  die  ähntichzeigeudeu  Kiciituugeu,  und  damit  also 

•auch  die  wrössen  der  Zuge,  die  einen  Khnlichen  Üebei^ang  dar- 
stellen, als  gleichnamig  an  betrachten  sind.  Es  sei  z.  B.  in  einem 
beliebigen  Punkte  A  einer  creraden  Linie  liC  ein  Perpendikel  er- 

^  richtet  und  der  Punkt  D,  wu  solches  den  vun  //  nach  6'tührendco 
Balbkreis  über  den  Durchmesser  BC  trifft,  geradlinig  mit  B  und 
C  verbunden,  so  sind  ItAD  und  D'A'C  ähnliche  Dreiecke.  — 
(Anmerkung.  Die  Bexeicbnnng  ohne  oder  mit  Accent  soll  hier  bei 

')  Darstellung  der  Lehre  vom  Zuge  u.  s.  w.  in  Crelle's  Journal  für  Ma- 
tkmnatik.  B.  XV.  Cl. 
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den  PonkteD,'  üe  zu  beiden  DreMekeo  g^örte«  tatersebeideii ,  ob 

sie  für  das  erste  oder  für  das  letztere  betrachtet  werden,  auch  soll 
in  der  Angabe  eines  Zuges,  der  zwei  Punkte  verbindet,  der  vorun- 
stebende  Uuchstabe  den  Anfangspunkt  des  Zuges  bezeichnen.) 
Der  susaniniengesetste  Zuff  des  Desehfeibeiden  Pnnkto  der  ron  Jf 
nach  dann  von  A  nach  J9,  von  ly  nach  A'  und  von  A'  nach 
•    Cfübrt,  durchfährt  offenbar  die  Seiten  der  ähnlichen  Dreiecke  BAD^  .  • 

ifA'C  nach  der  Ordnung  der  Aebniichkeit.    Man  hat  also  unter 
.  den  einzelnen  Tbeilen  seiner  Zusammensetzune',  die  als  Züge  auf- 
gefasst  werdta  nässen,  die  Proportion  BA  .AD=zD*Jf%JfC. 

Nun  kann  man  für  ein  rechtwinkliges  Coordinatensjstem  in 
der  Ebene  den  Ausdruck  aa-\-bß  als  die  allgemeine  Form  für  die 
analytische  Darstellung  des  Coordinatenzuges  uuseben,  der,  i^ena 
er  Ton  einem  Punkte  P  ausgeht  und  sn  ■  den  Punkte  Q  binfahft^ 
dadurch  dea.  letzteren  Lage  gegen  den  ersteren  bestimmt.  Es  be^  • 
deutet  dann  u  die  Grösse  des  geradlinigen  Zuges,  der  die  Längen- 
einheit in  der  Ebene  mit  einer  Richtung  beschreibt,  die  mit  der 
positiven  Richtung  in  der  Absclssenuxe  einer  und  derselben  Richtung 
im  Räume  parallel  zeigt,  and  B  die  GfSsiW'des  geradlinigen  Zu^es, 
der  die  Längeneinheit  in  der  Ebene  mit  einer  Richtung  beschreibt, 
die  mit  der  positiven  Richtung  in  der  Ordinatenaxe  eiuer  und  der- 
selben Richtung  im  Räume  paralleJI  zeigt.  Die  Coefücienten  a  und 
b  sind  nimeriscke  Factoren,  die  das  Setsen  der  %öaien  a  nnd  ß 
zur  Bildung  der  beiden  Tbeile  des  ganzen  Zuges  näher  bestimmen; 
ihr  absoluter  Werth  muss  sich  zu  1  verhalten,,  wie  die  Länge  ihres 
Theils  zur  Längeneinheit,  ausnerdeui  können  sie  positiv  oder  ne- 
gativ sein,  je  nachdem  die  Beschreibung  der  Theilc  mit  der  Rich- 
ttng  der  Grössen  «  nnd  ß  selbst  oder  mit  der  entgegengesetzten 
.  zur  Ausführung  kommen  soll.  Es  sind  also  a  und  It  dieselben  Zah- 
len, die  nach  der  gewölinlic  hen  Auffassung  die  Abscisse  un<l  Ordi- 
nate des  Punkts  Q,  gegen  den  Anfangspunkt  P  einzeln  für  sich 
darstellen.^  ^ 

Die  Bigenthümllchkeit  dieses.  Coordinatensystenu  besteht  darin, 
dass  jeder  Punkt  der  Ebene  von  dein  Coordinatenzuge  nach  vier 
verschiedenen  Richtungen,  wie  sie  den  Grössen  — «,  — /J 

entsprechen,  durchfahren  wer4en  kann.  Die  durch  das  Zusamoten- 
liefen  dieser  Grössen  in  einem  Punkte  A  der  Ebene,  als  ihrem  ge- 
meinschaftlichen Anfangspunkte  oder  Endpunkte^  unter  ihnen  ent- 
stehende Beziehung  lindet  also  für  jeden  Punkt  der  Ebene  statt. 
<  Lässt  man  von  dem  Punkte  A  aus  AB  den  Zug  +a,  AC  den 
Zug  — a,  AD  den  Zug  AB'  den  Zusr  — ß  darstellen,  so- 


enden  Dreierken  BAD  und  DAC,  DAC  und  CAE,  CAE  und 


welche  oben  betrachtet  wurde.  Man  hat  also  unter  jenen  Grössen, 
insofern  ein  beschreibender  Punkt,  sie  vermittelst  eines  zusammen- 
hängenden Zuges  durchläuft,  je  nach  deir  Folge  BADAC,  DACAE^ 
CAE  AB,  EABAD  die  Proportionen  ^  a:  ß=z  — ß : —  a,  —ß: 
—  a  =  a: — /J,  a:  —  /S  =  /9:a,  ß:a  —  —  a:ß.  Sämmtliche  Pro- 
portionen geben   die  Beziehung  ßß=  —  aa,  also 

oder  ß  =  a.if  wenn  + — 1  durch  i  bezeichnet  wird.  Deutet 
■an      alfi  den  uisprünglichen  Einheitssag,  dnreb  +1       ,10  er- 


'  kllt  man  1^  1  =  ^  Ba  ist  demnaeü  a-^b.i  die  aialy- 
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^cbe  Form,  welche  der  GrÖsie  des  rechtwinkligen  Cordinatenzogei 

zukommt,  wenn  derselbe  als  ein  ziisammenLäng-cndcs  Ganzes  unf- 

get'usst  wird.   Der,  der  Einheit  des  zweiten  ThciU  sicli  heifiig^ende.  ' 

Factor  4  dontet  dabei  an,  dais  die  LllDjg|eneiaheit,  welche  fnr 

die  Einheit  des  ersten  Tliolls  mit  der  positiven  Abscissenrichtung 

liescbrieben  wird,  für  die  t^iulieit  des  zweiten  Theila  Mit  recht* • 

wiukliu:  abweichender  Ricb(unt>^  zu  beschreiben  ist  '  • 

Wcuu  a-\-6,$  den  Coordiuateuzug  darstellt^  der  vom  Punkte 
i^sum  Ponkte  ^«beri&hrt  und  der  geradlinige  oder  Radias-Veetor»  * 
Zun:  von  /'nucb  Q  dwrdi  r  bezeichnet  wird,  so  dass  r  dessen  LSnge 
in  Tbeilen  der  l^ängeneinheit  ausdrückt  mit  dem  Vorzeichen  -|- 
wder  — ,  je  nacbdem  in  der  geraden  Linie  J^Q  die  Richtung  von 
/*  nach  Q  als  die  (msitive  oder  als  die  negative  betrachte^  wird, 
und  wenn  ferner  e  die  Elongation  jenes  Radius- Vector  ist,  d.  h.  die 
Grösse  des  Winkels  bezeichnet,  der  im  Scbeiteipunklc  P  aus  der 
Ricbtunfi^,  die  mit  der  positiven  Abscissenrichtung  einer  und  der- 
uelbeu  nichtung  des  Raums  parallel  ist,  in  diejenige  überführt, 
die  in  der  geraden  Linie  PQ  als  die  positive  betracbtet  wird,  to 
bat  man  allgemein  azsr  cos  //  —  ;•  sin  a  -\-  6 ,  i:=zr  (cos  € 
-f- sin  e  . /).  Die  Grösse  e  lässt  sich  durch  die  Zahl  ausdrücken, 
welche  die  I^äoge  des  Bogens  des  Elongationswinkeis  in  Theilen  • 
.  des  Halbmessers  angieht  mit  dem  Vorzeicnen  -\-  oder  — ,  je  nach- 
dem dieser  Winkel  durch  positive  oder  negative  Drehung  zo  be- 
schreiben sein  wird.  Ea  stellen  dann  a  und  h  die  re^lltwln^ligen, 
€  und  r  die  Polar- Coordinaten  des  Punkte  (i  gegen  den  Anfangs-  * 
punkt^y  nach  ihrer  einzelneu  Grösse  dar,  und  zwar  die  absoluten 
oder  die  relativen  Coordinatjsn ,  je  nacbdem  P  der  Anfiingspunkt 
des  Cuordinaien-Systems  selbst  odar  ein  anderer  Punkt  der  Kben<  i^t. 

Die  durch  (  auchv  aufgekommene  Benennung  ,,complexe  Zahl"  , 
fär  die  Zahl  von  der  Form  a  +  .  i  scheint  bereits  das  Bürgerrecht 
gewonnen  zu  haben.  Die  vou  ihm  befolgte  Ausschliessung  nega- 
tiver Wertbe  für  den  Modolus  der  complexen  Zsbl  oder  lilr  die 
Grösse  r  in  der  Form  r.(cos  <f -4- sin  e,i)  hat  zwar  für  einaetet 
Fälle  ihren  Nutzen,  stört  aber  die  Allgemeinheit  der  Auflassung. 

Die  durchgreifende  Allgemeinheit  der  Darstellung  der  Grösse 
des  CoorAnvtenzuges  darcb  die  compleifa  Zablenforai  erballel  am 
auffallendsten  bei  der  Rechoung  mit  coaplezen  2iablea.  Es  sei « 
'K.  B.  A  der  Anfangspunkt  des  Courdinatensystems,  AB  die  mit 
positiver  Abscissenrielitunu:  Iteschriebetie  J^ätiireru'iriheit,  so  stellt  der 
Zug  die  ursprüngliche  Einheit  dar,  die  dem  Coordiuutenzuge  zam 
Grunde  liegt.  Nnn  beseicbna  «•4-^«<=r(cos  «•^sin  e.s)  die 
Grösse  des  Coordinatenzuges,  der  ans  A  nach  dem  Punkte  C'rabrt, 
SU  tritt  durrli  das  Setzen  dieser  complexen  Zahl  der  Zug  von  A 
nach  C  au  die  stelle  des  Einheitssuges  von  A  nach  U.  Denkt  • 
man  sich  die  eostplexe  Zahl  als  eine  Summe  von  aliquoteu 

Theilen,  so  wird  das  Setseo  derselben  zu  einer  Folge  von  Punkten 
hinführen,  die  Ktidpunkte  von  entsprechenden  aliquoten  Theilen  des 
Radius-\ eetor-Zurres  .^/^'sind,  und  do  ein  Zug  als  die  Granzvorstel- 
lung  des  Aneinanderreihens  einer  Summe  von  unendlich  vielen  un- 
endlieb  kleinen  aüqifDten^ThelleD  aofgefasat  werden  kann,  so  ist 
mit  dem  Setzen  der  complexen  2abl  a  h  ,  i  in  der  l^mt  auch 
das  Setzen  des  Radius  Vpctor-Zoges  ./Tselhst  verknüpft.  Man  darf 
also  sagen,  dass  das  Setzen  der  complexen  Zahl  «H-^,f =r(cos  e 
4-  sin  eA)  aas  dem  Eioheitsznge  Ali  den  R.  V,  Zag  AC  hervor^ 

•  I 
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gehen  ISsst  und  dass  dabei  e  den  Ueberg^angf  aus  der  positiven  Rich- 
tunj^  des  l']iiihcitszua:es  in  die  des  U.V.  ^jugcs  und  r  als  Factor 
von  1  die  aus  der  l^inljeit  lierroreehende  lineare  Grösse  des  Zuges 
AC  uuzeigt.  NoD  aei  die  cenplexe'Zahl  9(  +  ^ .  «  =  Sf( .  (cos  & 
,  H-  <>n  ^  •  welcbe  ¥on  A  zum  Punkte  D  hinfahrt,  itss  Prodnct 
'aas  den  beiden  complexen  Zahlen  a  -\-  ö  .  i=r  .  (cos  ^  -f-  sin  p  .  /) 
und  flf'  -4-  ^'  .  i  =  r' .  (cos  e'  -+-  sin  e'  .  i),  so  wird,  wenn  die  rrstere 
dabei  als  Multipiicand  angesehen  wird,  diese  tiir  die  Austüiiruug 
der  MnltipKeatioa  an  die  Stelle  der  Einheit  des  MoltipKcatora  treten, 
es  wird  also  der  Badioa-Vector-Zug  AU  so  aus  dem  U.V.  Zug- 
hervorgehen ,  wie  es  das  Setzen  des  Alnltiplicators  für  die  Bil- 
dung eines  /2  .  K.Zuges  aus  dem  Einheitszu^e  vorschreibt, 
d.  b.  es  wird  e'  den  Oebergang  aus  der  positiven  Richtung  des 
il.  F.  Zuges  AC  in  die  des  V»  Zuges  A/J  angeben,  und 
als  Factor  von  r  die  lineare  (Jrösse  des  H  .  V .  Zuges  A O  hervor- 
bringen.  Man  wurde  also  hiernach  9i  =  rr'  und  ^=e'-f-e'  erhal> 
ten,  weiches  vollkommen  jo\t  dem  wirklichen  Multiplicatipnsproducte 
der  Gomplex^D  Zahlen  selbst  fthereiostimmt^  inden 

r.  (cos  e^-  sin  e  .i)  .  r'  (cos  e'  +  sin  ^  .  i) 

=  rr' .  I  cos  (e -h  ^) -f- sin  (e -i- c') .  i) 


iL. 

Anwendnng  der  Fresnel'sclien  Formeln  zur  Be- 
stimmuiig  der  von  einer  belicbig^en  Anzahl  pa- 
ralleler durchsichtiger  Platten  refleetirten  und 
gebrochenen  polarisirten  LichtintensitiUen. 

,  >  Von 

Herrn  J.  Flesehl, 

Lehrer  der  Mathematik  noA  der  Naturwissenschaften  an  der  Realsehnle  sn 

Diiaaeldeil 


1. 

Die  Phänomene  des  Lichts  werden  hervorgebracht  gedacht  durch 
Vibrationen  eines  äusserst  feineu  höchst  elastischen,  das  ^anze 
Universn«  erfüllenden  bypotbetischen  Fluidums,  welches  man  Licht* 
Aethcr  nennt.  Die  Vibrationen  der  Aethertheilchcn  erfolgen  immer 
und  jederzeit  senkrecht  zum  I^ichtstrahK  also  stets  in  einer  auf  die- 
sem letzteren  senkrechten  Ebene.  Bleibt  die  iichwinffungsrichtung 
der  Aethertheilchen  coostant,  d.  h.  sieh  imaer  jiaralnl,  so  beisst 
das  liebt  polariBir^;  ändert  sich  dimelbe  aber  contiDuirlich,  so 


« 


Digitized  by  Google 


I 


401 

heisst  das  Licht  uu polar isirt.  Ich  nenoe  mit  den  französischen 
Phyriken  dasjenige  polarittrte  Lidit,  dcawii  Vibratiancn  tealurecht 
gegen  die  Eiafaliaebene  erfolgen,  in  der  ülinfallsebeae,  dasje- 
nige liini2;pp^eD,  dessen  OscillntioDen  in  der  Kinfaiisebeae  geschehen, 
senkrecht  zur  fciiofallsebenc  polarisirt.  Da  sieb  das  unpo» 
larisirte  Licht  betrachten  lässt  als  ciue  cuntiuuirliche  Aufeioanderfolge 
nach. allen  ältlichen  Richtungen  polarlnrten  Lichta;  aa  daaain  eiaer 
sehr  kleiaen  Zeit  nach  jeder  Richtung  gleich  viele  nnd  gleich/ttarke 
Schwinsfiingen  erfolgen:  so  konn  dasselbe  also,  wenn  es  nach  der 
EiofalUebeoe  und  senkrecht  gegen  dieselbe  zerlegt  wird,  angesehen 
werdea  als  ein  System  senkreeliC  «u  einander  poTaritirter  Strahlen, 
jeder  von  der  halben  Intensität  des  unzerlegten  unpulurisirtea. 
Deshalb  also,  weil  es  der  einfachere  Fall  ist,  und  weil  das  unpo- 
larisirte  Licht  als  aus  polarisirtem  bestehend  angesehen  werden 
kann,  verdient  mit  der  Betrachtung  des  polahsirien  Lichts  der  An> 
fang  gemacht  an  werden. 


.  füll  in  der  Einfiillsehene  polarisirtea  Lichta  dessen  Tibrationen 
also  senkrecht  gegen  diese  Ebene  erfols^cn ,  von  einer  als  IKnheit 
angenommenen  Intensität,  unter  dem  Winkel  i  auf  die  Trennungs- 
fläche zweier  durchsichtigen  Media  von  verschiedener  Dichtigkeit 
und  uird  dasselbe  unter  dem  Winkel  $'  refractirt:  so  sind  die  lu- 
tensiüttea  des  reOectirten  nnd  dnrehgehenden  Lichta'  respective  ans* 
gedrückt  dnrch  folgende  Formeln: 

•       sin»(t  —  i')      j  ,       ^-       sin  2»  .  sin  2f 

^*  =  «nHi  +  i)'"^  ^  =  ^--*  =»»(^ ■♦■.•)• 

Auf  gleiche  Weise  sind  die  iDtensitätea  des  gespiegelten  nnd 

durchgehenden  senkrecht  gegen  die  Kinfallsehene  polarisirten  Lichts» 
dessen  {Schwingungen  also  in  dieser  Lbene  erfolgen,  unter  übrigens 
ganz  gleichen  Umständen,  gegeben  dnrch  die  Ausdrücke: 

jt,  tang»(i  —  O   -   sin  2t .  sin  2C  , 

"  — Ung'Ci^-O  ™^  — l  —  If  —  ■in»(i4-*  jco8»(«-«T 

Diese  4  Formeln  wurden  gegeben  von  Fresnel  in  den  M^* 
jnoires  de  l*acaddnle  des  sdences  nad  trasen  seineu  ehrenvollen 
Namen.  Man  findet  sie  gleichfalls  ausführlich  entwickelt  in  Ra- 
dicke's  Handbuch  der  Optik.  1.  Hnn«).  Seite  231.  ff.,  so  wie  auch 
in  den  neueren  Lehrbüchern  der  l'hysik,  z.  B.  in  Cours  de  phjrsique 
h  Tdeole  pol^technique  par  Land,  ToaM  11.  ^.  637.  n.  a.  w.,  wes- 
halb ich  von  ihnen,  als  von  allgemeia  bekannten  Formeln »  in  smi* 
ner  kleinen  Arbeit  ausgehen  au  därfen  geglaubt  habe. 

3. 

Fällt  ein  Lichtstrahl  nuter  eiaeik  heliebigen  Winkel  auf  die 
Trennungsfläche  zweier  durchsichtigen  Media  von  verschiedener 
Dichtigkeit,  so  wird  derselbe  im  Auffallspunkte  im  Allgemeinen  in 
zwei  Strahlen  getheilt,  von  denen  der  eine  unter  dem  Autfallswinkel 
ins  erstere  Medium  zurückgeworfen,  der  andere  unter  einem  andern 
Wiakel  iiA  «weite  Medium  gebrochen  wird.  Fällt  also  in  der  Bin- 
fallsejiene  polarisirtes  Licht  unter  den  oben  (Art.  2.)  bezeichneten 
Bedingungen  auf  die  obere  Fläche  einer  Glasplatte  aut  parallelen 
TteUJ.  f% 
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Begreozungsebeaeo ,  so  wird  ein  Tlieil  iu  die  Luft  reÜectirt, 
ein  anderer  Theil  C*  dringt  unter  dcai  Winkel     in  die  Gtasnane 

ein  und  trifft  unter  demselben  Winkel  i'  auf  die  untere  Grenzebeoe 
der  Platte.  In  diesem  Punkte  tlicill  sich  dieser  letztere  Theil 
wieder  in  zwei  Strahlen,  von  denen  dt?r  eine  ins  Innere  der  (ilas- 
müsse  gespiegelt  wird,  der  andere  uuter  dem  Winkel  «,  also  £»• 
rallel  der  anffalienden  Lichteinheit,  aus  der  Platte  heraustritt.  Da 
sich  nun  die  Werthe  von  A"*  und  ("^  nicht  ändern,  wenn  /  und  if 
unter  einander  vertauscht  worden,  da  also  die  Intensitäten  des  re- 
flectirten  und  gebrocheueu  Uchtes  aus  der  eutsprecheudco  Inteu- 
aitüt  des  anfialfenden  ateta  auf  dieselbe  Weiaa  beatimmt  werden,  das 
Licht  ma^  unter  dem  Winkel  i  aufs  dichfere,  oder  iinter  dem  Win> 
kel  /'  aiits  minder*  dichte  Medium  auttalh  ii:  so  erhalten  wir  also  in 
diesem  Falle,  wie  im  erstereo,  die  Intensität  des  ins  Innere  der 
Glasmasse  zurückgewürieuen  uud  aus  derselben  heraustretenden 
Lichtes,  wenn  wir  die  Intensität  C*  des  auf&llenden  respective  »t 
A"*^  und  C"^  multipliciren.  Die  Intensität  des  enteren  Strahles  ist 
also  C^A"^^  die  des  andern  C*.  so  dass 

C»  =  H- =  +  £?»). 

Wenn  wir  auf  diese  Weise  die  Sache  verfolgen,  so  erf^iebt 
sich,  dass  innerhalb  der  Glasplatte  zwischen  deren  beiden  parallelen 
Begrenzuuffsebenen  eine  uneudljcbe  Aieuge  von  Reflexionen  Mtatt 
haben.  Alle  diese  relleetirten  Strahlen  haben  das  gemeinschaftlich, 
dass  sie  sämmtlich  in  der  Einfallsebene  liegen  und  uuter  dem  Win- 
kel i'  reflectirt  werden.  Und  da  man  die  Intensität  des  a;espies;clteu 
Strahls  erhält,  wenn  man  die  Intensität  des  auttallcnden  mit  . niul- 
tiplicirt,  so  werden  die  Intensitäieu  aller  im  Innern  der  (^iasuiusse 
reflectirten  Stralilen  also  eine  geometrische  Projgression  bilden,  de- 
ren erstes  -Glied  und  deren  duotient  A*  ist  Diese  Reihe,  ist  ^ 
also: 

C»-|-£7»-rf»+C»-^*-|-etc.  =C»(1+^*  +^«+etc.)=]^s=L 

Um  nun  die  Intensitäten  der  aus  der  ubereu  oder  unteren  Grenz- 
ebene  der  Platte  heraostr^nden  parallelen  Strahlea  zu  erhalten,  ha» 
ben  wir  nur  ilie  betreffenden  auffallenden  Lichtintensitäten,  aus 
deren  Zcrieguns^  sie  hervorgec^^angcn  sind,  jedes  Alal  mit  C-  /u 
multipliciren.  Die  von  der  oberen  Greozebeue  der  Platte  unter 
dem  Winkel  i  ansffebende  Lichtintensität  wird  also  gleich  sein  der 
Summe  folgender  Reibe,  deren  Glieder  die  Licbtstärke  der  einzel- 
neu  Strahlen  ausdrücken: 

.^•-4-<^-^»H-C*-i#«4-C?«^"s=:^*+^»C>(l+^*+^»  +  etc.)  == 

Auf  c^Ieiche  Weise  erhält  man  die  Intensität  des  aus  der  un- 
teren I  lache  der  Platte  heraustretenden  Lichts  durch  die  Summa- 

tion  der  Ueihe: 

4-  C*A*  -H  C*A*  H-  etc.  =      {i A* A*  +  etc.)  s= 

1  — ./» 

FolfQende  Gleichungen  stellen  die  jedesmaligen  au^aUenden 
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LiebtiBtemitäteD  nitihMB  nwMethreii  raleelirteB  nod  gebracheiieB 
Strebleii  dar,  b  welehe  iie  ui»  b«i  ihrtr  Zerlegmig  tbeilen: 

C*  =3  TM»  -h      =  H-  C% 

C*A^  =  C»^*  -4-  r«^»  —  r»./'  (.^»  +  C*), 

CM«  =  r»^«  -4-  C*A*  =  C»^«  (ui*  H-  6  »),  u.  8.  w., 

deren  Richtigkeit  evident  ist. 

Aus  der  vorang^iienden  Entwicklung  ergiebt  sich  übersichtlich 

dargestellt  folgendet  Besaitat; 

Fällt  in  der  Einfallscbene  ^olarisirtes  Licht  von  der  Inten- 
sität  =  1  unter  dem  Winkel  i  aus  Luft  auf  die  obere  Flache 
einer  filasplatte  mit  parallelen  Begrenzunpsebenen,  so  ist  die 
Intensität  alles  von  der  oberu  iSeitc  der  Flutte  unter  dcm- 
selbeo  Winkel  i  aoagebeDden  Ucbti  gegeben  doreb  den 
Aiudmck 

  4  % 

und  die  Intensität  des  unter  dem  Winkel  /,  also  parallel  der 
auffallenden  Lichteinbeit,  aus  der  untern  Fläche  der  Platte 
anatretendeii  IiiebCa  wird  dargestellt  durcb  den  Attsdrnck 

Wir  finden  also  das  ron  der  obern  oder  nntem  FIXebe  der 
Platte  kommende  Licht,  wenn  wir  die  Intensität  des  auflbllenden 
respectiTe  mit.^,*  oder  multipUciren. 

4. 

Wir  denken  vns  nun  n  parallele  Platten  anf  einander  liegend 

und  bezeicbnen,  analog  dem  Vorigen,  das  unter  ganz  denselben 
Umständen  von  der  obern  Fläche  der  obersten  Platte  ausgehende 
Licht  durch  An^  und  das  aus  der  unteru  Fläche  der  untersten  her- 
austretende durch  Cn^,  Wir  fügen,  noch  eine  Platte  hinzu  und 
wollen  bestimipen  die  bei  der  Vereinigung  von  (» +  1)  Platten 
von  der  obersten  und  untersten  Platte  kosusienden  Licbtintensitilten, 
also  An^\^  und  r„^_i». 

Vor  Allem  ist  einleuchtend,  dass  zwischen,  der  uotern  Fläche 
der  «ten  und  der  obern  FIScbe  der  darunterliegenden  {n  +  l)ien 
Platte  eine  unendliche  Menge  von  Liebtintensitäten  sich  befinden 
werden.  Wie  oben  (Art.  3.),  so  haben  auch  hier  alle  diese  .Strahlen 
das  gemein,  dass  sie  sämnitlich  in  der  Einfallsebcne  liegen,  dage- 

fen  aber  alle  unter  dem  Winkel  t  von  den  bezeichneten  beiden 
läeben  berkonuaen.  Wir  finden  nun  die  Intensitit  irgend  eines 
dieser  Strahlen,  wenn  wir  die  Intensität  desjenigen  auffallenden, 
aus  dessen  Zerleß-ung  er  hervorgeht,  respectivc  mit  oder  A,r- 
oiultipliciren,  jeoachüem  der  auftalleude  ^»trahl-  auf  die  eine  einzelne 
oder  die  n  Tereinigten  Platten  triflit.  Diese  Strahlen  sind  also 

Cn'-^Cn'^A.-'-^Cn-'A.-An'  -hr„'A,\l„^~hC,r  I,*A„*-{-ctc. 

Aus  diesen  letzteren  sich  zwischen  den  beiden  IMattensjsteueo 

2ö» 
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bcwegendeii  Strahlieii  fiDden  wir  nun  die  einfeinen,  von  ibaen  bei^ 

rührenden,  aus  der  unteren  Plilcbe  der  «inen  einzelnen,  oder 

der  oberen  Fläche  des  Systems  von  /*  Plaftcn  parallel  unter  ein- 
ander Leraustretendoo  I.iichtintensitä(en ,  wenn  wir  die  betretFenden 
(auifalleDdeD)  Strahlen  respective  mit  6',^  oder  multipliciren, 
je  nacbden  dieselben  auf  die  eiaielno  oder  die  n  Platten  anffielen. 
Also  wird  die  Intensität  alles  von  der  ohern  Fläche  der  [n  — |—  1) 
auf  einander  lies^rntlen  Platten  kommenden  Lichts  p;leich  sein  der 
Summe  folgender  Reihe,  deren  Glieder  die  Lichtstärke  der  eiozel- 
nen  Strablen  bezeichnen: 

An^C  =  A.'  -H  Cn^A,^-^  Cn'A,*An^  +  C„*A,'An*  +  CtC.  = 
=  An^  +  '  1 1  -I-  ^» ^,  *jin*  +  CtC. i 

Ebenso  ist  die  Intensität  aller  aus  der  untersten  (»+l)ten 
Plätte  beraaitretenden  parallelen  Strablen  gleich  der  Sunme  fol- 
gender Reibe: 

=  C  ,*Cn*\\'i'  A^*An*        A^*An'  +  Uüdj 
,  C*Cn* 

Polgende  Gleichungen  stellen  die  auffallenden  Licbtinteneitäten 
mit  ihren  respectiven  reflectirten  und  refractirten  Strablen  dar»  in 
"wdcbe  sie  aicb  serlegan« 

Cn'A,  •  =  Cn*A*  +  CnK4*An*  =  Cn*A,^(An*  +  C»), 

C^A.^An^  =  6V^/^«'+  C^A.^An^C,* 

=  C^A*A^{A,^-^C^*) 

U.  8.  Vf.,  deren  Richtipfkcit  sich  von  selbst  crgiebt. 

Setzt  man  in  den  für  und  Cn+i'  gefundenen  allgemei* 

nen  Ansdriicken  soeceseive  -  • 

i»r=:1,  «tszS,  «  =  3  u.  8.  w., 

so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Rednctionen: 

 *£•       I  ^  >  _    6^»       (  .  8^' 

1^»  — 1-1-8^»»  )•  •   —1-1-5^»'  """l-f-?.*»* 

Hieraus  acbliessen  wir  allgemein: 

80  dass  jederaeit 

1  =r       -f-  C««. 
Wir  fassen  zusammen.   Fällt  in  der  Liufallsebene  polarisirtes 
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Liebt  vöo  einer  als  Biobeit ,  aBgenoiiiiienen  InteDutilt  unter  A^m 
Winicel  /'  aus  LuCt  uuf  n  über  einander  liegende  parallele  Glas- 

pI.iK^Mi  ;tiit*.  so  ist  die  Intensität  olles  von  der  obersten  Platte  unter 
tieni.sellieii  Winkel  aus^fliiMiden  Licbtes  =r^7/,'  und  die  Intensität 
des  aus  der  untersten  Platte  parallel  der  auüullcndeo  LicbteinLeit 
heraustretenden  Liebte  =:  C«*.  Beide  Theile  Ueiben  in  der  Bin- 
falleebene  polariairL 

5. 

D.i  fiir  Liebt,  welcbes  senkreclit  arop^en  die  Einfallsebene  po- 
larisirt  ist,  an  die  Stelle  von  in  den  vorbergebendeo  Entwick« 
langen  tritt,  fibrigens  nnter  denaelben  l^dingungen  alles  genau 
dattselbe  bleibt,  so  werden  abo;  analog  den  lieim  vorigen  (a%  die 
Formeln 

2nB*  \-~  B"* 

die  von  der  «»bersten  und  untersten  Platte  fiir  diesen  Fall  kommen- 
den |K>lari8irten  LiclitinteDsitäten  ausdrücken,  so  daas  wiederum 

Fällt  nun  aber  unter  denselben  Umständen  gewöbniicbes  un- 
polarisirtes  Licht  uuf  von  der  Intensität  =2,  und  denken  wir  uns 
dasselbe  auf  die  oben  (Art.  l.\  angedeutete  Weise  in  ein  System 
senkrecht  so  einander  poiariairter  Strahlen  serlegt,  jedei;  Ton  der 
Intensität  ==  1 .  und  von  denen  die  Vibrationen  des  einen  in  der 
Einfallsehene,  die  des  andern  senkrerbt  o^epfen  diese  Ebend  erfolgen^ 
so  wird  also  die  Jntensität  alles  von  der  obersten  Platte  ausgeben- 
den Lichts  durch 

und  des  ans  der  nutorsten  Platte  heranstretenden  durch 

ausgedrückt  werden  können,  lieber  die  Natur  dieser  beiden  l^icbt- 
intensitäten  wollen  wir  keinen  voreiligen  Scblnis  machen. 

Formt  man  den  Ansdmek 

 sin»(t  —  <•) 

sin»(*-|-*-) 

vermöge  der  Fnndamentalgleicbung  der  Brechung  des  Lichts 

sin  ^  =  sin 

um,  so  sieht  man,  dass  derselbe  sein  Minimum  =       ^  |^  oder 

Maximnm  =s  1  erreieht,  je  nachdem 

1=0  oder  t  =  ist 

Auch  lässt  sich  durch  Differentiation  leicht  nachweisen,  dass  der 
Werth  von  ^4*  von  der  einen  Grause  sur  uudem  mit  dem  Autfalis- 
winke!  continuirlich  wächst. 
Der  Weiith  von 
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_  tang»(i  -  O 
hiogegeu  erreicht  sein,  Miriinoni  =:  0,  wenn 


AUdnott  »Jber  ist 

sio  i'  =  cus  #, 

folglich 
und 

taDg  f  =  f». 

Fällt  also  senkrecht  gegen  die  Einfallsebene  uolarisirtes  Licht,  un- 
ter den  durch  diese  CHeiebQpg  bestinaiten  Winkel  auf  die  Tren- 
rnnugsfliche  zweier  durclisichtiger  Media  auf,  so  wird  durchaus  keine 

Spur  von  Lidit  reflectirt,  sondern  alles  dringt  ins  zweite  Medium 
ein.  Fällt  hingegen  gewöhnliclies  unpuiarisirtes  Licht  auf,  so  ent- 
hält das  gespiegelte  Licht 

weil  ^  =  0  ist,  nur  in  der  Einfallsebene  polarisirtes  Licht  und 
man  sagt  deshalb,  das  Licht  sei  durch  Reflexion  vollkom« 
men  polarisirt.  Und  daher  heisst  dieser  Auffailswinkel  auch  der 
Polarisationswinkel  oder  der  Winkel  der  vollkomiieoea 
Polarisation.   Us  ist  leicht  %u  zeigen,  da^/i,  weil 

ist,  der  reflectirte  Strahl  auf  dem  j^ebrochcncn  senkrecht  steht. 

'        Für  t  =  arc(tang  =  f»),  B"*^  =  0,  also  Mininam. 
Pur  •  =      17*  =  1,  also  Maximum. 

Aus  dem  \'nrangehenden  ergeben  sich  folgende  Gesetze: 

1)  Fällt  polarisirtes  Licht  auf  die  Trennungstläche  zweier  durch- 
sichtigen Media,  so  wird  bei  senkrechter  locidens  nur  ein  Theil 
reflectirt,  bei  horizontaler  dagegen  alles,  das  auffallende  Licht  mag 
polarisirt  »ein  in  der  EinfalUcbenc  oder  senkrecht  gegen  dieselbe. 

2)  Ist  das  Licht  in  der  Einfallsehcne  polarisirt,  so  wachst  die 
Intensität  des  gespiegelten  Lichts  mit  der  Schiefe  der  lucideuz. 

3)  Wenn  hingegen  das  Licht,  polarisirt  ist  senkrecht  nur  Wor^ 
fallsebene,  so  wird  bei  einem  gewissen  von  der  lichtbrechenden 
Kraft  des  zweiten  Mittels  abhängigen  schiefen  Aufiallswinkcl  (Po- 
larisationswinkel) keine  8pur  gespiegelt,  sondern  alles  driqgt  ins 
sweite  Mittel  ein.  Je  weiter  sIen  aker  das  aulbllende  .Liebt  na^ 
der  einen  oder  der  andern  Seite  von  dieser  -€reni6  entfernt,  desto 
mehr  wird  reflectirt. 

7. 

Die  Werthe  von  At^  und  Bn^  sind  abhängig  von  und 
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•  « 

einerseits,  andererseits  von  der  Plattenanzakl  m.  Wir  wodlett  Te^- 
sucbeo,  die  Gesetie  dieser  Abhängigkeit  zu  beatifluneo. 

I.    Es  seien  ^4"^  und  i/^  consfant,  u  variabel. 

a)  Wenn  m  wächst,  so  nähert  sich  der  redprolie  Werth  Ton 
^m*i  DäuUch 

der  Einheit  nnd  ist  «i=oo,  so  ist  ^  =1,  folglich  nnch^.*=l. 

6)  Offenbar  irilt  von  Bm*  dasselbe,  so  lan«»  S*  >  0, 

c)  ist  aber  ir*sO,  so  ist  iB!ii*=0  unabhängig  tob  it,  selbst 

fUr  «  =  00.  , 
ä)  Weil 

=  1  -        und  /J„'  =  1 

so  gilt  von  dorn  nllc  Platfen  durclidringenden  Lichte  das  Botge* 
geugeseute  des  eben  Angeführten. 

II.  Rs  sei  m  constant,  j4*  and       aber  yeränderlich. 

0)  Wächst         so  wird  in  dcot  Bruche 

der  Zähler  kleiner,  der  Nenner  grösser,  also  aus  beideu  Gründen 
der  Werth  des  Braches,  mitbin  aucb  der  Werth  von 

■ 

kleiner;  folglich  wächst  ^4*',  wenn  zunimmt. 
/)  NisMit  B*  ab,  so  nähert  sich  in  dem  Brache 

der  Zähler  der  Binheit,  der  Nenner  inhaer  mehr  der  0^  es  wächst 
folglich  der  ganse  Bruch,  mithin  auch  der  Werth  von 

<  > 

also  muss  H»*  selbst  kleiner  werden,  wenn       kleiuer  wird.  . 
g)  Wenn  4  =  0  oder  ^=^,  so  ist  J'ssB*  (Art  6.)  folg« 

lieh  ^i,*=si?i.«. 

Hieraus  scbliessen  wir  folgende  Gesetze: 

1)  Fallt  ytolarisirtes  Licht  untor  einem  beliebigen  Winkel  auf 
ein  System  über  einander  iic^piuU  r  [larallolrr  durchsichtiger  Plat- 
ten, SU  wird  im  Allgeoieiueu  um  su  mehr  reüectirt  (von  der  oberen 
Fläche  der  obersten  Flatte  ausgehen),  also -um  so -weniger  die 
Platten  durchdringen,  je  grösser  deren  Anzahl  ist. 

2)  Ist  die  Anzahl  der  Platten  unendlich,  so  wird  alles  IJcIit  ro- 
Bectirt  und  keine  Spur  dringt  durchs  welches  auch  der  AuÜ'alls* 
winkiel  sei. 
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Dieses  j^lt  im  Allffemcinen ,  das  auffallende  Licht  mag  in 
der  Eiotallsebene  oder  senkrecht  gegfcn  diese  potarisirt  sein. 

3)  Ist  das  Licht  io  der  Einfallsebene  uolarisirt,  so  wird  bei  un- 
▼eräDderlielier  Piatteowbl  oai  so  mehr  refleetirt,  also  um  so  weDi- 
.ger  durcligeheo,  ja  schiefer  das  Licht  aufß&llt. 

4)  Ist  dagegen  das  Licht  senkrecht  ges^on  die  Einfallsebene 
polarisirt,  so  wird,  wenn  die  Anzahl  der  Platten  dieselbe  bleibt» 
um  so  mehr  refleetirt,  also  Um  so  weniger  durchdriogep ,  je  weiter 
sich  nach  der  einen  oder  der  andern  Seite  der  BinfMlswiokel  vom 
Polarisationswinkel  entfernt. 

5)  Fällt  ober  für  diesen  letzteren  Fall  das  Licht  unter  dem 
^  Polarisationswinkel  selbst  auf,  so  dringt  alles  durch  die  Platten 
'  hindttrch  und  es  wird  keine  Spur  mehr  refleetirt,  selbst  dann  nicbt^ 
« wenn  die  Anzahl  der  Platten  unendlich  gross  wäre* 

Dieses  ist  der  einzige  Fall  der  Ausnahme,  welcher  uns 
nöthigte,  so  eben  bei  1  und  2  den  Ausdruck  ,>iB  Allge- 
meinen'' hinzuzufiiffen. 

6)  Fällt  gewöhnliehea  Licllt  senkreclit  auf  oder  horizontal ,  so 
iat  man  nicht  im  Stande  dasselbe  zu  polarisiren  weder  durch  Re- 
flexion, noch  durch  Refraction,  mag  man  sich  hierzu  bloss  einer 
spiegelnden  Fläche  bedienen  oder  eine  beliebige  Anzahl  von  Plat- 
ten anwenden.       .  - 

8. 

Es  wurde  oben  (Art.  1)  berührt,  dass  gewöhnliches  unpolari- 
sirtes  Licht  sich  betrachten  lasse  als  ein  System  senkrecht  zu  ein- 
ander polarisirter  Strahlen  ton  gleicher  Intensität.  Ebenso  lassen 
sich  umgekehrt  senkrecht  zu  einander  polarisirte  Strahlen  von 
gleicher  Lichtstärke  ansehen  als  gewöhnliches  unpolarisirtes  Licht. 
Auch  in  Bezuff  auf  ihre  Wirkungen  zeigt  die  Beobachtung  keinen 
Unterschied,  rillt,  also  nun  anf  unser  Ftattensyste«  gewohnliches 
Lacht,  so  enthält,  wi{e  bereits  (Art.  5)  gezeigt  wurde,  sowohl  das 
zurückgeworfene,  als  durchgehende  Licht  senkrecht  zu  einander 
polarisirte  Strahlen.  In  dem  rcflectirten  Lichte  z.  B.  bildet  nun  der 
.minder  intensive  Strahl  mit  einem  gleichen  Theile  des  andern  ge- 
wdhnliches  Licht-  tind  es  bleibt  also  ausserdem  noch  ein  Detor- 
achnss  polarisirten  Lichtes  von  der  Beaehaffenheit  des  lichtstärke- 
ren Strahles.  Ein  Gleiches  gilt  vom  refraetirten  Lichte.  Da  nun, 
Vfie  wir  bewiesen  haben  (Art.  4  und  5) 

io  folgt  daraus 

c;.» ....  (rt 

Und  hieraus  schliessen  wir  folgenden  Satz; 

In  dem  rcflcctirten  und  durchgehenden  Lichte  linden  sich 
ausser  dem  iu  jedem  enthaltenen  gewöhnlichen  Liebte  gleiche 
Intensitäten  senkrecht  zu  einander  polarisirter  Strahlen,  die 
Plattenzahl  und  der  Einfallswinkel  seien,  welche  sie  wollen. 
Für  eine  Platte  ist  dieses  Gesets  das  bekannte  Theorem  von  Arago. 

"   ■  «. 

Unter  der  Vibrationsebene  eines  polarisirten  Strahles  vei^ 
atehea  wir  diejenige  Ebene,  welehe  dareh  den  bdreflfonden  SirabI 
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und  die  conitaote  Schwingongsrichtttiie  seiner  Aetiiertlieiichen  ffeht. 
Unter  Polarit»tii»Bsebeiie  tikvr  me  dnrch  deo  Strahl  auf  die 

OscillationsriclitoDg  aenkrecht  geführte  Ebene.    Bs  stehen  also 

beide  Khenen  stets  auf  einander  senkrecbf.  Denkt  man  sich  nun 
durch  denjenig^en  Punkt,  in  welchem  ein  Lichtstrahl  die  Grenze 
zweier  durchsichtiger  Media  trifft,  auf  die  Richtung  des  äitrahis 
eine  Ebene  Benkrecbt  gelegt,  so  werden  in  dieser  oder  ihr  oamilel 
die  Schwingungen  der  Aethertheilchen  erfolgen  können  nadi  jeder 
beliebigen  Kichtung.  Dreht  sich  die  Vibrutionsrichtung  in  dieser 
Ebene  um  den  Autlallspunkt  im  Kreise  herum,  so  dreht  sich  also 
anch  die  Vibratiopsebfee  und  mit  ihr  die  Polarisationsebene  um  den 
einfallenden  Strahl.  Macht  die  Schwin^ungsrichtung  mit  der  im 
Auffallspunkt  auf  die  Einfallsehcne  errichteten  Senlcrechten  den 
Winkel  a,  so  bildet  denselben  Winkel  u  also  auch  die  Polarisa- 
tionsebene  mit  der  Einfallsebene  und  man  sagt,  das  Licht  sei  in 
de»  Azininth  a  polarisit.  In  untenstehender  Figur  (s.  an  Bnde 
der  Abhandlung)  sei  nun  ACB  die  Einfallsebene,  CD  die  Polari- 
sationsebene, iJCji=a  das  Azimuth  der  letzteren,  CE  die  Schwin- 

f^ungsricbtung  des  Aetbertheilchens  6*,  CAiz=zl  die  halbe  Oscil- 
atiousweite  desselben,  deren  Componenten  nach  der  Eiofallsebene 
a%d  senkrecht  gegen  diese  respeetive  * 

CB:ss  »in  a  nnd  Jfffscoi  a 

seiu  werdeuj  da       "  '  * 


n 


Und  es  lässt  sieb  also,  weil  die  Lichtintensitaten  proportional 

sind  dem  Quadrate  der  Oscillations^eschwindigkeiten ,  die  in  dem 
Azimuth  u  polarisirte  Lichteinlieit  in  zwei  senkrecht  zu  einander 
poturisirte  Strahlen  von  den  luteositälen  sin  'a  und  cos  'a  zerle- 
gen, so  dass  wiederuB 

l  =  8ln  *a-f-cos  *a. 

Auf  gleiche  Weise  können  umgekehrt  zwei  senkrecht  zu  ein- 
ander polarisirte  Strahlen  In  einen  einsigen  znsasimengesetst'wer- 

deuj  dessen  Azimuth  tang  offenbar  gefunden  wird,  wenn  man 
die  Intensität  des  in  der  Einfallsebenc  schwini^endrn  Strahles  <lurch 
die  Inteusität  des  senkrecht  gegen  diese  Ebene  vihrirenden  dividirt. 
ftttllt  also  svf  unser  Plattensystem  gewölmliebes  Lieht,  so  ist  so- 
wohl das  reflectirte^  als  durchgehende  polarisirt,  jedes  in  eine»  be- 
sondern Azimuth.  Nennen  wir  Asiaiath  dea  lefleetipten  c^,  das 
des  refractirteo  ßn»  so  ist  also 

tang  >a«  =  -^—  j^^o/t-DZ^»'  2nd*        =  . 

und 

»y?  —        —         1-^*  l-|-(2>t-l)^V 
tang   /y«  — —  |^(2m.i)^»  •       TZT^ß  — 

lH-(2n-l)^»  _  l-f- (2« 

1  -4_ (2«  —  i)B*  '  1  —  ^»  ~~  l+(2n  —  l)B*  ' 

wenii  der  Kiirse  halber  geietat  wird 
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*  ■ 

2»  =  t&ng  •«  und  |_^>  =ateDg 

Folglicb  ist  allofeincin 

taug;  ^a„  :  taug  ^ß^^tang  *a  :  tong  '/^. 
Aas  Art.  2  aber  folgt 

•Ä*       cos  ^(i-i-t)  , 

j^—  cos  • 

•    '  aitliip  ist  '  . 

taog  *a  :  taog  */?  =  co8      +       also  auch 

taog-       :  taug-  '^ß„  =  coB      •+-»')  oder 

taag  «/i  =      cos  (/  H-  «')  taag  /S«   (tf) 

Beide  Azimutlic  stellen  also  immer  in  dieser  einfachen  Beziehung 
zu  einander.  Jedes  ist  eine  Function  des  EinfalUwinkels  und  der 
Plattenzahl,  and  wir  wollen  die  Gesetze  dieser  Abhängigkeit  xa 
bestimmen  «neben.  *  ^  , 

10. 

Wir  haben  gefiinden 

taag  ai,=sd:eos    +      tang  ß„. 

Da 

so  ist 

toDg  «i»<t«nff »Bd 

nnabbüngig  ron  4  md  m. 

I.    Es  sei  n  constant,  i  also  auch        und  Ii-  vuriubel. 
o)  So  oft  A^z=,B^^  so  ist  tang  >c^  =  l  =  tang  also 

b)  Ist  #  =  0,  so  ist  A'=iB^  (Art.  0),  mithin  ««  =  —  =  /?„. 

c)  Ist  «=:arc(tang=^)^  so  ist  ^'=:0,  folglich  auch  Bn^sdii. 
Und  da 

tang  »«,=^  (Art.  9), 
so  ist  fiir  diesen  Fall  tang  Om=0,  folglich  0^=0.  Aber- 

tang  *ßn^    i^A»    =^"*"r:r3»^^'  ^^'^ 

Für«i=aD  ist /fw^Y« 

d)  Ist  ^>aie(tang=f»),  so  ist  ^•>0,  folglicb  i7«>>0, 
also  a„>0.  Aber  tang  V«<  QO,  also  ^•<f . 
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e)  Ist  »=-g->  BO  iit  4*=sB*  (Art.  6),  folglieli  a»r=5^=/7«. 
Hienuis  ergeben  sich  folgende  Gesetze: 

1)  Die  PolarisatioDsel^e  des  reflectirten  Lichtes  bildet  mit  der 
Kiofallsebene  immer  eincirkleincrcn  Winkel,  als  die  Polarisations- 
cbene  des  durcligebeoden,  der  Einfallswinkel  und  die  iMattenzabl 
seien^  welclie  ne  wollen. 

2)  Fällt  da«  Ucbt  senkrecht  nnf,  so  ist  das  Asinntk  jeder  der 

beiden  Pelarisationsebenen  =-;|')  folglich  sowohl  daa  rellectirte, 

als  durcbgt'beode  Liebt  unpolarisirt. 

3)  Wächst  der  BinfallsiHnkel ,  so  wird  das  Acisinth  des  reflee- 

tirtcn  Lichtes  kleiner,  das  des  refractirten  grösser.    Erreicht  der* 
EinfuUswinkcl  den  Polarisationswinkel ,  so  fällt  die  Polarisations- 
cbeue  des  reflectirten  Lichtes  zusammen  mit  der  Einfallsebeue.    Das  , 
A'zimuth  des  durchgehenden  Lichtes  aber  wSchst  mit  dv  Platten- 

zahl  und  ist  =-^)  wenn  diese  unendlich  gross  ist. 

4)  Wächst   der   ICint'allswinkol   iiher   den  Polarisatiooswinkel ■ 
hinaus,  so  wächst  das  Aziuiulh  des  rcllectirteu  Lichtes  wieder,  das 
des  dnrebffdienden  nisimt  ab. 

5)  Fällt  das  Licht  horisontal  auf,  so  ist  das  AzinnÜi  des  re- 

flectirten  Lichtes  wieder  gleich  -p,  fuli^lich  das  reflectirte  Licht 
selbst  unpolarisirt.   In  diesem  Falle  dringt  kein  Licht  durch. 

IJ.   Era  aei  der  Einfalls  wi  nkel,  also  auch  A*  o^nd  B*  eon- 

stant  und  »  veränderlich. 

Es  ist 

_tanR  «(t~0_  cos  '(t-fO   iin  co«.«(»-H«-) 
^  —tang  «(i-i-r)""  cos  sin  »(t-Ht')      cos  »(<  — O'^  * 

Da  aber 

OM  »(<  — 

so  bt 

  * 

Verffleicht  man  nun  die  reciproken  Werthe  von  An*  und  üTj«', 
"irnlich  . 

J  1  J  ' 

I  _i_ 

An*  ^  Bny 
An*  >  Bn\ 
=  1  -ui«»,         =  1  -  Bn', 


80  folgt 

folglich 
Und  da 

80  Ut  also 
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Nun  aber  ist 

tan^  »o^as  —  ^l,  t'olglicli  <^A<i^  und 

Wächst  «,  so  näbert  sich  das  Verhältuiss  von  -7-%  der  Einheit 

Qnd  filr  i»=sQD  ist  dusdbe  folglieh  a^ss^*  ßa^riogt 

ahdaDn  keio  Lfcht  dorch  die  Platteb  hiodareh,  es  sei  deoo,  dass 
daaaelbe  unter  den  Polarisationsirinket  auffalle,  wo  ß^z=^  ist. 

Hieraus  ergiebt  sich ^ folgendes  Gesetz: 

Ist  die  Plattensahl  endlich,  so  ist  das  Asimath  des  reflectirten 

Lichtes  kleiner,  das  des  (iurchgelieodon  grösser  als —.  Mit  der 
Plattenzahl  wächst  das  Azimuth  des  reilectirten  Lichtes  und 
nähert  sich  Ist 

«=  OD,  eo  Mt  a,  =  —  und  /?.=-:—. 

Fällt  hingegen  das  Licht  auf  eine  unendlich  grosse  Ansahl' 
von  Platten  unter  dem  Polarisationswinkei,  so  ist 

a,  =  |^  undft=:-|-.        '  ' 

n. 

Wir  können  nicht  umhin,  mit  einem  Worte  einer  Discontinui- 
tät  in  unsern  Formeln  zu  erwähnen,  die  wir  in  den  Erscheinungen 
der  Natur  nicht  leicht  aDzunebmen  geueifft  sind,  bis  wird  nämlich 
senkrecht  gegen  die  Einfallsebene  polansirtes.  Licht,  welches  auf 
eine  uneniflicb  grosse  Platt^nanzahl  auffällt,  stets  und  in  allen 
Fällen  ganz  reflcctirt,  welches  auch  der  Einfallswinkel  von  der 
senkrechten  bis  zur  horizontulen  Incidenz  sein  möge;  erreicht  der- 
selbe aber  den  Polarisationswinkei,  so  dringt  plötzlich  alles  Licht 
durch  die  Platten  hindurch.  Es  möchte  vielleicht  nicht  weniger 
gewagt  sein,  die  Natur  eines  solchen  Sprunges  in  ihren  Erschei- 
nungen ohnmächtig,  als  unsere  Formeln  deshalb  falsch  nennen  zu 
wollen.  Das  Uueodliche  ist  bloss  eine  Grenze,  der  wir  uns  viel- 
leicht nicht  einmal  nähern  können,  die  wir  also  nm  so  weniger  sU 
erreichen  vermögen;  und  ebenso  wenig,  wie  wir  uns  durch  i^end 
einen*Sprung ,  wie  gross  derselbe  auch  inunerliin  sein  möge,  vom 
Endlichen  an  jene  Grenze,  das  Tncndliche,  versetzen  können:  eben- 
so wenig  können  wir  aber  auch  behaupten^  duss  die  Natur  nicht 
im  Stande  wäre,  wenn  mai)  sie  veranlassen  könnte,  sich^  unter 
Bolchen  Verhältnissen  zu  äussern,  eine  ähnliche  Discontinnität  in 
Ihren  Erscheinungen  zu  neigen. 

Fragen  wir,  unter  welchem  Winkel  das  Licht  auf  eine  belie- 
bige Anzahl  paralleler  Platten  auffallen  müsse,  damit  die  Intensität 
des  reflectirten  Lichtes  gleich  sei  der  des  durchgebenden,  so  haben 
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wir,  d«  die  lateBiitXt  dei  anffaileDden  Lichtes  =2  aDffenomniPD 
wurde,  so  dieser  BeitiBaioog>  offenbar  die  Gleichung: 


welche  entwickelt  auf  folsrende  Bedingung^  führt: 

Ä= -i- (4v»»  —  IM»/?»  =  1. 

Nun  aber  ist 


wenli  der  KSne  halber  gesetst  wird 

V^/**  —  sin»  ?  =  /7  und  cos  i  r= 
Diese  WertLc  für  ^»  und  Ä»  substituirt  geben: 

Wir  können  diese  Gleichung  nach  und  nach  foiirenderirestalt  ▼er- 
ändern: OD, 

— — f*  V) !(/» -  f ).* — (;» -h  y)"  I  -t-  4»«  (p — ^)«  {p  ^ft*f) = 0, 

+  4»»  (p  -  y)»  (p  -  ^»y).  =:  0, 

« 

Dividirt  aan  durch  )9f  nnd  setzt  -^s«^  lo  kont 

(^-l)(l-^)=:p|J,.lgo 
-  (H- d=  ^)  or  =  - /»% 

und  setzt  Ban 

1+M'±^=/»,  w  ist 


II 

s 


8 
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'      •  o%  «t 

»in»*==^y:J5- ....  W 

Diirch  diese  GleicLuns  ist  also  der  Winkel  bestimmt,  unter 
dem  das  Licht  auf  eine  beliebiffe  Ansahl  paralleler  Piafiten  anffallen 

muss,  damit  gleiche  Mengen  reHectirt  werden  und  durehgeheo.  Zu- 
gleich' aber  preht  aus  derselben  auch  bervor^  dnss  einen  kolchen 
Winkel  zu  Huden  jedesmal  duuu  unmöglich  ist,  wenn 

/t*<l, 

oder  was  dasselbe  lieisst^,  wenn  das  Licht  aUvS  einem  Mittel  von 
stärkerer  auf  eins  von  einer  minder  starken  iichthreckenden  Kraft 
auffällt 

13. 

Nach  den  Frcsnerschen  Formeln  (Art.  2.)  für  die  Intensität  des 
gespiegelten  und  durcbgeheodca  puiurisirten  Lichts  ist  die  reflectirte 
Jjicatstiirke  so  lange  Null,  als  Aich  die  Dichtigkeit  des  durchsfchti* 
gen  Mittels  nicht  ändert;  und  es  mSsste  folglich  bei  einem  in  seiner 
f^anzen  Masse  vollkommen  homogenen  und  gleich  dichten  durchsichti- 
gen Körper  alles  Licht  auf  seine  untere  Fläche  auü'alicu,  was  auf  der 
oberen  rläcbe  in  den  KSrper  eindrang.  Da  aber  in  der  Natur  wobl 
kaum  ein  solcher  Körper  existiren  wird,  indem  die  Schwerkraft, 
der  beständiirc  Tompcraturwecbsel  und  dergleichen  Umstände  mehr, 
leicht  eine  vcrscliicdene  Dichtigkeit  an  verschiedenen  Punkten  des 
Körpers  hervorbringen:  so  folgt  daraus,  duüs  sich  das  Licht  beim 
Durchgang  durch  durchsichtige  KKrper  offenbar  schwächen  muss. 
Betrachten  wir  z.  B.  eine  ruhige  Flüssigkeit,  auf« deren  eine  hon» 
zontule  Grenzfläclie  Liclit  auftallt.  Da  strenge  genommen  die  Flüs- 
sigkeit in  jedem  hurizuntuleo  lüchnitte  eine  andere  Dichtigkeit  hat, 
80  müssen  nothwendigerwelse  auch  im  Innern  derselben  Reflexion«! 
des  eingedrungenen  Lichts  Statt  linden  uud  es  gelten  mithin  fiir 
einen  solchen  Fall  älinlicbe  Formeln,  wie  wir  sie  für  die  Intensität 
des  gespiegelten  und  durchgehenden  Lichts  bei  einer  bcliebigeo 
Auzuhl  paralleler  durchsichtiger  Schichten  eotwickelt  haben. 
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LI. 

Eigenschaften  der  ungeraden  Zahlen  in  Bezug 
auf  beliebige  Potenzen  der  einzelnen  Glieder 
der  natttrlichen  Zahlenreihe. 

Vao 

I 

lleiTJi  Prol.  C.  A.  Hret  schneid  er 

zu  Gotha. 


Der  im  ersten  Hefte  des  c;ejjfenwärtitj;en  Archivs  bewiesene  Tur- 
uer'sche  Lehrsatz  von  den  UDgcrad<fii  Zuliieo  ist  nur  cio  specieller 
Fall  eines  weit  «llgemeineren  Tlieorems,  dus  ich  Schoo  vor  meh- 
reren Jahren  gf^aden,  aber  nicht  f^r  neu  gehalten  habe.  Es  ist 
nämlich: 

8»>  =51  +  3  +  5+7+.*  ••  +  (2. 3«  — 1) 
3»»=l  +  3  +  5  +  7  +  ....  +  (3.3»  — 1) 


;P«  =  l  +  3  +  5  +  7  +  ....  +  (2.;>«-l), 

d«  h.  jede  Potenz  einer  ganzen  Zahl  //  von  dem  geraden 
Kzponenten  3»  ist  gleich  der  Saqme  aller  nngeradea 
Zahlen  tob  der  ersten  an  his  znr  /y^ten;  ingleichent 

2>»+i  =  (2»,l  +  l)  +  (3»,l+3)  +  ....  +  p*.l  +  (2,2^— 1)1 
3*H-l  =  (3».2  +  l)  +  (3«.2  +  3)  +  ....  +  (3«.2  +  (2.3»  — l)J 


;i*M-l  =  [  ] -f.  f )4-3]+....4-[;;«(;;_l  )+(2^ 

d.  h.  jede  Potenz  eiuer  ganzen  Zahl  p  von  dem  ungera- 
dep  Exponenten  2/»+l  ist  eleich  der  Summe  von  p**^  auf 
einander  folirenden  nnfreraden Zahlen,  deren  erste  srleich 

Hi^-i)-!-i.rst.  ^ 

Der  Beweis  dieser  Sätze  ist  höchst  einfach.  Bezeichnen  näm- 
lich d  und  si  beziehungsweise  das  erste  Glied,  die  Diifcrcnz  und 
die  Gliederzahl  einer  arithnetiscben  Reihe  erster  Ordnung,  so  ist 
deren  Snome  «  =  a;s  +  \%.{%  —  Im  vorliegenden  Falle  ist  nun 
filr  einen  geraden  Exponenten  der  Fotens 
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Bithin  wifd 

"  « 

Für  einen  vngersden  Exponenten,  der  Potens  hingegen  wirds^ 
asszp^  —  iy-hh  d=z2,  M=sp» 

und  folglich: 

*  =  [p''{p  —  1  ■+-  -i/i^ip"  —  1 ) .  2  =  p^'-*-K 

Hieraus  ergeben  sicli  sofort  durch  Addition  von  die  Aos* 
drücke: 

/>2«  -I-     =  1 )  =  2  -4-  4  4-  G  H-  8  -f- . . .  H-  2 . 

,   ;»2«-i-i =;>«(//«+i  4- 1)  =  [p»ip  — 1)4-  2]  +         —  1  )-+4J 

4- -1)4- 2;^], 

welche  die  entsprechenden  Eigenschaften  der  auf  einander  folg-enden 
geraden  Zahlen  euthalten,  wie  dies  von  dem  Herrn  Herausgeber 
bereits  für  die  dritten  Potenzen  bemerkt  worden  ist.  Demaacli  ist 
als«  >.  B. 

1»  =  1  • 

2»  =  l4-3 

•  '  '  .  * 

2«=:34-5 

3»=74-94-ll  \ 


# 

;,»s=:b»(;i-l)H:.lJ-|-W;»--.l)  +  31-f....+b(|r-l)+(2;»--l)l 

1«  =  1 

2*  =  l4-3  +  5  +  7 

3*  =  l-i-3-h5-f.74-»4-ll4-134-154-17 

• 

1»  =  1 

2»==54-7-4-9-Ml 

3  •  =  1 9  4- 2 1  4- 23  4- 25  H- 27  +  29 -f.  31 4- 33  4- 35 
4«  =49  4- 51 4- 53  4-. ...  +  77  4- 79 

•  s=  1)4-11 4- b'C;' - 1  )+31 4-. b»(;>-l)-+<2'/»»-l  JJ 

u.  s. 

Bei  ihrer  grossen  BinfacJ^heit  dürften  die  TorliegMiden  Lelr^ 
Sätze  ein  zweckmäßiges  Beispiel  zur  Anwendung  der  arlthnetisdien 
Progressionen  darbieten. 
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LU. 

Zur  Theorie  der  bestimmten  Integrale. 

Von 

Henrn  O.  Sehlömiieh 


Die  EntwickeluDgf  der  schönen  Tbeoreme  von  Lag^nge  und 
Fourier  beraht  bekanntlich  auf  der  JlnCcnocbaag  der  Grftnie,  wel« 
eher  lipb  daa  beitinaite  Integral 

/;Äi.'i«/(0)^.„>c>o. 

für  ganze,  positive,  wachsende  n  nähert,  vorausgesetzt»  dass  die 
Funktion  f{ß)  während  des  Integrationsintervalies  weder  unendlidi 
gro^s,  noch  unstetig  werde 

Diese  Aufgabe  lässt  sich,  wie  icb  glanbe,  völlig  streng  und 
knrsj  folgendermassen  lösen. 

1)  Wir  nehmen  erstlieb  «^^-^i  8«  +  lssas  (der  KOrae  we- 
gen) nnd  fuhren  in  das  Integral 

eine  neue  Verttaderliebe  %  s  «10,  also  0  =s  =    ein.  Da- 

durch wird  • 


tsin 
tn 


Dieses  Integral  zerlegen  wir  in  eine  Reibe  anderer,  welche  sämmt- 

lich  nach  dem  Intervall  ^  fortscbreitea,  wobei  wir  ~ — äT*^«^ 

m  sin  —  ^ 
m 

knn  BÜt  F(»)  beaeicbDen«  Also 


*)  Man  sehe  hierüber  die  vortrefiliche  Abhandlung  des  Hrn.  Prof.  Leicunc 
Diriddct  im  Jonnul  t  r.  n.  a;  Mathematik  v.  focUe»  B.  IV.  &  1S7. 
IWlIi  ^ 
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3fl 


2  «  t  !•» 


Zwei  auf  einander  folgende  allgem^ne  Glieder 
.  sind 

Diese  beiden  lutcgrulc  lassen  sich  leicht  auf  die  Gränzen  0  und 
briDgeu»  indem  mao  im  ersten  :s=/vr — a:,  im  zweiten  x=m'^a? 

setzt,  wo      eine  neue  Veränderliche  bedeutet.   Dann  liat  Ban,  ai»* 

gesehen  vom  Vorzeichen: 

und  wenn  man  dem  crsfen  Integrale  d;is  ente^egeng'esetzte  Vor- 
zeichen gieht,  so  vertauschen  die  tiräuzen  ihre  rlÄtzej.und  stehen 
dann  ^enau  so  wie  im  zweiten.  « 

Die  Voneichen  unserer  Integrale  finden  sich  dnrch  ein  leichtes 
Rnisonnement.  Der  Zeichenwechsel  in  jenen  Integralen  hnng^  bloss 
von  dem  Vorzeichen  des  sin  »  in  F\z)  iil».  Da  nun  der  Sinus  po- 
sitiv ist  von  «  =  0  bis  «==;r,  negativ  lon  siz=zn  bis  4  =  27r.  |io- 
sitir  von  %=s27r  bis  xsssSir,  u.  s.  f.,  so  ist  noch  das  erste  Paar 
unserer  Integrale  positiv«  das  zweite  negativ,  das  dritte  positiv 
V.  s.  f.  6o  liehen  wir  ^ 

J=f^^IXaf)da:'h f^F{n^af)da^- f^F{it^a)dxi 


n 


y"2 

indem  wir  den  Index  r=:l,  2,  •  • .  is  setzen;  oder 


71 


Bin  allgemeines  Glied  dieser  Reihe  ist 

■  .V       sin  (r?rdbar)    -.»vj±^.  sin  w  =fc 

m  am   m  sin  — 

m  m 

wobei  das  Vorseichen  nicht  beachtet  nn  werden  braacht,  weil  wir 
den  Wechsel  schon  kennen. 

Wollen  wir  nun  die  Gränze  bestimmen,  welcher  sich  das  Inte- 
gral J  tur  waciisendc  *t{mz=z*2a-i-  l)  nähert,  so  haben  wir  die 
Gränze  von  F{r7Fzt:a:)  für  wachsende  m  %u  nntersnehen,  wobei 
zu  berücksichtigen  ist,  dass  r  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen  von  1 
bis  m  durchläuft.  Wir  haben  daher  2  Fäll«  na  unterscheiden. 


« 
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1)  Es  sei  r  endlich,  also  das  zugehörig'e  Glied  endlich  weit 
vom  Aufang-e  entfernt.    Dann  ist  mdh.x  etwas  fcindlicbes  =f^ 
sin  HC  tt 

F{rjfziza)s=z  'H'/Xü)  o4er,  wenn  nun  den  sicli  bebenden 

m  sin  — 
m 

Faktor  einsetxt, 

Lb.  #X«r±*)=^.Li-  -=5-/(^)  =  2i!ij£/(0) 

sin  — 


*  sin  X 


oder 

Um  F{rn±:a:)  =  ^^AO). 

2)  Wäre  r  so  gross,  das  schon  — — —  eine  endliebe  Grüne  «r 

wäre,  so  ist 

Li.  ^V»±*)  =  U.  j^^i;  /(•)  =  0. 

SO  dass  also  die  uueadlich  weit  voni  Anfange  entfernten  Glieder  ver- 
schwinden. 

So  baben  wir  endlicb- 

W-  -^=/7C%^/lO)  +  „^/(0)-^/(0}-.. 
oder,  weil  /(O)  eine  Coostanie  ist, 

Li.  j=A^)f^  Li + -  jii  -  »rbs + •  •]"■  * 


IIb  nun  dieses  Integral  weiter  aosföbren  sn  können,  miissen 
wir  die  einj^klamnierte  Reihe  summiren.  Dieae  Somne  P  kann 
man  ans  swci  anderen  sieb  bestehend  denken: 


.'*^L»  — 9;i»  — X»"*"  25»»— '1' 

Nnn  findet  aicb  aber  leicbt 

y  i7  «tesss log    or-i- log  <•  )  -h  log  n  (^"^"^  }     . . 


=  log«a:  (1-^)  (1-1^) 

« 

sslogMsin^;  ^ 
ab«  darcb  Diflforensiation 
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l/s=cot  aß, 

Aehttlieh  hat  nan  * 


=a.g-(i-^)  (1-^.)  (i-ä?)»-- 

folglieh 

AIbo  PsstnX  «+taiig  l^r,  oder  weil  eot  flez^  ^  ^, 
tang|^=  wt,  /•=i--5i  oder 

Subititilireo  wir  diesen  Werth,  so  findet  sich 


n 


« 

2)  Wäre  die  obere  Gränze  des  Integrals  C'<y>  so  geht  unser 
Integral 

'Wenn  wie  früher  m0:=zx  gesetzt  wird,  Uber  in 

Da  nun  ^<.^9  «o  ist  me<r^f  also  etwa  meszA  ^'-h^f  wo  ^<oi, 

ist.  Also  haben  wir 

,      /•  a  sin  at    ^-x.  ,    .   /'s      sin  «    ^«v  - 
M  shi —  -5-    m  sin  — 

Da  nun  Ä  gleichzeitig  mit  m  wächst,  so  sind  auf  das  erste  Integral 
alle  die  früheren  Schlüsse  anwendbar  nnd  geben 

All 

_        n  m  •     /*  *         Sin  2  3»  1  » 

•/=2  •^^^J-*-*^"J/a7i   TT/^^- 


2 


f»  sin 
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/ 

I 

Um  das  zweite  Integ^l  benrtbeiieo  sii  kümMii,  aebata  wir 

MssA~-i-jc  und  haben  bo 

Da  A  aod  «•  gteidiseitig  wachies,  so  wird  alao  aadi  -—-^ 
eine  gewiise  endliche  Griiise  und 

^    «i  sin  («-*---) 
m 

So  s^rnss  nun  aucli  A  sein  mag,  so  giebt  die  Ausfüiiriing  des 
Integrals  doch  nur  eine  endliche  Grösse,  uud  da  m  im  Neoner  steht, 
verschwindet  der  ganze  Ausdruck. 

Wir  habee  also  snsanBen 

3)  Wenn  c  xwiscbeo  y  und  ir  liegt,  sq  könneo  wir  c^a—a 
■etieB,  wobei     >•  0    0  Ist  Hitbin ' 

Im  zweite«  vad  drittes  Integrale  nebsMi^  wir  — op  and  er- 

balteo 

n 

Dng  erste  unä  zweite  Inteml  filbren  wir  aaeb  (1),  das  dritte- 
nach  (2)  aus  und  haben  so  • 

oder 

/  0  MiV  N  =  y  /(O),  Jf  >  «  >  y  (3> 

4)  Fassen  wir  nun  zusammen  was  in  1,  2,  3  gefunden  wurde, 
80  ergiebt  sich  auf  der  Stelle  das  Resultat 


» 
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Dieai      das  adiSBe  Theorem,  dessen  fruchtbare  Aowendiuig 

«lii(a»H-l)f  • 
«nf  der  Bigeeaetoft  tob  g  die  Reike 

mh 

1 +2|  cos  0  + cos  20-4-  H-cos  »0| 

zu  summireD,  beruht  Ks  lasst  sich  also  vermöge  der  vorigen  Formel 
jede  Reihe  summirea,  deren  allgemeiaes  Glied  J ^fiß)  CQ»»&ä&f 
n'^e'^Of  ist;  oder  man  hat 


9 


^/m  (2»-i-.l)—  -  rc 


ad  4» 


oder,  wenn  man  die  Reibe  ins  Uoendliche  fortsetzt,  (»  =:  QO  nimmt) 
nad  links  W  für  0  setzt, 

i-i»  ayo'^^^^^^/P0}'*WiV(0)''©+«S/;/i0)  CO.»© 

wobei  links  das  Resnltat  erscheint.   Aus  diesem  Satze  lassea 

aich  die  Theoreme  von  Lagranf^e  und  Fourier  leicht  ableiten. 

5)  Die  hier  angewandte  Methode  der  Gränzenzerlegung  lässt 
sich  mit  vielem  Vortheil  öfter  anwenden. 

p    ^    «^0,  wenn  mao 

aieh  die  obere  Grinse  als  eio  Tielftiches  von      denkt,  nnd  es  in 


eine  Reihe  anderer,  sämmtfich  von  0  bis  —  genommen^  zerlegt, 

das  nämliche  Resultat,  wie  die  vorhin  geführte  Entwickeloog,  wens 
man  darin /(0J  constant  =1  nimmmt.  Nämlich 


./  0 


sin  6   ^  n 
0^  ***^'2** 


Setzt  man  uO  für  0,  ivo  a  eine  ganz  beliebige  Grösse  ist,  so  hat 
man  auch 

welches  Resultat  sich  hier  auf  einem  ebenso  leichten  als  gruadlichea. 
Wege  findet. 
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üeber  eine 


Von 


«leiu 


Ucrausgebei*. 


Dag  Problea»  mit  deasen  Auflösung  wir  uns  io  dieten  Aaf«aPtie 

beschXftigen  wollen,  kann  auf  folgeode  Art  ausgesprochen  i\-erden: 
In  einer  Ebene  seien  drei  Punkte,  die  wir  durch 
0^.  0^  bezeichnen  woilen,  ihrer  Laa^e  nach  gegeben, 
und  «y,  seien  swei  andere  ibrer  Lage  nach  unbe- 
kannte Punkte  in  derselben  Ebene.  Wenn  nun  in  den 
jrorrohcnon  Punkten  Ö,  O die  180"  nicht  überstei- 
genden Winkel  SOS^,  SO^S^,  SO^S^y  welche  ilie  von  den 
Punkten  Oy  O^y  0^  nach  den  Punkten  «S'i  gezogenen 
GesiebCslinien  mit  einand^er  einscbliessen,  nnd  ansner« 
dem  noch  in  dem  einen  der  drei  gegebenen  Punkte 
O,  O^^  etwa  in  dem  Punkte  O,  der  180"  nicht  über- 
steigende Winkel,  welchen  die  von  dem  Punkte  0  nach 
dem  einen  der  beiden  Punkte  JS,  ^V, ,  etwa  naeb  dem 
Punkte  S,  ^czop^ene  Gesichtslinie  OS  mit  der  einen  der 
beiden  Linien  OOj,  00^,  etwa  mit  der  l^inie  00,.  ein- 
schliesst,  also  der  180**  nicht  übcrstpiprendc  Winkel 
SOO^^  aremessen  worden  sind;  so  soll  muu  die  Lage  der 
beiden  Punkte  i9  nnd  8^  bestimmen.  * 

Die  bekannten  rechtwinkligen  CSoordinnten  der  drei  g^ebenen 
Punkte  O,   O,.   0^  in  Bezug   auf  ein  beliehip^es  rechtwinkliges 
Coordinateosj Stern  der  ory  seien  respective       n\  //»,,  //,  ;  ///,, 
Ferner  wellen  wir  die  »tfernnn^u  OS^  O^S,  O^S  respective 
durch  ^,  die  Entfomungen  OS-^,  O^S^,  0^\\  respective 

durch  r,  r,,r3  bozclcbnen.  Nun  denke  man  sich  durch  die  Punkte 
Oy  Oiy  f>2  als  Antangspuflkte  die  mit  dem  Systeme  der  .vij  paral- 
lelen Systeme  der  a:'y^y  ^' xV'ii  ^''»y  »  tJ^lcgt,  und  bezeichne  «die 
von  den  Linien- €ld^,  O^S^  O^S  und  OS^,  O^S,,  O^S^  mit  den 
positiven  Tbeilen  der  Axen  der  ;r',,  a/^  eingeschlossenen  Win»" 
kel,  indem  man  alle  diese  Winkol  von  der  Srite  der  positiven  a: 
an  nach  der  Seite  der  positiven  y  hin  von  U  bis  360®  zählte  respec- 
tive-dureb  9),  (f^  und  ^,  X\i  I^^^B  vorausgesetzt,  sind 
effsnbar  in  völliger  Allgemeinhnt  in  Bezug  auf  die  Systeme  der 
iry,  ^i^n  ^>8rs  die  Coordiiateo  des  Punktes  49  respective: 


^  cos  ^,  q  sin  9»; 


Qi  cos  9„  ip,  sin  9,5 
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und  die  Coordinaten  d«i  Ponktef  Si  in  Besag  auf  dieielbeB  Sy« 
stene  sind  mpectire: 

r,  COB  jr».  r,  sin  jt.. 

Also  bat  »an  naeli  bekannten  Fornein  der  Lehre  yon  der  Ver- 
waadlaog  der  CoordinateD,  wenn  man  durch  a?j  y  und  ^Ti,  die 
gesuchten  Cuordinaten  der  Punkte  S  und  in  dem  Sjrsteme  der 
^ry  bezeichpet,  die  folgenden  Gleichungen: 

«  ■ 

+  ^  cos  +  ^  sin  ^\ 

^=:«i-|-^t  «OS  9„  yss«i+^i  sin  9«; 
«SSM»+^t  €0S  9>«,'5fss«,-|-Cs  ■»  SP»i 

nnd 

•  ^ 

S.   «,=M-f-r  cos  ;t*  S^i  =<»H-r  sin  ;t; 
0:»=«, -l-r,  cosjif,,  y,  =«,  H-r,  sin  ;|r, ; 
O?,  -f-r,  cos  x^,  y^z=n^'\~r^  sin 

Weil  nach  der  Voraussetzung  die  18C  nicht  ühersteigeDden 
Winkel  SOS^.  80^S^,  80^S^  gemessen  worden  sind^  so  kdaneB 
offenbar  die  Differeozeo)  x  —  9^  X\'~'9i*  X%'^9%  jederzeit  als  be- 
kannt angesehen  werden,  und  nwn  kann  daher»  indem  «»  a^^ 
bekannte  (irössen  bezeichnen, 

oder 

iotMOy  wodnreh  die  Gleichnngen     die  folgende  Gestalt  eilialten: 

itfriSSM-iv  cos  («4-9),  yi=ii  +  r  sin 
*i  cos  (ii»  +  SP«)»  yi  «o  + 

Der  Winkel  kann  offenbar  insMr.als  bekannt  angegeben 
werden,  weil  nach  der*  Voraussetzung  der  180*^  nicht  übersteigende 
Winkel  iSOOt  gemessen  worden  ist,  und  die  zwölf  Gleichungen 
in  1.  und  5.  reichen  also  zur  Bestimmun'g  der  in  ihnen  enthaltenen 
zw51f  unbekannten  Grössen  or,  y,  ;r,,  0,  ^1,  Q^^  r,  rj,  9),, 
bin,  so  dass  folclieh  nnser  Problem  dorch  dieselbeii  aufgelöst  ist. 
Mao  kann  sieb  nber>  wie  es  mir  scheint,  die  AoSSsang  ani  folgende 
Art  erleichtern. 

Wir  wollen  nämlich  jetzt  den  Punkt  0  als  den  Anfang  und  , 
die  Linie  OS  als  den  positiven  Theil  der  Aze  der  |  eines  neoM 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  annehmen,  und  wollen 
die  Coordinaten  der  Punkte  0,,  0^  in  Bezug  auf  dieses  SysteB  • 
resnective  durch  a,^  b^;  a^^  die  Coordinaten  der  Punkte  S 
und  in  Bezug  auf  dasselbe  System  aber  durch  i}^nd  ||,  Hi 
be»4«knea.  Dies  Yoraosgesetst,  bat  mui  nach  der  Leve  Toa  der 
Verwandlung  der  Goordiaatea  die  fblgeaden  Gletebaagea» 
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iw,  =«»4-a,  cos  g>  —  sin  rp,  =«-|-»,  sin  y  +  Ä,  cos  5p; 
m^=zm-^a^  cos  jp  —  ^,  sin  ^,  =  i»  +  0,  sin  9  +  ^«  cos  9; 
oder 

«I, — es=«|  eos  9  —  ^1  sin  9,  iSi«— »=#1  tin  9+^1  cot  9; 

tt=«a  cot  9— 9>  •»•^is=tr,  tin*9«f-^%cos  9; 
ud  fblglifeh,  wie  ninn  leielit  findet,  " 
[»1  =  («t  —  «)  tin  9  +  (»,  —  et)  eoi  9, 

Ä,  =  (»,  —      COS  (p  —  (m,  —  in)  sin  9; 

ja,  =  («a  ~~  »)  öio  SP      {»»2  —  «»)  cos  5p, 

■=  («,  —  «)  cos  9  —  («f,  —  m)  sin  9, 

Mittelst  dieser  Formeln  kann  man  die  Coordinaten  a,,  &^  und 
a,,  ^y*,  leicht  berecknen,  weil,  was  man  immer  festzuhalten  hat,  der 
Wini(el  9  jedeneit  als  bekannt  angeselien  werden  kann ,  da  nacli 
der  Voraussetzung  d^  ISO**  nicht  Ubersteigende  Winkel  SOOt  S»^- 
vessen  worden  ist.  Bezeichnet  man  die  von  den  fJnien  00 1  und 
00^  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  eingeschlossenen, 
von  der  Seite  der  positiTen  as^  nacli  der  Seite  der  positivea  liin 
von  0  bis  36a»  gesSblten  WinlLol  dnreb  0^  and  9,;  to  ist  offenbar 

—  asss  00^  •  cot       I»,  — «=  OOj  .  tin  9, ; 

00^  .  cot  — üss  (^0,  .  sin  0, ; 

und  folglich 


8-  »^».=^.t"»».=£^" 


Hat  man  mittelst  dieser  Formeln  0.  und  0,  gefunden;  so  hat  man 
Back  41.  aar  Bereeluinng  der  Coordinatien  «„  ^,  nad  ar,j  dia 
folgenden  Formeln: 

^  — cos  (e,~y)    .  _  ,  sin  (0,— y). 


9. 


cos  6| 


r  — r*«  cos  ,  sin  (^.—y) 

r,  —  (//I,  -  ^^Jg— ,  ^,  =  eise/* 


Ferner  ist  nach  der  Lehre  Ton  der  Yerwandlnng  der  Goordbatea 

=«i+i>  cot  9—9  tin  9, 


ia:=«S 
.    10.  l 

oder,  weB  offenbar  ijssO  ist, 

11. 


ysm  +  S  tin  9+11  cot  yj 


COS  9, 

y=i»  +  |  sin  9; 
imd  auf  ähnliche  Art  hat  man 

l  yi=s»-l-li  «B  9-*- Vi  wa  9* 

Endlich  haben  wir,  wenn  jetzt  9,,  9»;  y,  j^,; 
Bezug  auf  das  System  der  ^  eine  ganz  ähnliche  Bedeutung  wie 
Torher  dieselben  Symbole  in  Bezug  auf  das  Sjitem  der  aber 


a,  a 


ti  «1  !■ 
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natürlich  nicht  ganz  gleiche  Bedeutung  wie  dort  haben,  nach  1. 
upd  S.  die  folgenden  Gleiehangen:. 

13,   ^  =  <»j +      cos  y,,  12  =  ^1 iin  5p, ; 
|=:a,rH^»  CO»  sp„  q  =  ^,-*-^,  ain  jp,; 
und  w      ■         .  , 

1*.  ni=*j-4-r»  «B  («1+9.); 

Dies  sind  wieder  swttlf  Gleiehoogeo  switcben  den  swölf  unbekann- 
ten Grössen  ^i/Vi>  €i»  reicken 
also  zu  deren  Bestimmnn^  hin,  wie  wir  jetzt  mit  Hehrerem  neigen 

wollen. 

Durch  Blimination  von  ^,  ti,       f;,  erhält  man 

^  =  ö|-f-^,  c*)s  5pj=«2  +  ?»  C08  5p„  . 
0  =  ^1+^1  sin  ^1=^,  + 9a  sin 

und 

r  ces  Tt  cos  (a, +9,)=:a2-hr,  cos  («i  +  SP»)» 

r  sin  a^^^nh^'t      («i +yt)  =  ^»+r»  sin  (a»-f-9>s). 
Also  ist 

— >s=— e,  cos  9„        ^  =  — ^,  cos  y,; 

— sin  5P.,       Ä,=£:— 9,  sin 

ond 

«i-^cosas= — cos(e(i+9»,),       r  eos  a==— cos  («,+93); 

^1 — r  sinars — r,  sin  («,+9),),  fj^—r  sin  «= — r,  sin  (aj+y,). 

Dividirt  man  nun,  um  die  Grössen  Q^y  r^,  r,  zu  elimioireo, 
diese  Gleichungen  durch  einander;  so  erhalt  man 

15.  cot  9i  =^*^^>  cot  9,  =^^2^ 

und 

•        («*H-yi)=^^_y  rin«'       K  +  y.)=^,^r  sin«' 

und  diese  vier  Gleichungen  enthalten  nun  hioss  noch  di^  vier  un- 
bekannten Grössen  ^,  jp„ 
Weil  bekanntlieh 

^  .  f  .  V  cot«,  cot»,  — 1  ,  .  .  cot«,  COt<JP,  —  1 
cot  («, +0),)=:  =  ,  cot  ia^-\^  —  

Ist,  so  ist  nach  16w 

tf,  — r  eos  «■     est     cot  yi  — 1 
.rsin«"^  eot  «K-|.co(  9t ' 

«1 «— r  cos  ce        cot  a,  cot  yij  —  1  ^ 

Äj— r  sin  «       cot  a,-f-cot  ' 
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 (•!       CO«  «)  eo»  c.  -i-     — r  rin  g)  «in  «, 

(«,  ^  r  cos  «)  sin  er,  —  (A^  — r  sin  «)  cot 

 («a  —r  cos  (()  cos  a^-i-jL^  —  r  sin  g)  sin  a> 

(«,»*r  cos  «r)  am     — (j^.  —r  sin  «)  eoa  «, 

cot-«  ^1  -Hj^i  »in  g,  — >r  CO»  iw^ot) 

a,  «in  g|  —     cos  «i^-r  sin  — 

cot  ©   =:  —  sin       — /•  rus  («  —  «,) 

sin  cos  «sH-'*  «n  («—'««) 


eigiebt. 

Also  ist  nach  dem  Obigen 


19 


^   y  «I -t-^i  «in  g,  —  r  CO«  (ä  —  g,) 

"~     «i  sitt  ga*-^i  cos  «t-f-r  sin  (g-^g,)' 

'^^^  ^  g;  COS  «3-4-^^  sin  rt, — r  cos  (or  —  a,) 

^»  «,  sin     — ^,  CO»  «»-f-r  sin  (g  — g,)' 

und  dieie  Gleidkaoffen  entbnltcn  bloss  nocli  die  iwei  nnbekannten 
GriSsien  ^  und  r.  Bestimnit  man  biid  ^,  so  erbält  man 

10  =  «    .  ^    g|  CO«  g,         «in  g,  ~r  coa  («  —  &,) 
^       *       ^  i«t  «in  gl  — 6,  CO«  gi-t-«*  «in  (g  — g|)' 
^  „  «a  COS      -f-  ^2  sin  «j  — r  cos  (g  —  gs) 

»  '    *  a.  «in  g,— cos  «^-t-r  «in  (g  — g,) 

oder 

1^  C*»!*-*"^!*)  sin  «,-f-|g^  sin  (g  — g,)  — cos  g,)|r 
^  ö,  sin  «,  —      cos  «1  -t-r  sin  («  — a,)  * 

sin  rr,-H        sin  (ff—fto^  -      cos  («— g,)ir  ' 
"  «2  sin  «3  —      cos  «2  -f-  r  sin  («  —  «>)  ' 

und  bieraus  ergiebt  sieb  die  folgende  Gleicbung  sur  Bestimmung 
von  r: 

Oi  «in  g|  —  ^1  cos      -f-  r  sin  («  —  «,) 

•  «2  sin  er, — co«  «j-f-r  sin  («  —  «,) 

 («i'-j-^^i')  sin  sin  («  — «i)  — />,  cos  («  — «Jjr 

(«»••*-^»')  sin  «a-Hjg,  sin  (a  — «J  — cos  («  — a,)|r 
Srtst  man  der  Kürze  wegen  , 
=siu  (a  — aj, 
A'..  =810  (a  —  a,),  , 

=(«i' H-^,*)  sin  a,, 
^=  ==(««'  + V)  sio 

^isstfisiaa, — ^|  cos         »  • 

<^t=«»  sitt  «s  — ^,  eoa 

J^isai,  ab  (a<>-«t)— cos  («  —  «,), 

•^•  =  aj  sin  (a  — aj  —     co«  (a  — a,)i 
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ao  erhält  die  vorbergeheDde  Gleichong  die  folgende. Fora: 


oder  jisck  gehöriger 

ÜB  die  Gr^Men  JT,,  ^„  Z,,  M^^  ^„  iT.^  mit 
Leichtigkeit  berechnen  zu  können,  aaehe  man  die  iM^en  HÜlliwtB- 
kel  0),  und  10»  mittelst  der  Formeln 

h  b 
«5.  tang  tö,=j^,  tang  w,=^.  • 

Dann  ist  nach  dem  Obigen,  wie  man  leicht  findet, 

Jr,=an 

g;»  sin  g, 


—    CM  «,»  » 

 sin  er, 

'^»"— .cos  »,»  » 

M   <i|  ein  «t) 

•  cos  »1  ^ 

ein  («a  —  «P») 


cos  (Üy  * 


tf,  sin  (tt  — «I  ^Wi) 


cos  ai| 


*  cos  U)j 

Weitere  Erläuterungen  über  den  Gang,  welchen  man  bei  der 
AnllSenng  sn  nehmen  hat,  fügen  wir  der  &üne  wegen  nicht  bei, 
da  dies  schon  aoi  dem  Varheigehendea  dentlieh  geang  von  selbst 
erhellen  wird* 

Bemerken  weiten  wir  ater  noch,  dais,  wenn  vier  Punkte 

O,  O^j  Ö,,  durch  ihre  Coordinaten  1»;  «i,  ; 
«>,,  «,  get^eben,  und  in  diesen  Punkten  die  180®  niclit  überstei- 
j^enden  Winkel  SOJS^,  SO^S„  Ä'O^A\j  SO^S^  gemessen  worden 
«nd,  auch  dieae  Data  snr  Beitimmnng  der  Coordinaten  ar,  y  und 
Vx  ^  Punkte  S  und  4«  !•  d^  Lage  dinier  Pnnicte  hin- 
reichen. 

Nach  1.  und  5.  hat  man  nämlich  aechzehn  Gleichungen  von 
der  Form 

a?  =  «i-|-^  cos  tfy  y  —  n^^q  sin  yj 
ar=sMx*H«t  coi  jp,,  y=i»,«i-«,  sin  y,i 
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ar  =  «i,  «4-^,  cos  y„  y=<», -f-^,  sin  gp,; 
dr  =  M,  4-^«  coi  y.,  y=«»,+^s  »in  SP»; 
^^tSSM-f-r  C4NI  (a-f-sp),  •« 

dr|=«,-|-r,  eof  (a,-f-9,),  y,=«,-t-r,  lin  («.-f-y»)» 

d?,  -4-r,  cos  (a,H-y,),  y,  =i», -f-r,  sio  («,-*- y,); 

und  diese  sechzehn  Gleichuegeo  reichen  zur  BestioiinaDg  der  sech- 
sehn in  ihnen  enthaltenen  nnhekannten  GrSeien  ^,  or,,  jr, ; 
^;  Q^y  Qr*  r„  r„  r,;  y,  y,,  y„  y,  hin.  Die  Aifldsunjip 
dieser  Gleicliungon  ist  aber  Schwieriif keiten  unterworfen,  und  wir 
wollen  dieselben  hier  dulier  nur  so  weit  entwickeln,  dass  sie  blosa 
noch  die  vier  unbekannten  Grössen  j/i  ^uSfi  enthalten,  welches 
ohne  Schwierigkeit  gescbeben  kaan.  Durch  BluiiaatioB  tob 
9,,      and  r,  r,,  r«,      erhält  awa  aiaiildi 

tang  yrsj^,  tang  (a-4-y)=^^^; 

tang  sp,=s|^,  tang  4«. -l-JPa)  =  |4r^; 

tang  y.=|E^,>  t*»ß  («.+V-)  =  IS- 
Setst  man  nun 


tanff  a     tang  <f> 

— « 

1  —  tang  c  tang  y  ~" 

—  iw' 

tang  a,  -^tanff  ^f>^   

yi 

1  —  tang  a,  ung  y, 

tsng  ß,      tang  7»,   

yi 

1  —  tang  a,  tang  ^, 

X, 

t«ng  «,  -f-  tang  ^,   

yi 

1  — Ung  ff,  tang 

^1 



nad  bcitiMit  tang  y,  tang  y^,  tang  y,»  tang  y,  aui  dleaes  Cliei« 
chaagan»  so  erhält  man 

.       -   —  »1)  sin  K  —  (y,  —  n)  cos  g 

■■■ö  y  —     (jp,  —  m)  cot  a-H  (yi  — n)  aia  «* 

.   (x,— n»0  sin  B|-t(y,-.n,)  cos  a» 

Koog  y, —     (a:,— nSj)  cotai-f.(|f|— iCa)  ain«g' 

1^-  ^  (JTi  —  ai«)  ain  <r,  ^  (y,  —1,)  cos 

*  SP»  —    (ar,  — «,)  cos  «,  -f.  (y,         ain  «,» 

  (x,  —  w,)  sin  g,  —  (y,  —  »,)  CDS  g, 

*  (a:, — «,)  cos  a,-f-(yi  —  «»)  sin 

Also  hat  mn  jetzt  die  vier  folgenden  Gleichuagaa^ 

y  —  n  (jti  — m)  sin  g  —  (y,  —  »)  cos  « 

•     «  — "  («1— «)  cot  «-t-Clfa— «)  siB 
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II»  «rlUQt  die  vorhergebend«  Gleicbmg  die  folgende  Pom: 

oder  muäk  geköriger  Betwickelang 

84.  0=  L.M^-M.L^ 

Um  die  Grössen  JTi»  JT,,  X,,  X»,  jVj,  A'^,^  A^,  mit 
Leichtigkeit  berechnen  zn  köonen,  snche  bob  die  ImmIob  UiilfowiB* 
kel  cü,  und      mittelst  der  Formeln 

«5.  tang  w,  ss^y  tang  <«>,  =|*.  • 
Dann  ist  nach  dem  Obigen,  wie  man  leicht  findet, 

ir»s=:ain  (a^a,), 

F        «1*  sin  «1 
—    cos  «,»  » 

r       g»*  sin 
jig  ,    gl  sin  («i~»t) 


sin  («a  —itf») 

•  cos  lü,  • 

«   tft  sin  («  — tt,  — 

—  cos  w,  ' 

M   g»  sin  (g  —     —  ftf,) 

•  COS  (t>a  , 

Weitere  Erlaoternngeo  über  den  Gang,  welchen  man^  bei  der 
Auflösung  zu  nehmen  hat,  fügen  wir  der  Kürze  wegen  nicht  liei, 
da  dies  schon  ena  dem  Vorliergehenden  deutUek  genug  von  lelbst 
erhellen  wird. 

f.  2. 

Bemerken  wollen  wir  ater  noch,  dass,  wenn  vier  Punkte 
Oj  0^f  <9,,  durch  ihre  Coordinaten  «»,  «i;  m,  ;  m,,  «»,; 
so,,  i»,  gegeben,  und  in  diesen  Punkten  die  180*^  nicht  überstei- 
ff^endea  Winkel  SOSt^  SO^S^,  SO^Si,  SO^S^  gemessen  worden 
■indt  ench  diese  Data  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  ar^  y  und 
der  Pnnkte  8  and  d.  i*  der  Lage  dieier  Punkte  hin- 
reichen. 

Nach  1.  und  5.  hat  mau  nämlich  sechzehn  GleicUuugeu  von 
der  Pom  ^ 

4r=:«-H0  coi      ysm-f-^  sin  9; 

as^m^^q^  cos      y=«»i-*-^«  SPii 
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<d^,s«,H-r»  cot  (at+9»i)>  yi=»i-l-^i  «■ 

«|=5M«+r,  cos  K-f-sr.),  y,  =»aH-r,  sin  (a.-i-y,); 

"a^i=»»+''i  cos  (a, -l-y,),  f/,  =«, -f-r,  sio  (a, -f- gp,); 

und  diese  sechzebn  Gleichuogeo  reichen  zur  BestimmuDg  der  sech 
seha  in  iboeo  cotbalteDCB  nnbckaoBtCB  GrSsseo  a:,  y;  x,,  y, , 

S.       Q2>,Q,i      »"i,  9.  SPi».  y»>  9.  ^'^^  AnflösuDjf 

ieser  Gleichongen  ist  aber  Schwieris^keiten  unterwotfen,  und  wir 
wollen  dieselben  hier  daher  nur  so  weit  entwickein,  dass  sie  bloss 
noch  die  vier  unbekannteD  Grössen  ^»  Ifi  ^itVi  enthalten,  welches 
okne  Scbwierigkeit  g<eic]iebeB  Ilmii.  Durdi  BluiiBatioB  tob  H^Qh 
^„     BBd  r,  r,9  ra«     orliKlt  mui  Bänlicli 

tang  sp=|5£,  taog  (o-f-9))=|^^; 


tang  9p,  =  — — ,  tang  4a,-|-y,)  = 


Setst  Biaa  bbb 


tanpr  «  -f-  tang  tf 

yi 

—  n 

i  —  tang  a  ung  ^ 

—  m' 

tang  «,  -htang  7»,   

yi 

—  «i 

1  —  tang  «,  tang 

tang  «,  -f-  tang  7»,   

yi 

— 

1  — Ung  0,  tang 

X, 

tang  flf,  tang   

1— tang  «,  tang 

BBd  bcBliarait  lang  9,  tang  9},,  tang  9,,  tang  9>,  au  dkan  Clloi« 

dlBBgOB»  «O  «rhält  BMB 

  (j-'i  —  Wi)  sin  ft  —  (y,  —  w)  cos  a 

tang  SP  —  j»)  eosa+(jf,— «)  sin  «» 

 (ar,  — «,)  sin  gi-*(yi— cos  «, 

(«i-M.)  cos«,+(9r,-.iS|)ain<ra» 
tanir«>  (x, -at.)  sin     ^(y.--ii,)  cos  «, 

6  —«1,)  cos      H-  (^i  — «t)  «• 

tanff  03  —     (J^i—fh)  sin  «1  —(yt  — »»)  cos 
^  ^»         (x,  —«,)  cos  ce,H-(yi  —«»)  sin  «»' 

Algo  hat  BBB  jctst  die  vier  folgenden  GleichaBgOB: 

y  —  n  _^     (i^i  — m)  lin  «  —  (yi  •—  w)  cos  g 
•         «s         (d7|— m)  cac  «-«-(jr«— Ji)  sin  «* 


1 
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*i   

— m,)  tiji  «j  —(y, 

—  »l)  €08  «1 

»1 

—  «,)  eos  «a-l-Cyx 

un  «,* 

y- 

*t 

—  «»,)  sin  a,  —  (y, 

—  «t)  cos  «9 

— «,)  «OB  a,+(yi 

—ff«)  flin  «t' 

(ar, 

—  cos 

ans  denen  4ie  ?ier  unbekannten  Grössen  a:,  y,'  bestimmt 

werden  nSssen.  Diese  Gleichungen  bringt  man  aber  leieht  auf 
die  Fom 

.   (ar  —  m)  (y  1  —  ^)  —  (y  —  «)  (dTi  —  m), 

fang  a-_^^_^^^j  (ar,-//0-f-(y-«)  (yi-«)* 

.   (;r  — y/f,)  (yi  — w,)  —  (y  — (x,  — »tQ  . 

(or  — //!,)      — »^^)-^(y— «i)  (y,  — 

 (or  —  y/<a)  (y  1  —  y?,)  —  (y  —  /ii)  C^,  —  r»t) 

(a:  — w.)  (^,  — ///2)-h(y  — Wo)  (y,  — «2)' 

(j:  — »I,)  (yi —/?,)- (y  — ^3)  (.^1  — ^^).  • 

oder 

.   w(.r  — .r,)  — ;wfy— y,)  — (j?y,  —  yj:,) 

tang  (» —    jM»H-«*  — »K-^^H-^i)  — w(y-*-yi)-t-^^i -*-yyi' 

■       ^  —      —  w  ,(y  —  y  1 )  —  (.ryi  —  y.r , )  

«,»-hWi'  — -t-^i)  — «ily-HyJ-h-i-^i-i-yyi' 

^  Wa(.r  —  jr, )  —  //?;(y    y , )  —      ,  —  y.r , )  

tang  «. —  +  a  j  — WjCy-i-yJ-i-ararj-Hyy^' 

 — — y/i,(y~y,)  — (jry^  — yj:,)  

tang  «, —  — »1,(0; -HOT J—«,(y+yi)+a;;ri-f-yy» ' 

oder 

0  =  {tt^v  —  «»y)  cos  o  -|-  (zw*  Hh     —  «»^  —  «y)  sin  « 

—  |(iM» — o?)  sin  a-^in-ry)  cos  ajo?, 
•+-  \{m  —  a:)  cos  «  —  (»  —  y)  sin  ajy,, 

Or=(it,ar— M,y)  COB  a,  -|-{nii»  +  »g»— «jjr— »,y)  sin 

—  K«,  —  Jf)  sin  »,  H-  f»t  »-yji.coaa  Jdr, 
+       —     eos  a,  —  (1»,  — y)  sin«,  |y„ 

0  =  (»aor  —  «i,y)  cos  o,  +  (wj  —       —  i»,y)  siii  (t^ 

w-\{m^  —  .r)  sin  + (//-j — y)co8a,jari 
-f-  \  {m^  —  ct)  cos  «o  —  (»2  —  y)  sin  «j  jy^ 

Os(4»,a7  — M,y)  cos  — m^x  —  n^y)  sin  a, 

—  f(si, — jp)  sina,+(«i*-y)  cos«,}^, 

+  ^)  coli!«,  — (*,— y)  siBa,{y,. 

Die  fernere  Auflösung  dieser  Tier  Gleichnngen  scbdnt  aber  in 
grosse  Weitläufiglteiten  in  fübren. 
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LIV. 

Einige  EigenAduiftoi  dw  Binomialcoeffictcntai. 

Herrn  O.  Schlouülcii 
XU  Weimar. 


Wir  wollen  zuerst  die  Entstellungsweise  der  Binoniialcoeflicien- 
t€n  durch  ein  sehr  einfaches  Verfahren  zeigen,  welches  wir  durch- 
gängig in  'diesffli  Aa6atse  beihehalten  werden. 

'  cS  seien  er  nnd  %  beliebige  GHisienj  so  iit  bckanntlieh 

Setzen  wir  x  + 1  Ar  s  nnd  addiren  an  der  lo  entitebenden  Glei- 
chung die  oBge  nnterändert,  so  ist 

+ 1)  4- i,s(« + 1) + + («^ -I- «*)> 

d.  i.  1  )»=•"+«•+- -4- 

Wiederholen  wir  das  angegebene  Verfahren,  so  kommt 
U'^X^U  -i-  1)*  +        -4-  1)»  =  11--^»  -i-  iLur-^'  H- 

oder 

Man  übersieht  flpleich,  dass  bei  is  maliger  Anii;euduug  dieses 
Terfabrens  eine  Gleichung  von  der  Forai 

und  ebenso  bei  (/»-f-l)  maliger  eine  ähnliche 

«»(m  -h  1         =  »»+«-1-1 4-  «4-l^^»»-M  +  .  .  . 

...H-'H-l4,4,»4^1-r-|-...  (2) 

xnm  Voracheio  kommen  würde.  Nun  entsteht  aber  (2)  aus  (1),  in- 
dem man  in  (1)  s  +  1  für  z  schreibt  und  die  Gleichung  noch  ad* 
dirt,  ganz  so,  wie  dies  gleich  anfangs  geschah.  Also 

Vergleicht  man  dicss  mit  (2),  SO  findet  sich  ans  den  allgemei- 
nen Gliedern  die  Relation 
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Diese  CoefScienten  nennt  nuin  Bin.omialeoefflclenten  far 
positive  gense  Exponenten,  und  bezeichnet  "jtfi,  »ji^,,  kun  uat 
«1,  m^f  • .  ^  wobei  1  ist 

Ans  (1)  folgt  noch»  wenn  nnn  ait  m*  hebt,  nnd  ^^"^  nets^ 

(1     X)»  _  1    .  1  . 

oder 

(1 4-  Ä-)"  =  »o  -H  »1-2^  H-  «»^'  4-  . .  +  »«^. 

Ganz  das  nämliche  Verfabreo  werden  wir  zur  Entdecknng  von 
Eigenschafteo  der  Binomialcoefficienten  selbst  gebrauchen,  und  dazu 
bloss  die  Fnndnnientalfomiel 

(m  +  Ijft^  «V^t  +  Mr.  . . .  (4) 

anwenden. 

Id  so  hn  nnn  jeder  BinoBinIcoefficieot  Mr  von  %  Elettenleii 

zugleich  abhänfft,  können  wir  audh  nach  den  Veränderongen  fragen, 
die  derselbe  erleiden  wird,  wenn  slcii  eins  dieser  Elemente  ändert. 

a)  Für  ein  constantes  m  ändere  sieb  r. 
Schreiben  wir  in  (4)  r  +  l  für  r,  so  haben  wir 

+  =S  «Ir  +  »r+l  * 

ebenso  # 

wenn  wir  also  nddiren  und  anC  die  linlLO  Seite  wieder  die  RelatioB 
(4)  anwenden: 

(es + 2)m4 = flür + + 

ebenso 

(m+2)^==  es,^+2fls^-|-Mrw 
also  durch  Addition  und  wegen  (4) 

(«I H-  3)r-|-3  =  «»r  -4-  3/»r4-l  3«»r+2"+*«»r+J. 

Verallgemeinert  giebt  dicss  den  Satz 

Daraua  folgt  u.  A.  für  r  =  0,  nz=zm, 

C2iw)«=o.^«-|-ss,»H-oi,»-f-...  (7) 

d.  h.  Die  Quadratsumme  der  Binomialcoefficienten  ist 
dem  mittelsten  Binomialcoefficienten  für  den  doppel- 
ten Exponenten  gleich. 

A)  rilr  ein  constantes  r  ändere  sich  et. 

Wir  brancben  jetit  die  Relation  (4)  unter  der  Forsi 

nt,wi=(it»  +  l)r— ni^...  0) 
und  schreiben  darin  ss  +  l  filr  sv,  so  wird 

H- 1         =  («» -f- 2)r  —  («W -h  l)r. 

Ziehen  wir  die  erste  Gleichuni;^  von  der  zweiten  ab,  so  ist  • 
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od«r^  wenn  wir  die  Hnke  Seite  nach  (7)  zusamaensieben, 

=  («1  +  2)r  —  2(«  +  l)r -f- 

Schreiben  wir  wieder  m  +  \  tut  m  nnd  »eben  dnfop  die  For- 
■ei  fftr         UDgeändert  ab,  so  kommt 

(m  4- 1  S  ( M  Hr  3)r  +  3)r  +  (m 1  )r 

—  {(«  +  %)r-7-2(fli+l)r  +  Mrt 

d.  i. 

w 

JWr-t=(«»  +  ''^}r  — 3(»l-f-2)r-f-3(«lH- l)r — «»r» 

Bei  u  maliger  Auweodung  hüben  wir 

W^r—n  =  H-  /*)r  —  «,(«»  -h  «  —  l)r  H-  »jC^  +  »  —  2)r — •«  (8), 

Diese  Reibe  ist  sehr  vieler  Folgerungen  ßUiig. 
Z.  B.  für  r  =  /»  ist 

1  =  »„(«1  +  ^)1  —  «,(»»-f-«  —  —  2)«  — . . .  (9) 

Für  n^m  ergicbt  sieb,  weil  r'<!im  sein  muss, 

0  =  <PI,(2«i)r-«»,(2«»— l)r-h«.(2»-2)r— (10)- 

Far  rs=0  erbiUt  nen 

Os««  —  », —  (11) 
aneb  tonst  bekannt  ist. 

Nimmt  man  endlicb  rssm,  so  wird,  weil  is^ 

eine  Reihe,  welcbe  einen  Binominicoeflfieienten  dnrcb  die  böbereo 

'  Bxponenteo  ausdruckt  *). 

'  Das  bisher  gebrauchte  Verfuhren  lässt  sieb  auch  auf  goniome- 
triscbe  Funktioneu.  sehr  vortbeilbaft  anwenden.  Z.  B.  ist  be- 
kanntlich 

2  cos  a:  .  cos  w/^  =  cos  (»» -J- l);r  H- cos  (m  — 

Man  inultiplioire  beiderseits  mit  2  cos       und   zerlege  rechts 
jedes  doppelte  ('o.sinuäprudukt  wieder  in  eine  Suuiiue,  so  wird 

(2  cos  or)'  cos  «/o^^rcus  (w -4- 2)a: -4- cos  mar 

H-  cos  ma;  -f-  cos  (j»  —  2)a? 
r=co8  (jm -i- 2)d:  4<- 2  cns  COS  (m — 2)jt 

Man  mnltipliciro  wieder  mit  2  cos  j?,  nnd  «erlege  weiter,  so  ist 
(2coadr)*csM«=ei(si-|-3)d>|-cs(M-|-l)«  ' 

+2cs(nH-l)^9c«(«»— 1)^ 

H-cs(it» — l)^-|-cs(«»— 3)ir 
=co8(«i-|-3)ar-|-3cos(«H-l)*+3co8(«f — l)a;-f-co8(«i-— 3)a:. 
Also  bat  man  allgemein 
(2C08  a;)'*co8  «M;=jioCos  (m^»}a>i-»^  cos  {mim   ijaH-  •  •  •  (13) 


*)  Soviel  ich  weiss,  scbemt  diese  Reibe  noch  nicht  bekannt  sn  sein. 
TMIL  28 
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wobei  von  m-^n  snceMsive  die  gtra4eo  Zohien  nbgcaogea  wenleia. 

.  BehaDdelt  nan  ebeoaa  i(eii  Auttlnidc  2  eot  ^ .  «n  mop^  mo  er^ 
liiUt  man  analog: 

(2cos  a:y  sin  «r^rrs««  «in  {m  |  n),tH-»  t     (f  I  n  . . .  V^^)' 

Nehmen  wir  in  beiden  Ausdrücken  m  negativ  iin4  der  Grösse 
nach  =ii,  so  entstehen  die  Gleichnagen 

(2  cos        cos  ma^:szmo^m^  cos  2«H-«r,  cos  4dr+«  •  • 

(2  cos  or)"  sin  ss^  =  «i»i  sin  2ar  +  M3  sin  4a: +. .  .. 

oder  für  ^  =  ^0, 

(2  cos  i€k>»  ca8^s=4<-hM,  cos  G  +  nv,  cos  20+«.^  (15) 

(2  cos  ley»  sin  ^=3W,  sin  e  +  «r,  sio  204>**v 

Daraus  Mgt  auckt  » 

(2cos  ^ö)«  sin— f) 


=  sinQ+-V-giP^+      ;   «  'sina0-i-,. 

Lassen  wir  nun  m  uhneliinen,  so  nähert  sich  im  ersten  Falle 
COS        der  fiioheit  und   1  beitaiiotlich  dem  Ausdruck 


Log  (2  cos        im  sweiten  Falle  nfthert  sicii  sin       dem  Bogen 


sin  —(4 


m 


-^0,  also  - — dem  Ausdrucke  •y®,  und  der  andere  Faktor 

(2  cos  J©)"»  der  Einheit. 

Gehen  wir  also  zur  Abnahmsgrenze  0  über,  so  wird 

Log  (2 cos  ie)=scos  0—1  cos  .20+i coa.30— « . .  in  iof.  (iiy 
l^sssin  0       sin  2®+-|-  sin  30— ...  in  iof.  (18) 

Diese  Estwickelung  der  bekanntee  Reiben  hat  vor  den  bisheri- 
gen den  Vorzug^  der  Einfachheit  und  der  Veroieidung  des  Imaginä- 
ren, welches  bei  elementaren  Vorträgen  immer iSkshwIerigkeiten  dar- 
bietet und  nur  eine  Art  Hiilfsconstriiktion  ansmaibt,  da'es.  bei  den 
Endresultaten  wieder  verschwindet. 

Anmerkung.  Die  zuletzt  in  diesem  Aufsatze  gebrauchteo 
SeUfisse  scbeinen  mir  nicbt  Ton  allem  Zweifel*  frei  so  nein.  G. 
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LV. 

Uebungsaiifgaben  fttr  Schüler. 


Herr  Professor  und  Director  Streb ikc  zu  Danzig  hat  im  Pro- 
gramm der  dortigen  Petrischale  von  1840  zum  erttea  fliaie  die  den 
Verfiuisern  von  Progranmen  an  andern  Lekranstalten  zur  Nack« 
abuMung  dringend  zu  empfehlende  Kinrichtung  getroffen,  dass  er 
unter  der  Uebcrschrift  Pädagogische  Mitth eilungen  jedem 
Programme  eine  Anzahl  von  Äufgüben,  Lehrsätzen,  Frugen  oder' 
wiseenicbaftlicben  Bemerkungen  beifiiffen  inrd,  die  im  Cnterriebte 
wirklich  vorgekommen  sind,  und  sich  in  irgend  einer  Weise  ala 
anregend  und  fruchtbur  bei  der  Bildung  der  Jugend  gezeigt  haben. 
Da  solche  kloine  meistens  nicht  in  den  Hucblinndel  kommende 
Schriften  wie  Progrumme  y  Dissertationen  u.  dergl.  leider  nur  zu 
häufig  der  Vergeaaenheit  anbeim  follen,  lo  werde  ich  Dlldagogisch« 
Mittheilungen  von  der  vorher  bezeichneten  Art,  in  so  fern  cieselben 
den  Zwecken  des  Archivs  entsprechen  und  zu  deren  Förderung 
beitragen,  in  dcm^ellien  mit  der  Brlauhniss  der  Verfasser  wieder 
abdrucken  lassen.  Die  von  Herrn  Professor  Strefalkein  dem  Pro- 
gramm      1840  mitgetheilten  Aufgaben  sind  falgende: 

1.    Flache  des  ebenen  Vierecks. 

'  Das  Ctuadrat  der  Flache  eines  ebenen  Vierecks  i^t  gleich  dem 
Quadrate  der  Fläcbe  eines  KreisTiereeks  mit  denselben  Seiten,  yer- 
iniiHlcrt  uio  das  Produkt  aller  4  leiten  iu  das  Quadrat  des  Cosinus 
«1er  halben  Summe  zweier  Gegenwinkel  des  \  iorocks. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  wird  leicht  geführt  durch  Zerfällung 
des  Vierecks  in  2  Dreiecke,  auf  welche  man  den  liauptsatz  der 
ebenen  Trigonometrie  swei  Mal  anwendet,  und  indem  man  zu  bei- 
den Seiten  der  hieraus  erhaltenen  Gleichung  die  doppelten  Produkte 
der  beiden  an  die  zerfallende  Diagonale  anstossenden  Seiten  bin- 
zuaddirt 

Indem  man  anf  ibniiebe  Weise  das  spbäriicbe  Vieieek  behan* 

delt,  so  erhält  man  den  Satz: 

Das  Quadrat  der  dreifachen  Summe  der  kultischen  Inhalte  der  ^ 
beiden  Tetraeder,  welche  die  Sehne  der  si>harisclien  Diagonale  mit 
den  Sehnen  zweier  Seiten  und  drei  Radien  bildet,  ist 

'  s=sin  (-|-i-4i).sin  (y  — ^).siu  (•^-—cj.sin  (-j  — ^ 
— tn  m  •  8«  ^ .  siB  « .  sn    .  ees  (  »  ^'   ) .  ea«  (—5 — ), 


*)  Die  Anwendung  des  eben  mitgetli eilten  Sauos  Tilirt  auch  zu  einem 
leichten  Beweise  der  sogenannten  Umkebrung  des  Ptolcmiiscben  Lehr- 
satzes* 

28^  . 
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weiiD  Oy  Itf  ä  die  auf  eiaander  folgeudeo  Seiten  des  Vierecks^  « 
die  Sanme  aller  Seiten,  B  den  von  a  und      D  den  tob  e  nnd'isf 

cingpeschlossenen  Wiakcl  bedeutet. 

Cowiss  "iebt  es  für  das  sphärische  Viereck  einen  Ausdrurk 
von  (tung  {Fy-,  der  der»  Lc xc  1 1  sehe»  Ausdruck  der  Fläche  des 
sphärischen  kreisvicrecks  ala  einen  hesondern  Fall  enthält.  Bis 
jetzt  habe  ieb'  4ieitoii  Sat»  niebt  geAmden. 

•  ä.    Quadratur  des  Ii yperholischen  Sektors. 

Für  eine  Bllipse  mit  den  Halbaxen  a  und  ^  ist  bekanntlich  der 
Sektor  kwiichen  der  grossen  Halbaxe,  dem  aaa  dem  Mittelpunkte 
nacb  einem  Punkte  Qe^  9)  gesogenen  Radius  Vektor  und  dem 
elliptiscben  Bogen 

•z=:\ß& .  arc  (sin  s  •^).  • 

Da  nuu  \^ —  1  .  ^  =  loof  .  (cos  -\~\^ —  1  .  sin        so  ist  für 

eine  Ellipse  mit  den  Halbuxen  n  und  öV  — 1  oder  eine  Uyperbcl 
mit  den  Uulbaxen  a  und  ö  der  entsprechende  hyperbolische  Sektor 

=i«Ä.log.(f  H-f). 

3.   Cubatur  der  dreiseitigen  Pyramide. 

Wenn  man  in  einem  Tetraeder  eine  beliebige  Kante  in  n 
gleiche  Tbeile  thetlt,  und  durch  die  Theilungspnnkte  parallele  Ebe- 
nen zu  einer  an  die  fretheilte  Kante  anstossenden  Dreiecksfläche 
des  Tetraeders  legt,  und  aus  den  Durchsclinittspunkten  der  lübenen 
und  Kauten  Gerade  parallel  zu  der  g^etbeiiteu  Kaute  zieht,  so  ist 
der  Gesammt-Cubikinbalt  aller  dreiseitigen  äussern  Prismen  (durch 

III 

Hülfe  der  Summation  der  Quadratzahlen)  =/^.  ^  .(-=-■+- ^ 5)9 

S  t^Tt  D/2*' 

wenn  F  die  Dreiccksfläclie  und  /t  die  Höhe  des  Tetraeders  auf 
diese  Fläche  bedeutet.  Die  Betrachtuuff  der  Gräuze  dieses  Aus- 
drucks fährt  zum  cubischen  Inhalte  der  dreiieiti'gen  Pyramide, 

(Die  PortsetsuDg  folgt  im  nädisten  Hefte«) 


LVI. 

Miscellen/  ' 


In  dem  22sten  Bande  des  Crelle'schen  Journals  bat 

Gauss  einen  neuen  sehr  sinnreichen  Beweis  für  das  aus  der  spbä- 
riscben  Trigonometrie  bekannte,  für  die  Geodäsie  so  wichtig-c  IjC- 
gendre*ficTie  Theorem  j^effeheo ,  den  wir  im  Folgenden  mit 
einigen  uns  hier  nöthig  scheinenden  Erl&uterungen  mittheilen 
wollen. 
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.  •  • 

Bezeichnen  wir  den  pogrenaBBtCB  ■pbKriiehen  Bxcess  eines 

sphärischen  Dreiecks,  dessen  drei  Seiten  c  sind,  durch  3w, 

und  die  den  Seiten  «,  It,  c  gegenüberstehenden  Winkel  dieses 
Dreiecks  respective  durch  wi  +  w,  //  +  w,  so  ist  offenhar, 

wenn  n  seine  gewShnlicbe  Bedentvng  hat,  A-^B-^  C=sit,  weil 
bekanntlieh 

ist.  Beseicknen  wir  unn  die  halbe  Sumne  der  drei  Winkel  4-^, 
B'J^w^  C+fii  dareh  8^  so  ist,  wie  man  leicht  findet» 

Ä— (yl -f.  w)  =  ^TT  —  —  4ü>), 
Ä  —  (  C-h  w)  =     —  (C— 4w) ; 

und  folglieh 

cos  S:=z  —  sin  jW,  * 

COS  |ür_X^-He»)|=suB  i«")« 

cos  |i§r'(iSr+ai)i=ssiB  (il— ictf)» 

eos         (r-f-w)t=:siB  (C^^fn). 

Also  ist  nach  swei  sehr  bekannten  For»eln  der  sphärischen 
Trigonometrie 

,    ^  sin      sin  {A  —  4*») 

sin  i«  — ai„  sin  (C^tt)» 

sin  (/?-»  »in  {C-^) 
cos  sin  (C-h«)  ' 

und  folglieb,  wie  man  hieraus  leicht  findet, 

gjn  *^  ^   .sin  ^  j«r)  sin         —  ^(tf) 

COS  «1« —  sin  »in  (Ä  — W  «»  M 

Gans  eben  so  ist  aber 

mn   sin  *\io  sin  H/i  —  \<o)   

^sjÄ  —  sin  V+m}  sin     — i»)  sin  »(6'-^«)  sin'(C— f»)* 

Diridirt  nair  jetst  mit  dem  aweiten  der  beiden  vorhergehenden  Aus- 
drücke in  den  ersten,  und  zieht  aus  den  erhaltenen  gleichen  Quo- 
tienlen  auf  beiden  Seiten  des  (ilcichheilszeicheus  die  (Quadratwur- 
zel aus;  SU  crgiebt  sich  die  Gleichung 

sin  »4^     cos  |A          sin  (,/-4-a»)  siu        —  i<u) 

cos  \ä  '  sm  sin  (/^  -f- w)  sin  *{B  —  ^ü))» 

die  man,  wenn  der  Kürze  wegen 

ff'cos^ff    8  sin^^/y    sin(^-Htd)  sin  'M— ^<tf)   Mn 


8  sin  *{a  '     cos^A  *  sin  *  sin (Ä-j-w)  sin  »(Ä— i«») 

gesetzt  wird,  aoch  unter  der  Form 

a       sin  er 

Bchreiben  kann.  • 
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Die  y'ier  Facloreii  der  GröiM     woUaii  wir  Qan  etwu  niher 

betrachten. 

'      Weil  zuerst  nach  einer  bekannten  goniomctrischcu  Formel 

sin  siu      —  sin 

ist,  so  ist  ' 

8  sin  'la  —      cos  i«  =  2(3  siu  la  —  sin  Jr/)  —      cos  ^a. 

Entwickelt  man  nun  siu  sin  ^«r,  cos  la  uuf  bekannte  Weise 
in  Reilieu,  so  erhält  man  nach  leichter  Rechnung 

8  sin  *la —  rt*  cos  j^a'  —  .  .  ., 

und  sieht  also,  dass  in  Bezug  auf  a  aU  eine.  Grösse  der  ersten 
Ordnung 

8  sin  "|a  —  a*  cos  \a 

eine  Grösse  der  siebeDten»  folglich 

1      g*  cos 
*  sin  »4« 

eine  Gröme  der  fierten  Ordnung,  also  der  Faetor 

8  sin 

der  Grösse  D  von  der  Einheit  um  eine  Grösse  der  vierten  Ordnung 
verschieden  ist. 

Gans  Mf  tiinllcbe  Art  setgt  man,  dasa  der  Faetar 

8  tin  *igb 
6ß  cos  ^It 

der  Grosse  1^  von  der  Einheit  in  Bezug  auf  6  als  eine  Grosse  der 
ersten  Ordnung  um  aine  Grösse  der  vierten  Ordnung  verachiedcte  ist. 
Nach  beJcannten  goaioaiatriieben  Fonaela  ist  rorner 

Bin  •J  —  sip         Ol)  ein  *U  —  i«») 

sssaia  ftlü  (ji^a)  \l^eoB  {tji^tä)\ 

sssin  *ji — I-  ein  (^-Hw)-!-^  sin  (^-f-w)  cos        —  tu) 

=  sin  *A  —  I  sin  (^-l-ai)-f-^  sin  ZJl  —  \  sin  — 

und  folglich,  weil  bekanntlich 

sin  *A=z^  sin  A  —  ^  sin  'iA  . 

ist, 

liki  «^^ein  (^-l-w)  ein  *M  — io») 

=i  ein  ain  (^+«»)  — i  mn  2») 

=4  ain  A—\  ain  ^(eaa  ai+v  eoi  2a»)— ^  caa  .^^(siii  m — |  ain  Sai). 

Batwiekelt  Ban  jatst  caa  a»,  coa  2»,  ain  ai,  ein  %»  vd  htr 
Jcamita  Welsa  in  RaihaB,  oa  erhiüt  man  nach  leicbtar  Kacbnaag 

ain  «^~ain  M+n»)  aia  '(^— 4«i)=:|a»*  ain        . . . 

and  sieht  alao,  dan  in  Bamg  auf  a  als  eine  Grösse  der  ersten 
Ordnang  die  Grttna 

sin  *A'—nn  (^-f-co)  sin  '(^  — 


/ 
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«ine  etüm  4«r  «weil€D,  - 

I       .siti  {.4-^(,i)  .sin  ^{A  —  ^u}) 

*  sin  *^ 

ebeofiilli  eioe  Grösse  der  «weiten  Ordnung,  also  der  Factor 

sin  (/l-f-o))  sin  *{A'^\u) 
sm  *A  ' 

der  Grösse  D  von  der  BSnbeit  nm  eine  Grösse  der  sweitea  Ord- 
Wang  versdiieden  ist. 

Auf  gans  älinlicbe  Art  Hberseigt  sian  siek,  dass  der  Factor 

sin  /)' 

'  Sin  (i^H-»)  siu  M 

der  Grösse  J9  von  der  Einheit  uai  eine  Grösse  verscbiedco  ist, 
weiche  in  Bezus  auf  u)  als  eine  Grösse  der  ersten  Ordnnng  ven 

.  der  zweiten  Ordnung  ist. 

In  der  sphärischen  Trigonometrie  *)  wirH  aher  folgender  merk»  , 
würdige  Ausdruck  für  den  sphärischen  fcixcess  3co  bewiesen: 

'taag  ifa  z=s  l^tang  |«  tang  4(t  —  sr)  tang  j(«  —  ö)  taug  4(''~<^)j 

wo  *  =  4(flrH-Ä-|-c)  ist.  Aus  diesem  Ausdrucke  erhellet  sehr 
leicht,  dass  ip  Bezug  auf  die  Seiten  «r,  6y  c  als  Grösseii  der  er« 
sten  Ordnung  die  Grösse  w  jederseit  eine  Grösse  der  twei* 
ten,  also  (o^  eine  Grösse  der  vierten  Ordnung  ist,  und  wenn  man 
dies  nun  mit  dem  Obigen  zusanitnenliälr .  so  ertriohf  .sich  auf  der 
Stelle,  duss  jeder  der  vier  Fuctoren  der  Grösse  JJ  von  der  Einheit 
nm  eine  Grösse  verschieden  ist,  welche  in  Bezug  auf  die  Seiten 
des  sphärischen  Dreiecks  als  Grössen  erster  Ordnung  von  der  vier« 
ten  Ordnung  ist. 

Weil  nun  nach  deiu  Obigen 

ist,  so  kann  oHenhar  in  Bezug  auf  die  Seiten  des  s|iliärischcn 
Dreiecks  als  Grössen  erster  Ordnung  mit  Vernachlässigung  vou 
Grössen  der  vierten  Ordnung 

•  sin  jj 

und  überhaupt  also  in  Bcsng  auf  die  Netten  «r,  ^,  e  des  sphärischen 
Dreiecks  als  Grössen  erster  Ordnung  mit  I  ernachlässigung  von 
Grössen  der.  vierten  Ordnung 

n          sin  A     &        Kui  ß     c        sin  C 

b        ttin  ^*       ~~  «in  V*  .u       «in  /I 

gesetst  werden,  wo  nach  dem  Obigen  ^ 
ist. 


•)  M.  s.  z.  B.  des  Herausgehors  Elemente  der  e^onen.  sphärischen 
und  apbäroidiscbta  Trigoa<otpt(f4e.  Leipzig.  1837.   S.  180.^ 
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Nimmt  man  nnn  liierzu,  dass  ^-+-tü,  ß-\-(i>,  C+wdieWin- 
kel  des  sphärischeo  Dreiecks  sind,  uod  durch  to  der  dritte  TLcil 
des  sphärischen  Excesses  desselben  bezeichnet  worden  ist,  so  er- 
lriebt sieli  nDBittelbar  das  folgende  merkwürdige  nod  wichtige 
'Theorem: 

Jedes  spliärische  Dreieck,  dessen  Seiten  gegen  den 
Halbmesser  der  Kugel,  auf  welcher  es  liegt,  sehr  klein 
sind,  kann  näherungsweise,  und  zwar  nur  erst  mit  Ver- 
nachlässigung von  Grössen,  welche  in  Besng  a^f  die 
Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  als  Grössen  erster  Ord- 
nung VOM  der  vierten  Ordnung  sind,  als  ein  ebenes 
Dreieck,  dessen  Seiten  den  Seiten  des  sphärischen 
DreUeks  gleich,  und  dessen  Winkel  die  um  den  dritten 
Theil  des  Excesses  des  sphärischen  Dreiecks  vermin* 
derten  Winkel  des  letztern  sind,  betrachtet  lind  als  ein 
solches  ebenes  Dreieck  berechnet  werden. 

Diesen  merkwürdigen,  besonders  für  die  Geodäsie  so  überaus 
wichtigen,  von  Legendre  ^fefimdenen  Satc  bat  Ganse  in  der 
wichtigen  Abhandlung;  Disqnisitiones  generales  circa  super» 
ficies  curvas.  Gottingae^  1828.  auf  Dreiecke,  die  auf  einer 
beliebigen  krummen  Fläche  von  Bogen  kürzester  Linien  einge- 
schlossen werden,  erweitert,  worüber  man  auch  das  fünfte  Kapitel 
in  des  Herausgebers  Spbäroidiseher Trigonometrie.  Berltn. 
1833.  4.  nachsehen  kann. 


Die  allgemeine  Gleichung  des  Kreises  zwischen  rechtwinkligen 
Goordinaten  ist 

oder 

^* -I- y*  —       H- ^) 4- ^*  = 

« 

Ist  nnn  aber  der  Anfang  der  CoordinMen  selbst  ein  Punkt  des 
Kreises,  so  wird  diese  Gleichung  auch  dnrch  ^ssO»  y=A  eif&llt, 
und  ea  ist  folglich  in  diesem  Fiule 

«*  +  ^*  =  r% 

also 

"  ,     ■  ' 

Seien  jetzt  m;  «Ij,  ;  m,,  die  Coordinaten  dreier  be- 
liebiger Funkle  des  Kreises,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

/» 
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2(fl'/« , -f- , )  (m^n  —  mn^) 

-f-2(«r«ti,  -+-  lfj$t)  (#»«1  —  //Ii»). 

Weil  nun,  wie  man  leicht  findet,  die  Grösse  nuf  der  rechten 
Seite  des  Gleichheitszeichens  verschwindet,  so  ündet  zwischen  den 
reclitwinkliffeii  Coordinaten  dreier  beliebiger  Rankte  eines  Kreises, 
wenn  der  Anfang  der  Coordtnalen  selbst  ein  Pnokt  des  Kreises  ist^ 
jederseit  die  RewtioB 

4-       4-       {m»i  —  «»,») 

Statt 


Für  die  im  zweites  Hefite  dieses  Tbeils  S.  219  durch  Rechnung 
aufgelöste  Aufgabe : 

Wenn  swei  Pankte  der  Lage  naeb  gegeben  sind,  s« 
soll  man  die  Lage  sweier  andern  Punkte  durch  blosse 
Winkelmessungen  an  den  letztern,  ohne  diese  von  den 

f egebenen  Punkten  aus  zu  beobachten,  bestimmen; 
at  Gl  ausen  in  dem  neuesten  bis  jetst  erscbieueoeo  Stücke  der 
astroneoiiseben  Nachrichten  (Bd.  XVIll.  Nr.  430.  S.  W)  die 
folgende  geometrische,  anch  bei  der  Messtiscbprazis  anireadbare 
Anflösung  gegeben. 

In  der  unten  stehenden  Figur 
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'  seieo  M  und  S  die  beideii  .bekaiiBteii,  A  «fed  B  4i«  Wden  nnbc- 
kannten  Punkte,  deren  Lage  bestlBmt  werden  aoll.  Da  man  nach 

der  durch  die  Aufg^abe  gestellten  Bedingung-  die  anbekannten 
Punkte  B  nicht  von  den  bekannten  Punkten  iV,  A',  sondern 
bloss  die  letzteren  von  den  ersteren  aus  beobachten  soll,  so  kann 
BBD  onr  in  dem  Pankte  A  die  Winkel  MANssa  and  iM^^=^, 
in  dem  Punkte  B  die  Winkel  MßN=Y  und  Nß4  =  fi  messen, 
und  diese  Winkel  sind  daher  nebst  der  bekannten  La^e  der  Punkte 
iV/  und  M  die  einzigen  Data,  mittelst  welcher  die  Punkte  A  nad 
ß  bestimmt  werden  müssen. 

Beschreibt  man  am  das  Dn^eck  MAN  einen  Kreis,  welcher 
die  Linie  Aß  in  A'  schneiden  mag,  und  zieht  die  Linien  MJ' 
und  A'A\  so  ist  der  Winkel  MNA'=ß^  und  die  Lage  der  Linie 
NA'  also  bekannt,  weil  die  Lage  von  AfN  und  der  Winkel  ß  be- 
kennt  ist;  zieht  man  ferner  an  den  nm  das  Dreieek  MAN  be- 
schriebenen Kreis  durch  M  die  Tangente  KK\  so  ist  der  Winkd 
A3fi\  ==u,  der  Winkel  A'MA'  =  ß ,  und  es  ist  folg:lich  sowohl 
die  Lage  von  KK\  als  auch  die  Lage  von  MA'  bekannt,  weil  die« 
Lage  vou  if/iV,  der  Winkel  a  und  der  Winkel  ß  bekannt  ist;  also 
irt  aneh  die  Lage  dei  Punktes  A^  bekannt,  weil  man  die  Lage  der 
Linien  NA'  und  MA'  kennt.  Anf  ganz  ähnliche  Art  bescbreilie 
man  um  das  Dreieck  3iBN  einen  Kreis,  welcher  die  Unie  Aß  in 
ß'  schneiden  mag,  und  ziehe  die  Linien  Mß'  und  Nß'y  so  ist  der 
Winkel  NMß*=zS^  und  die  Lage  der  Linie  ilfS'  «Iso  bekannt, 
weil  die  Lage  der  Linie  MN  und  der  Winkel  S  bekannt  irt;  zieht 
man  ferner  an  den  um  das  Dreieck  MßN  beschriebenen  Kreis 
durch  die  Tangente  JLU,  so  ist  der  Winkel  £ji\Mz=:y^  der 
Winkel  iJNB'  =  und  es  ist  felglicb  sowohl  die  Lage  ron  jLIj' 
als  auch  die  'Lage  yon  NB^  bekannt,  weil  die  Lage  ven  MN,  der 
Winkel  y,  und  der  Winkel  S  liekannt  ist;  also  ist  auch  die  Lage 
des  Punktes  ß*  bekannt,  weil  man  die  I^ige  der  l^inieo  MB'  und 
NB'  kennt.  Weil  man  nun  die  Lage  der  beiden  in  der  Linie  Aß 
liegenden  Punkte  A'  und  B'  kennte  so  kennt  man  auch  die  Lage 
der  Linie  Aß  selbst.  Der  Punkt  A  ist  der  andere  Durchschnitts- 

gunkt  der  Linie  A'ß'  und  des  nm  das  bekannte  Dreieck  MA'A 
eschriebenen  Kreises,  und  eben  so  ist  der  Punkt  der  andere 
DurcbscbnittspuDkt  der  Linie  A'B'  und  des  um  das  bekannte  Drei- 
eck MßN  beschriebenen  Kreises. 

Ans  dieser  Analysis  lasst  sich  nun  unmittelbar  die  folgende 
Construction  ableiten.  Durch  den  gegebenen  Punkt  /tf  lege  man 
die  Linie  ÄÄ*,  welche  mit  der  gegebenen  Linie  JUN  den  Win- 
kel KMN  =  a  cinschliesst ,  und  mache  hierauf  den  Winkel 
MNA^^K'MAfssiß^  to  eikUt  man  den  Dnrchschnittspankt  A^ 
der  Linien  MA'  und  NA'.  Auf  ähnliche  Art  lege  man  durch  den 
gegebenen  Punkt  N  die  Linie  IjU^  welche  mit  der  gegebenen  Li- 
nie MN  den  Winkel  LNM—y  eiuschliesst,  und  mache  hierauf 
den  Winkel  NMß'rszUNß^ö^  so  erhält  man  den  Durchschnitts- 
punkt  ß'  der  Linien  Mß'  und  NB,  Zieht  sun  nun  die  Linie 
A'B'  und  beschreibt  um  die  bekannten  Dreiecke  MA'N  und  MßA 
Kreise,  so  sind  die,  von  A'  und  B'  verschiedenen,  Durchschnitts- 

£ unkte  dieser  Kreise  mit  der  nötbigenfalls  gehörig  verlängerten 
ilnie  A!B  die  beiden  gesncbten  Punkte  A  nnd  B, 

Bei  der  Messtischpraxit  kann  man  von  dieser  Auflösung  den 
felgenden  Gebrauch  rnacben,  wobei  wir  die  auf  dem  Meiitiicbe  ge- 


Digitized  by  Gt) 


443 

gebene,  der  l4oie  MN  wd  dem  Felde  entsprechende  fJaie  durch 

mn  bezeichnen  wollen.  Blan  begebe  sich  mit  dem  Messtieche  auf  « 

den  Punkt  stelle  m  vertikal  über  lege  die  Kippregel  an  mn,  • 
Orientire  dns  Tischblatt  auf  A^,  richte  die  an  m  liegende  Kippregel 
auf  den  Punkt  yl/,  und  ziehe  an  der  Schärfe  des  Lineals  der  Kipp«.  . 
regel  eine  Linie^  ao  ist  diene  Linie  die  der  Linie  KK*  enU 
nprechende  Linie  lek^  auf  den  Henatiiebe.  Hierauf  lege  man  die 
Kippre^el  in  umgekehrter  Lage  an  ^Xr',  so  dass  das  Ocular  auf 
die  Seite  des  Objectivs  kommt,  orientire  das  Tiscbhiatt  auf  3f^ 
richte  die  an  m  liegende  Kippregel  nach  und  ziehe  an  der 
Schirfe  den  Lioenli  der  Kippregel  eine  Linie,  lo  iit  diene  Linie 
die  der  Linie  MA'  entsprechende  Linie  «rar'  auf  dem  JUeiitHwhe» 
Jetzt  stelle  man  m  vertikal  über  lege  die  Kippregel  an  nm^ 
orientire  das  Tiscbhiatt  auf  richte  die  an  m  liegende  KipDrep^el 
nach  und  siehe  an  der  Schärfe  des  Lineals  der  Kippregel  eine 
Linie,  so  ist  diese  Linie  die  der  Linie  NA'  entsprechen^  Linie 
««'  auf  dem  Messtische,  und  der  Durchschnittspunkt  o'  der  l^inien 
ma'  und  ist  der  dem  Punkte  u4'  entsprechende  Punkt  auf  dem 
Messtiscbe.  Indem  man  sich  jetzt  mit  dem  Messtische  auf  den 
Punkt  B  begiebt,  and  hier  wn  gnns  Ihnliche  Art  wie  TOfber  nof 
dem  Punkte  A  mierirt,  erhält  man  den  dem  Punkte  ^  entsprechen-  , 
den  Punkt  b'  auf  dem  Messtische.  Jetzt  ziehe  man  die  Linie  a*&\ 
lege  die  Kippregel  an  dieselbe  und  orientire  das  Tiscbhiatt  auf  den 
Punkt  A\  dann  lege  man  die  Kippregel  an  m  oder  u  und  visire 
nach  M  oder  io  giebt  der  Dnrentchnittipunia  der  nn  der  Sebärfe 
des  Lineals  gezogenen  Linie  mit  der  Linie  a'l/  den  gesuchten 
Punkt  b,  welcher  dem  Punkte  ß  auf  dem  Felde  entspricht,  und  da 
man  durch  Anlegung  der  Kippregel  an  m  und  n  zwei  Bestimmnn-- 
gen  für  den  gesuchten  Punkt  o  erhält,  so  hat  man  in  deren  Ueber. 
einstimmung  mit  einander  zugleich  ein  Kriterium  für  die  Richtig- 
keit der  Operation.  Den  dem  Punkte  A  auf  dem  Felde  entsprechen- 
den Punkt  a  auf  dem  Messtische  kann  man  auf  ganz  ähnliche  Art 
bestimmen,  wenn  man  sich  mit  dem  Messtische  wieder  nach  A  be-  •. 

S'ebt.    Wenn  die  Pnnkte  is'  und  V  nnhe  mit  einander  insnmmen* 
llen^  wird  die  Anfldsnng  unsicher. 

Bemerken  wollen  wir  hei  dieser  Gelegenheit  noch ,  dass  schon 
in  dem  1825  erschienenen  3ten  Bande  der  astronomischen 
Nachrichten.  Nr.  62.  S.  233  von  Gerling  die  folgende  trigo- 
nonietriscbe  Anflöning  nniem  Problems  ge^elMn  wordea  iit 

Man  setze  der  Kürze  wegen  in  obiger  Figur  des  Winkel 
AHN^»^  den  Winkel  ßNM=yi  so  ist 

AB  ain  (g-f.|?~f-.cf)   -^iV  ^  »Ib  m 

AN^        sin  <f      ' .  i#Ar »in  « 

und 

AB  »in  (^^,y-t*<y)  BM  «in  y  " 

HB  »STj     *  dwaTy* 

Folglieh  Ut 

sin  siji      sin  (/  sin  {ß      y  J) 

«ny      sin  ^  »itt  y  »in  (a-f-^-t-d)* 


Digitized  by  Google 


444 

Boreelmet  nan  nim  den  Hlilfcwinkel  p  mittelst  der  Pomel 


Sfin 

sin  y  ^5  ^» 

ajn  a?«~<jn  y  1— -tang  tp, 

sin  jf-t-siny™  l-|-ting  9^ 


.so  ist 
und  fblglieh 

d.  L 

tang  K«— y)  cot  K^r-l-y)»— tnng  («•— y), 

•Iso 

tang       — j^)  = — tang       -H  y)  tang  (45»—  9). 

Nnn  ist  aber  offenbar  aT-i-y=zß-\-dy  und  folglicb 

tang        -  y)  =  -  tang      +  6)  taog  (45°  —  <jf)). 

Weil  man  jetzt  ^  +  y  und  a;  —  y  kennt,  so  kann  man  auch 
UDÜ  y  selbst  finden.    Hat  man  aber  a:  und  y,  so  ergeben  sich 
BMf  BN  mittelst  der  folgenden  Formeln: 

;        AM=J^^  .  MN,  .  MX, 

und  auf  diese  Weise  ist  nun  die  Lage  der  Punkte  A  ond^  gegen 
M  und  N  bestimmt,  wie  verlangt  wurde.- 


Einfache  Beweise  zweier  Lehrsätze.  Von  dem  Herrn 
Doctor  Rädell  zu  üeriin. 

1)  In  einem  je^en  Dreieck  ist  das  Quadrat  einer  Seite 
gleich  der  Summe  der  Quadriate  der  beiden  andern  Sei- 
ten wenig^er  dem  doppelten  Produkte  dieser  beiden  Sei- 
ten multiplicirt  mit  dem  Cosinus  des]  von  ihnen  einge* 
schlossenen  Winkels. 

Beweis.  Es  seien  0,  c  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  und 
a,  ßy  Y  ihnen  gegenüberstehenden  Winkel;  dann  ist  nach  einer 
GruniUormel  der  Dreiedumesskanst 

«S^  cos  CM'/}, 

^s«  cos         cot  o, 

coa  a*f-«  cos  /?« 

Mnltlplicirt  man  ^  nun  die  erste  Gleichung  mit  #,  die  sweite  mit  i 
und  die  dritte  aut  —0  und  addiit  die  Prodnktenideicininffcn,  so  er> 
hält 
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-j-     —  c'  =  2«Ä  cos  X» 

indem  sich  die  übrigen  Glieder  als  identisch  und  mit  entgegenge- 
setzten Zeichen  behaftet  aufheben.  Hieraus  folgt  nun  unmittelbar 
c*  =  «»-|-**— cos  f. 

2)  Jede  harmonische  unendliche  Reihe,  in  welcher 
'alle  Glieder  dasselbe  Vorseieben  baben,  ist  divergent. 

Beweis.  Ist  irgend  em  Glied  der  baraoniscben  Reibe, 

to  kann  man  immer  Tofraisetsen«  dass  a  und  d  ganze  Zahlen  sind, 

weil  man  enfp^^ecjengosetztcn  Falles  Zähler  und  Nenner  dieses 
Bruches  mit  dem  kleinsten  genieinschuftlichen  Vielfachen  der  Nen- 
ner von  a  und  ä  multipliciren  könnte  und  dadurch  a  und  </,  folg- 
lieh aueb  a-\-  di  a  +  *ldf  a'\~Zd  u,  Vf,  in  g^nse  Zahlen  über- 
gehen würden. 

Betrachtet  man  die  Anendlicbe  barmoniscbe  Reibe 

S  ^-  -I  -I   1-     ^  -x- 

—  a  ^  «f+d^  si^-arf^  »H-W^  

so.  kann  man  sie  «erlegen  .in 


I 


1-1.1 


1  .  1  .  1 

«Cl-|-rf)»-Hrf      aU-|-<jO*-*-2rf  fl(l-|-rfj'-j-3rf" 


+ 


.  Da  nun  der  zweite  Theil  der  unendlichen  Reihe  aus  der 
dritte  aus  a[\-^d)^  der  vierte  aus  a\\ dy  Gliedern  u.  s.  w. 
bestdbt,'  so  siebt  man  leicht,  dass  jeder  einiel^B  Theil  grösser  ist, 

als  folglich 

«      J_  1  1  1 

und  da  nun  die  Reihe  rechts  gewiss  diver^irt,  so  wird  die  unend- 
liche harmonische  Reihe  S  um  so  mehr  divergir^n.  Hierdurch  ist 
nun  aber  zugleich  auch  die  Divergenz  der  Reihe  \ 

±      ^         .4  A     '  A 

a*  a^iP  m-^ld*  u^kd'"'* 

bewiesen. 

Anmerkung.   Dieser  Beweis  ist  eine  Verallgemeineningdea» 

jenigen^  welchen  Cauchy  in  seinem  Conrs  d'Analjsa  T.l.  p.lz7  filr 
die  Reibe  l  +  i  +  i  +  gegeben  bat. 
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Nachtrag  zu  dem  Aufsatze  XIV.  in  Archive  der  Ma- 
th eai,  «ni  Plijs.  I.  Thell  I.  Heft.  (AoliSniiig  des  Pothenef- 
schen  Problems).  Vom  Henuisgeber. 

Eiae  zur  Rechnung  bequeme  Auflösung  des  Pothenot'schen  Pro« 
blems,  über  welches  die  Leser  aUch  einige  BemerkuDgcn  in  einem 
im  3teu  Hefte  S.  ^35  auszugsweise  abgedruckten  Briefe  des  Uerro 
Majors  and  Ritters  Dr.  6«  w.  H filier  su  HansoYer  an  den  Herana- 

gener  finden,  lag  nicht  im  Zwecke  des  oben  genannten  Aufsatzes, 
la  sieb  über  aus  den  in  demselben  aufgestellten  Gleicliung-en  leicht 
eine  sehr  elegante  Auflösung  dieses  Problems,  die  mit  der  bekann« 
ten  von  Gauss  gegebenen  Auflösung  grosse  Aehnlichkeit  hat,  ab* 
leiten  Üiagt;^  so  mögen  als  Nachtrag  su  den  in  dem  genannten  Auf- 
sätze gegebenen  lüntwickelnngen  Iiier  noch  die  folgenden  Bemer- 
^  kungen  Platz  finden. 

Wir  haben  a.  a.  0.  2.  die  folgenden  sechs  Gleichungen  ge- 
funden: 

0/  =  ^-!-^  cos      p'^zy-^q  sin  9; 

=^ ■+•(>,  cos  (y-i-  «),  y,  =y-f-^,  sin  (y-f-a); 

^',  =  ;r-j-^,  cos  y»  =  y-f-^,  »n  (y-H/?); 

welche,  wenn  man  jetzt  der  Kürze  wegen  9>«4-tt=s)^,,  ^Hh/}=)P| 
setzt,  die  folgende  Gestalt  erhalten: 

S ^=:^  +  ^  €08  ^,  y=y-h(>  sin  9»; 
^1  ==^+^1  «OS  y„  y'j  =5f+«i  »in 
^.=^+e»  coa  y„  S^»:^|f-Hc,  ab  y». 

Ddrefa  Suhtnedon  de»  iwetai  und  drUfon  Paars  Ten  dem  erstes 
erhält 


1. 


— a^t^if  eos  9 — cos  9,,    — ^a=^  »n  8P~^»     9« » 

wodurth  die  Goordinaten  a:  und  y  elimittirt  sind.  Eiisilntrt  a^n 
nun  femer  sowohl  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  die  Grone 
als  aucb  aus  den  beiden  letzten  die  Grösse       so  erhält  jaas 

die  beiden  Gicicbuu^en 

^   l(a/  —  a/,)  sin  spj— (y  — y,)  cos9>i=:«  sin  (SPi— 9)> 

ät',)  sin  yaT-(y'— y*»)  «oe  9,=^  sin  (9»  — 9)1 

i.  nach  dem  Obigen  '. 

{a^  —  a'^y  sin  9,  — (y'— cos  9^  =V  «In  ot, 

ein  9,  —  (y*  — y,)  cos  y,=^  sin  /?. 

Nun  bestimme  man^  was  bekanatlicb  immer  durch  leichte  Rech- 
nung möglich  ist «),  die  Aaiftgfdssen  r,  und  so,  dass  dieselben 
•den  beiden  Gleichungen 


5. 


*)  Sollen  nlmlich  fihwhsnpt  die  GnwsöiiE  nnd     döi  hmdsn  Cleiehungen 

JsaH  cos  If,  BamM  sb  iV 

ffemüss  bestimmt  fverden,  so  rechnet  man  am  besten  nach  folgende» 
Schema: 
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6.  d/— d/jssr,  cos  Mg,  y''-y'i=:»'i  »in  «i, 

und  die  Hllligv6iMB  r,  umd  «»,  wß,  dsn  dieMlbeii  den  keiden 
Gleichungen 

7.  OB^'—sf^^sr^  eev  —  y'^nrr,  sin 

^enUffen;  dann  erhalten  die  beiden  Gleichungen  5,  welche  noch  die 
unbekaunteu  Grössea  jp,,  tp^,  q  enlhalteu,  offenbar  die  einfache 
Pom 

8.   r,  sin  (9,  — ^o^)xz(f  sin  a,      sin  (9,-01,)=:^  sin  ß; 

und  führen  durch  DiYUUon  zu  der  Gleichung 

^    r,  sin  (y,  — »i)        sin  a  , 

r,  sin      —  »t)  «n 

oder 

10    sin  (yi  — '  <M^)  ____  r,  sin  g  ^  lin  g 

•    sm  (y,  — «,)       r,  sin  /?  *  sin  /J' 

die  nun  q  nicht  mehr  enthält.  Berechnet  am  den  HiUfriHnkel  | 
mittelst  der  Formel 

so  wird  die  Gleichung  10.  • 


IS. 


si«(y,~a,.)^ 

SIU  (y,  —  ft)j)  o  ^» 


und  verwandelt  sich,  wenn  man  anf  beiden  Seiten  die  Einheit  sub- 
trahirt  und  uddirt,  und  dann  dividirt,  in  die  Gleichung 

10     sin  (y,  —  <U|)  — sin  (y^  —  ü),)      ^  1  —  tariy  | 
•    süi(yj  —  «J-|-sin(y,  —  0»,)""     iH-taug  |' 

d.  i.  in  die  Gleichung 

14.  twg  i|(j>a— SP.)  — (»i— cot  i|(9),-4-SP,)  — (ö>,H-w,)| 

=  -t«ng  (45« -J), 

um  der  lich 

15.  teDg  iKsn.  +  y.)  -  (».  +  «s)l  = 

-cot  (45* -0  ttng  11(9,  -«,)| 

oder 


log  .  Ä  cos  A'=!og  y# 
log  .  A  sin  A's=  log  B 

log  cot  iVslog^^log^ 

iv=  — 

Ilog  A  —  log  cos 
Ipg  i^-^log  sin  df 


logÄ«] 
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16.  tang  -Hy^)  — (w,  H-w=)|  = 

—  tang  (15«H-§)  taog  i|(SPi  —  SP.)  — («i  — 
oder,  weil  nach  dem  Obigen 

iit,  .  " 

17.  twigiJ(«-|-#)-(»,4.w,)+39r= 

—  lang  (45»4-$)  tang  |{(a -/?)  -  (a>,  ~a>,)} 

ergiebt,  in  welc&er  Gleichung  nun  blosa  noch  die  eine  unbekannte 
Grösse  9  enthalten  ist,  die  also  mittelst  derselben  gefunden  wer» 

den  kann. 

Hat  man  (p  g:efunden ,  so  ergiebt  sich  Q  mittelst  eines  der  bei- 
den aus  S.  Üiessenden  Ausdrücke: 

!rt  sin  (y  t  —  a>i)       r,  sin  (y-t-g  —  ft>t) 
sin  a  sin  «  * 

ra  sin  (y>  —  toa)  _  r,  sin  (y-H-jS  — oi,) 
^  sin  ß  sin  /?  * 

Die  Coordinaten  op  und  y  liefern  hierauf  die  aus  2.  sich  erge> 
benden  Pomein 

Ws    Ofsssa/—'  Q  cos  5p,  y=y'  —  ^  sin  9; 

und  die  Entfernungen  ^1  und  können  dann  auch  leicht  mittel&t 
der  aas  h  folgenden  Ansdrücke 


20. 


1^*      cos  (9)  +  «)  sin 

cos  (9>+/S)      sin  (9+^) 


kerechnet  werden. 

Zu  bemerken  hat  man  noch,  dass  die  Formel  17.  für  gp  jeder- 
zeit zwei  300^  nicht  übersteigende  Wertlip  liefert,  und  dass  mao 
von  diesen  beiden  Wertheu  immer  denjenigen  zu  wählen  hat,  wel- 
ekem  in  Foltra  der  Formeln  18.  ein  positiver'  Werth  von  ^  eiiN 
spricht,  worüber  wir  weiterer  Bemerkungen  uns  hier  um  su  mehr 
entlinlten  können,  da  von  diesem  (gegenstände  schon  auf  S«  93.  ti 
ersten  Hefte  dieses  TheiiA  die  Rede  gewesen  ist. 


•  Berlebtigungen. 

Der  Naine  des  Herrn  Vfs.  des  Aufsatzes  L.  in  diesem  Hefte  ist  nicht 
Fies  ch  1 ,  sondern  Flescb.  Der  Fehler  ist  dmrch  Ondentliehkeit  des  Mscplit 

entstanden. 

Die  Nummer  der  ersten  Abban,dlung  in  diesem  Hefte  muss  XL  VI.  statt 
XIX  sein.  ' 


■  '•\  i 
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Literarischer  Bericht*). 

(Die  Herren  'Autoren  ond  Verleger,  namentlich  die  Verfasser  und 
Verleger  von  Dissertationen,  Programmen  u.  s.  w.,  welche  eine  recht 
baldige  Anzeige  ihrer'  ScbiifteB  in  diesem  Kterarisdiea  Berickte 
wünschen,  werden  nm  recht  schleunige  Einsendung  derselben  aa 
die  Bucbhandlun|c  des  Herrn  Koch  zn  Greifswald  ersucht.  Der  Her- 
ausgeber wird  sich  bemühen,  diesem  Berichte  eioe  immer  grössere 
VolUuimmeokeit  flad  VollgüLndigkait  xu  geben ;  dieses  Mal  war  noch 
M  niiiebiB  ffiihcre  Erscheinung  nachzutragen,  daaa  lAaohite  Yall* 
■tündigkeit  nicot  so  arreicnoi  war«) 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


A.  S.  de  Hontferrier:  Dictionnaire  des  scieneea  aath^- 
matiqaes  pnrei  et  apuliqu^es,  tome  S,  Supplement  eonte- 
nant  p^usievri  articiei  snr  l^g^ometrie,  la  trigonam^ 
trie  et  rastronomie»  par  le  eolaael  Paiaeant»  llraz.  4. 
ftTklr^iegGr. 

A  SjtteM  of  Praedcal  Mallieawliea^  containing  Bteaenta  of  Al- 
gebra aB4  Gaameftry.  With  a  collection  ef  Accvrate  Stereotyped 
Tables,  comprising  the  Logarithms  of  Nombers,  of  Sines,  Tangents 
and  Secants;  Natural  Sines,  the  requisite  Nautical  and  Astronomi- 
cal  Tables,  and  Tables  of  Componad  laterest  aad  Annaities.  By 
J.  Daridaan ,  A.  M.  With  nnmerons  Cuts  and  Copperplatea.  An. 
edttlan,  graatly  inprafad  aad  enlargad«   8.   Ift  a.  baards. 

Verlesungen  über  reine  Mathematik  von  J.  Fux,  Prof.  so  01- 
MlNs.  Olaifi  IM.  «.  %  TUr.  (BnOilt  die  gewdtolite  Bto- 
aanln.) 


**)  Der  Herausgeber  bemerkt,  dass  diese  literarischen  Bericbte  thsili  TOB 
iimi,  theils  von  andern  Mitarbeitem  verfasst  werden. 

I.  1 
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im 


Saigey:  Problemes  d^Aritlim^tiqne  et  exercices  d« 
cslevl  Bnr  lei  questions  ordinaire^  de  1«  Yie,  tur  la  g^<»- 
Betrie,  la  m^canique,  rattronoinie,  la  g^ograph^ie,  la 

Shysique,  lachimieetlam^trologie  ancienne  et  moderne» 
.ed.  Braxelles.  S ggr.  Solu|ioDs.  4  ggr. 

J.  Jaclot  etArbel:  R^cr^ations  arithmltiqaes  ou  dix- 

huit-cents  pfoblemcs  dont  los  rt'siiltats  p  r«- s»*  rt  tun  t  des 
faits  num^riqu^s  pris  dans  l'liisioire,  I«  tCeog  luplii  e,  la 
physique,  la  ckimie,  ['usii  u  uuuiie  etc.    *2  vol.   ia  Iis.  Brüx. 

l.^lr.:Wggr.-  •  ...  :*,:.,...>•  

Die  Elemente  der  Zahlenlehre  in  System  an a  Bei- 
Bpielen  v.on  Traugott  Frß»^0,  Dr.  f  rof  essor .  an  .  de; 
i'eelinifclien  Vildungaaiiatalt  «n  DfiM^en..  Hfut^k  yf^til, 
Die  Zal]^l^n- Verbindungen  und  Zablei^-Ff jabil0i;iiaji[9i^ 
||ijresden  und  Leipzig.   1840.  8.  12  ggr. 

Ist  eigentlich  als  eine  aystemafisch  geordnete  Summl-ung  voo.- 
Beispielen  zur  Buchstabenrecbnung  uud  nicdern  Algebra  zu  betrach- 
ten, die  dea  Lehrern  an  böhero'lpiiternchtBanBialtea  erwiinseht  sein 
wird,  da  man  an  solchen  Beispielea  nicht  Vorrath  getiuij;^  haben 
kann.  Die  Beispiele  sind,  wie  der  Verf.  in  der  Vorrede  bemerkt, 
so  geschaffen,  dass  sie  die  folgenden  Gesetze  vorbereiten,  theilweise 
andere  fär  die  Folge  wichtiffe  Gesetze  enthalten ,  nnd  überhaupt 
unter  d^fll'^Hieioie  gtoaae^  Scn^teti«tc^  $uf ^einfache,  «Üm  Auge 
gefällige  oder  dem  Gedächtnisse  Iciclit  bebaltbare  Formen  fuhren, 
um  dadurch  die  Liebe  zur  Sache,  welche  bei  der  abstracten  Form 
sonst  bald  verschwindetf  in  dem  Lernenden  zu  wecken  und  zu  er- 
htitimmi  O&a  lUnltaM  beiaagdieli  lat  def  VeHl  wUtnÜMm^.  Er 
beabsichtigt  eine  ähnliche  Sammlung  für  die  unbestimmte  Analjtik, 
die  Lehre  von  den  Gleichungen  höherer  Grade  und  die  DiftV.rentiaU 
nnd  Integralrechnung  folgen  zu  lassen.  Hier  namentlich  möchte  et 
doch  manchem  Lehrer  wünsche nswerth  sein,  wenn  aueh  die.Bi^siil* 
täte  beigegeben  -worden. 

Stufenmässig  geordnete  algebraisch«  Aufgaben  des 
ersten .  Grades  mit  einer  oder  siehreren  uabek^oi&t^ii 
C^rttjaen,  dnreb  in  .Warf ^  i^efasste  Sebllafa  -niid  4vr6b 

Oleiehuiigen  auf  möglijshafe  verscliiedene  Waiaa  asfga* 

\^Ut  von  J.  Hußtc/tMtdf.   Essen.    ISil.   8.    18  ggr. 

Die  Auflösung  ult^ebraischer  Aufgaben  ohne  Gleichungen,  durch 
blosses  Raison nement,  welcher  der  Verf.  in  der  Vorrede  mit  Recht 
das  Wort  rfedet «  bat  Mhan;Lknilier  ia:»eiaer:A,nleiitHDg  zur 
Elementar- Algebra.  Tübingen.  1799. ,  als  eine  treffliche 
Fobung  des  Scharfsinnes  empfohlen  und  nebeo  der  eigentUcbiMa.elr 
gebraischen  Auflösung  in  Anwendung  gebracht.  , 

♦ 

Analysis,  bearbeitet  von  Carf  MtfU^fftaM,  Rrp^essor* 
iihi   der    0 rossherzoglich    Badi schen*^* 'paiiiißönjij(scn 
Schule.  li^arlM.uhc  lS40.  8.  2Thlr.  /   ,  ' 
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•■  3. 

f  ..  iBlMi- flie  ao(^qavnte  Anal^sis  det  .&iAkto*  AufiBericsam 
■■eheo  wir  auf  (U'ü  auf  S.  375  A.  geffebenen  auf  ffeometrischeD  Be- 
IrachtuDgen  iia  Räume  berubenden  ßeweis  des  1^  undumeotalsatzea 
der  Tbeori«  d«r  algebraiaeb^o  («leiebuogeB  i  aut  den  wir  vieileicbt 
apitir  in  4ieMB  Archive  tnriekkoBoien.  werdea^ 

Nayier:  R^sun^  des  legons  d'antijrae  doni^^^a kl'^cole 
fioiyteebnique.  2  Vol.  8.  4  Tbir. 

'   •      •  •  •  , 

bubamel:  Cours  d'analjie  de  l'deele  p«r|y teebsi^««, 
'  Seeeftde  -partie.       2  Tbk«  .  . 

• 

In  Nr.  405  der  astronomiscben  Nacbricbteu  (Bd.  17.  S. 
aS6.)  giebt  Herr  Tlu.  GUAeen  einen  Hfweie  dea  Fiadffpieatelfaixee 
diffTbeorito  der  CikiebmgeD  in  eine«  „Beweis,  dass  die  «Ige- 
braiscben  Gleicbuns^en  Wurzeln  von  der  Form  »H-^i*) 
knben*^  überscbriebenen  Aufsatze.  Dieser  an  sich  sehr  siuureicb« 
Beweis  ist  jedoch  niebt  V«a  alle»  Zweifel  frei ,  weil  er  auf  der 
Theorie  der  Reihen,  insbesondere  auf  dem  Lagrunge'aehen  Theorem* 
heruliet,  die  bis  jetzt  bekannten  Bewcis(!  des  letztern  Theorems 
aber  iu  so  fern  als  m8n<jfelhaft  bezeichnet  werden  müssen,  weil  sie 
die  Convergeoz  uad  Uivergenz  der  Reibe  völlig  unberücksicbtigt 
laaeen.  In  etoem  der  folgenden  Hefle  dloMa  Archln  urerden  «Re 
•eneiten,  höchst  wicbtigen  Untersuchnngen  Cnucby^s  über  die  L&* 

franre'scbe  Reihe  nitg^otheilt  werden,  welche  den  Zweck  bähen, 
en  Beweis  dieser  wiclitiu;eu  Reibe  in  der  angedeuteten  Beziehung 
gebötrig  zu  vervoilstaadigen. 

lo  Nr.  400.  der  astronomischen  Nachrichten  (Bd.  17.  S« 
351.)  theilt  Herr  Th.  Clausen  den  folgenden  merlLwiirdiges  Satt 
über  die  BernouUiscben  Zahlen  ohne  Bewßia  mit; 
::  T  Der  Bmeh  der  itten  BemonlKseben  Zahl  wird,  so  gefunden: 

Man  addife  zu  den  Tbeilern  von  2i»  . . . .  1,  2,  a,  a,  fi£\  ....  2«  die 
Einheit,  wodurch  man  die  Reibe  Zahlen  2,  3,  a-Hl,  a-+-J, .... 2«-f-l 
bekommt.    Aus  dieser  nluintt  man  l)1oss  die  Primzahlen  2,  3, 
u»B.w.  und  hUdet  den  Bruch  der  Mteo  Bernoulliacben  Zab): 

Pap  oberß  Zeichen  ,  gilt  für  ein  ungerades,  das  untere  ^^r  ein  gera- 
de! 

• 

J.  J.  Jnclot:  Traite  et  table  d^addition,  enseignant 
les  proc^dös  des  calculateurs  les  plus  babiles  pour  faire 
cette  Operation  avec  promplitnde  et  pr^^^isioo.  BruxelU 
18.  6ggr. 

Barlott*»  Tables  of  Squares,  cuhes,  Square  roots, 
eahe  ro4>ts,  reciproeala  of  all  integer  nunibres .  np  to 
10000.  Stereotype  edition,  exnmined  nnd  correeted, 
Boyal  12.  8s.  sewed. 

Arithmeti«nl  TfthUi^  By  WilUmm  /VmJL  IS.  Od.  lewed. 
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•        I  . 

l^miiiftluDg  mathematiscker  Tafeln^    Alt  «ttd 

völlig  umgearbeitete  Auflage  von  Georgn  Freiherrm  von 
Vega  grösseren   logarithraisch  -  trigonometrischen  Ta- 
feln herausgegeben  von  Dr.  /.  A,  HüU»€»  Stereotyp-Aus- 

fabe.  Erster  Ab^drvek.  Leipsiir.  Weidnanrn'aeke  Bneh« 
andluBg.   1840.  3  Thlr.  12  ggr. 

Diese  neue  Ausgabe  der  in  ihrer  früliern'tilestalt  ans  zWeiThei- 
^en  bestehenden  grössern  Vega'scben  Tafeln  halteu  wir  für  ein  in 
jeder  Beziehung  sehr  verdienstliches  Unternehmen,  und  empfi^hlen 
^eaelbe  allen  MaCheniatikeni:und  allen  Praktikern,  dett4a  die  Anifah- 
ning  logarithmisch-trigonometrischer  und  anderer  Rech anogen  obliegt. 

Die  gänzliche  Ausschliessung  der  in  der*  altern  Au!;c:abe  entbal- 
teoen  astronomischen  Tafel u  ist  dadurch  vollständig  gerechtfertij^t, 
wefl  diesiB  Tafelii  bei  dem  gegenwBrtigei  ZniUmde  der  Aetranowe 
als  vlHIig- veraltet  bezeichnet  werden  müssen,  and  durch  die  ver- 
vollkommnete Gcstalr,  in  welcher  jetzt  die  astronomischen  Epheme- 
riden,  naoientlich  <ias  Berliner  astronomische  Jahrbuch,  die  Con- 
naissance  des  teuta,.dic  Effemeridi  astrouomiche  di  Milano  und  der 
Nantical  Almanac  ersckeinen ,  in  'der  Tbat  anch  ▼ölt%  eDtbekrilek 
gemacht  werden.  Dnrcb  diese  Ausschliessung  der  astronomisches 
Tafeln  ist  es  vorziigflich  möglich  gemacht  worden,  die  Tafeln  in 
der  neuen  Ausgabe  auf  einen  weit  kleinern  Raum  zu  reduciren,  und 
auch  den  Preis  bedeutend  zu  ermässigen,  da -die  ältere  Ausgabe 
5  Th^ler,  die  neue  nur  3  Thaler  und  1»  gute  Grascben  kostet«  and 
Überdies  haben  die  Käufer  für  die  weggelassenen  astronomiscbea 
Tafeln  durch  Hinzufügung  einiger  in  der  altern  Ausgabe  nicht  ent* 
haltenen,  sehr  nützlichen  Tafeln,  die  wir  nachher  besonders  nam- 
baft  .macben  wollen,  sehr  reieblidien  Ersat«  erhalten.  . 

Die  folgende  Angabe  des  Inhalts  'wird  am  besten  aar  Ett^eb- 
lang  dieser  schönen  Tafeln  dienen.  >  . 

Einleitung  über  Einrichtung  und  Gebrauch  der  Tafeln. 

I.  Tafel  der  gemeinen  oder  briggischen  Logarithmen  alier  na- 
t&rlichei^  Zahlen  von  1  bis  108000.  '  . 

Die  Einrichtung  dieser  Tafel  ist  die  gewöhnliche.  BeigeHigt 
ist  noch  eine  kleine  Hülfstafel  zur  Verwandlung  der  gemeinen  Lo- 
garithmen in  natürliche»  und  eine  üülfistafel  sur  Verwandlung  der 
natorlieben  Logaritiimen  in  gemeine.' 

II.  Tafel  der  briggiscben  Loe^aritbmen  für  die  Sinns,  Cosinm, 
Tangenten  und  Cotangeoten  von  0  bis  90  Grad. 

Auch  diese  Tafel  bat  im  Ganzen  die  gewöhnliche  Einrichtung. 
In  den  5  ersten  Graden  schreiten  die  Winkel  von  10  zu  lOSecundeo, 
Baebber  Ton  MInnte  ui  Minute  forth  Wir  bedanern  sehr,  daas  der 
Herausgeber  nicht  duftfli'  den  ganzen  Quadranten  die  Winicel  von 
10  zu  10  Sccunden  wie  z.  B.  in  detr  Callet'schen  Tafeln  hat  fort- 
schrcitcn  lassen.  Ware  dies  dfii*  Fall,  so  würden  seine  Tafein  allen 
übrigen  vorziehen. 

Angehängt  ist  eine  Tafel  der  Langen  der  Kreisbogen  lilr  -dle 
einsfelnen  Grade,  Minuten  und  Secunden. 

in.'  Tafel  der  wirklichen  Länge  der  trigonometrischen  TJnien. 

In  dieser  Tafel  schreiten  die  Winkel  ganz  zweckmässig  von 
Minnte  sn  Minute  fort  .  -  .  i 

IV.    Sebnentafel  für  den  Halbmesser  500  von  0  bis  1^  Grad. 

Hülfstafel .  sur  VerwandlOng  der  CentesimalbogeB  in  Sexagesl- 
maibogen.  ^  r  . . 

«  • 

* 


/  ♦ 
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Bülfstafel  zur  VenfUMUiug  der  8eiag«tni^b«geii  in  Aroclbtfaeile 
des  Quadranten. 

V.  Tafel  aller  einfeebeB  jPactoren  direk  2, 3,  5  nielit  itheil- 
baren  Zahlen  von  1  bU  108000  und  der  Priuableli  von  102000  bis 

400000. 

VI.  Tafel  der  natürlichen  Logarithmen  für  alle  auf  einander 
folgenden  Zahlen  von  1  bis  1000  und  für  alle  Primzahlen  von  1000 
Uf  10000. 

Die  Lognirithmen  sind  in  dieser  Tafel  in  aebft  Decinalstellen 
angegeben.  Angehängt  sind  noch  die  Potenzen  von  2  von  der  Isten 
bis  zur,45sten,  die  Potenzen  von  3  von  der  Isten  bis  zur  36stea^ 
dia .Potenzen  von  5  tob  der  Isten  bis  zur  STsteb. 

VII.  Potenzen  der  Grundzahl  e  des  naturlichen  Logarithmen- 
Systems  für  alle  Hundertel  von  0,01  bis  10  nebst  den  briggischen 
Logarithmen  dieser  Potenzen:  oder  umgekehrte  Tafel  der  uatürli- 
eben  Logarithmen,  weiche  für  alle  Hunoertel  der  natürlichen  Luga- 
iitbmea  von  0»01  bii  10,00  die  ingeborigeB  Zabled  nebit  ibrea  g«. 
flwinen  Logarithmen  enthält. 

VI  11.  Tafel  der  <|v«dfat-  nnd  Cnbikwanoln  allor  MsapZab» 

len  von  1  bis  10000. 

«  Die  Quadratwurzeln  sind  anf  12,  die  Cubikwurzeln  auf  7  Pe* 
«UBBlitellon  berechnet. 

*  Angebfingt  sind  einige  in  DecimalbrUche  verwandelte  oft  vor- 
JuMBttende  CoefGciehten  uoendlicher  Reiben  nebit  ihf«n  Logaritbnen. 

UL   Potenzen-Tafel,  enthaltend; 
X  Dia  ersten  11  Potmien  aller  Zablen  von  0,01  Mt  1,00. 

B.  Die  er^en  9  Potenaen  aller  Zahlen  von  1  bis  100. 
C  Die  emen  3  Potenzen  aller  Zahlen  von  1  bis  1000. 
Ö.  Die  ersten  100  Potenzen  von  1,01;  1,02;  1,025;  1,0275^  1,03^ 
1,0325;  1,035;  1,0375;  1,04;  1,045;  1,05  und  1,06. 

B.  Die  ersten  100  Potenzen  von        ;        j         I  j-j^  5  j~ } 
1         1         1  111.1 

und  T-rr:  , 


1,0S25'  1,0S5'  1,0375'  1,04'  1,045'  h05  1,06 
P*  Die  Snmmationen  der  anf  einander  folgenden  Wertbe  der  TalbiA 
•G.  Die  Sumaationen  der  anf  einander  lolareBden  Wertbe  der  Tn- 

fcl 

Angehängt  ist  eine  Tafel  der  Zeiten,  in  denen  sich  ein  dureb 
iiusammengesetzte  Zinsen  wachsendes  kauital  vervielfältigt. 

X.  Blorkalitati-TafiBln. 

Angfb|ng^  sind  zwei  Ufilfiitafcln  zur  \  erwandlung  d<;8  Duode- 
cimalmaasses  m  Deeiaalfliaaii,  nnd  dea  Decimalmaaseea  in  Duode» 
ciaialmaais. 

XI.  Tafeln  zur  Vergleicbnng  der  gebrincblieben  Maaiae  nnd 

Gewichte. 

XII.  Erweiterte  Gaussische  Tafel  zur  Bercrlinung-  eines  Loga- 
rithmen der  Summe  oder  Differenx  zweier  Zahlen,  deren  Logantb« 
nien  nur  segeben  sind. 

Anraängt  ist  endlieb  nocb  eine  TuM  rar  Erleiebtcnm^'dcn 
KnidiaStens  oder  Interpolirens  unter  der  Ueberschrift  InterpolaaOM- 
Tafel,  nnd  den  Beschluss  macht  eine  Tafel  einiger  oft  vorkommen- 
den Zahlenwerthe  und  der  Lot^urithmen  derselben,  wie  z.B.  der 
Werth  von  log  vulg  log  nat  der  Werth  von  e,  log  vulg 
log  Mtt  09      «fhni«!  Aadflf«. 
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Ko  Tafeln  IV,Tni,  «in  Tbeil  4cr  TafellX,  die  Tafeln  X,  die 
Tafeln  XI  und  vor  allen  die  Tafeln  Xll  sind  neu  kinzugekommen. 

Nimmt  mau  hierzu  nun  noch  ,  dass  diese  Tafeln  auf  schönes 
iPapier  mit  nielit  zu  kleinen,  Behsrfen  und  'deotlieHen "Lctlnrii  re- 
druckt  sind,  wodurch  sie  sich  namentlich  vor  den  Callet^schen  Tafeln, 
|leren  Druck  viel  kleioer  und,  wie  Jeder,  der  diese  Tafeln  oft  und 
viel  gebraucht  bat.  aus  Krfalirunff  wissen  wird ,  angreifend  für  die 
Augen  ist,  sehr  vortheilbait  auszeichnen,  so  wird  man  gewiss  un- 
tfeYe  oben  ausgesprochene  Deberzeugung,  dasa  dimsTlifiSui  ein'  aehr 
verdienstlichei^  And  der  Empfehlung:  sehr  wUrdigea  UtiternebiikMi 
aind,  theilen,  und  auch  den  Preis  jedcnfulU  sehr  mässig-  finden. 

Für  möglichst  «genaue  Correctur  haben  ausser  dem  Herausgeber 
f|ia  Herren  Dr.  Brandes  und  Michaeli»  Sorge  getragen«  * 

Loararithmiscbe  Tafeln  der  NUaaier  •  Logarithmen 
(l—^KNwOK  dier  Hlnna  afed  Taa^enCe»  ia  Graden  jib4  MU 

Daten,  aer  Tabelle  zur  Findung  des  Log.  der  Summe 
tl'der  Differenz  zweier  Zahlen,  welche  selbst  nur  durch 
ihre  Log.  gegebnen  sin^,  und  einiger  anderer  Hülfsta^ 
f«lnt  A«f  %  in  e'ae«a  Weise  geordnet  »ad  karausgegebea 
Ton  A.  Melthim^  Lehrer  des  kaafmännischen  Rechneaa 
und  der  mathematischen  Wissenschaften.  Mit  einer 
Vorrede  vom  Conferenzrath  Schumacher.  Altona.  184(1 
8.  lÖggr. 

Herr  Conferenzrath  Schumacher  spricht  sich  in  seinem  Vor- 
worte fiber  diese  Tafela  auf  folgende  Art  aus:  /^Bemblleldala 
wollte  die  Logarithmen  mit  5  Decimalen  in  einen  ern  Raum 
1»ringen,  and  sie  dadurch  bequemer  zum  Gebrauche  und  wohlfeiler 
machen.  Da  gerade  diese  ^Logarithmen  sehr  häufig  Anwendung 
^aden,  so  kaov,^ii^8ol^es  uataraebaian,  gut  ausgeführt,  nur  dea 
Recbnehi  aagemi'pi  sein,  und  daaa  w  es  trat  aunähren  und  vor- 
züglich für  correcten  Abdruck  sorgen  werde,  verbürgt  sein  Fleiss 
und  sein  Streben  nach  Genauitykeit,  Die  Ganssiscb^n  Tafeln 
Um  den  Lugarithmen  der  Summe  oder  Differenz  zweier  Zahlen  zu 
l^ifdekV'  die  selbst  nur  durch  ihre  Logärithaten  gegeben  sind,  fcat*ar 
auf  den  Wunsch  des  Herrn  Gebeimeraths  Bessel  hinzugeflgt," 
Dem  ÜKbeile  eines  so  competenten  Richters,  wie  Herr  Conferenz- 
rath Schumacher  ist,  haben  wir  nur  noch  hinzuzufügen,  dass 
diese  Tafeln  auf  gutes  Papier  mit  scharfen  aad  deattichen  Lettern 

f edruckt  sind,  und  jpawiss  Vcidienen»  von  das  Be^nera  «IliWIig  aad 
eiasig  gebraocht  ztt  werden.  ....>..:.'. 

Tabeller  i  Mathematiska  Amnen.    Utgifne  af  E.  A. 
Björkman.  1  Twenne  Pelar.  Ferra  Delen.  Logaritbmiska- 
ocb  trijgonometris-kai  Tabeller.    Stockholm.    1840.,  16. 
1  Rdr.  doSk.   (Tafeln  über  mathematische  Gegenstände ,  .  karaiiM^* 
.  Tön  B.  A.  Björkman.   In  zwei  TheUap.  Br|i(a|r^|ieil«  /  ItHf^ftmi« 
•  acke  «mI  lirigQrio«ietrisohß:Ta£elii).  .'■ . 

•  •    .  *  '   *•■  ■  *' 

Populationistik  oder  Bevölkernngswissenschaft  von 
Ch,  Bernoulli^  Professor  zu  Basel.  Erste  Hälfte.  Allge- 
maineBevölkernngsatatiatik^itfi^ail^iltiilihwdarfiMbS«- 
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Euclids  Elemente  fünfzehn  Bücher,  aus  demGriechi- 
scheu  übersetzt  voq  J.  F.  Lorenz.  Aufs  neue  herausge- 
geben nebst  einem  Anhange  von  M«  C.  Dippe.  Sefhs^^ 
verbesserte  Aosgabe.  Halle  1840.  8.  1  TUr.  8  ggr. 

The  Elements  uf  Euclid:  viz.  thc  first  six  Books, 
togethcr  with  the  Eleventh  and  Twclfth.  Priiited  with  a 
few  Vuriattous,  and  additiunal  Referenccs,  from  the 
X«xt.»f  Jt.Sim^^.M,  D.  Carefally  eorx|B.cted  hj  fi^.  May^ 
mfudi  JNeVof4it  Ip.  60.  beniid.    ; 

Thf  Ele^ments  of  Euclid:  the  first  six  Bi>oks  and  the 
Eleventh  and  Twelfftk.  Bdited»  in.ths  Syaibollc«!  Fora, 
hj  JL  BimiMßek*  BL  A.  1^  6s.  0d.  bAerds^  7s.  bov^d. 

^  « 

The  first  six  Books  uf  the  Elements  uf  Euclid,  with 
A  Cummeutarj  und  Geuipetrical  Exercises.  T^whicli  are 
•Bsexed  ikTreatise  ob  solidGeometry >  and  sbo^t  Essoys 
oOi  tho^Aocient  Geometricol  Analysis,  and  the  Theory 
of  Transversals.  For  the  use  of  Schools  and  Uni- 
versities«  .By  Diom^fim^  JLordH^^  .14^*  Of  "^tb.  edit/  S.  7s. 
Iioards. 


EuclidisProportionsIära  medförklnrin^ar;  utgiff^ 
P.  N.  Ekman,  Doccns  i  Mathematiken  wid  IJpsala  C 


ifwen 

uf  P.  N.  Ekman,  boccns  i  Mathematiken  wid  IJpsara  Cni- 
versitct.  Stuckholm  1840.  8.  10  Sk»  (Euclids  Proportions- 
klM  .flit  Erklärsngen ;  berausgegeben'TM  F«  £!•  EtwOB»  Doce^  der 
Moib.  00  der  Univ.  la  üpsslo|. 


I^ebj[;b|ich  der  Geometrie  als .JLeitfaden  liejiip  (Jäter« 
richte  an  |^hern  Bür«cerschule.n  uod  äbplicben  Le^jrfn* 
■tolten,  Tonir.il/fji/:,  Lehrer  der  Matliematik  an  der  b'l^berB 
Stadtschu^je  ztt  Crefeld.   Crefeld  18^)(t.  .20  ggr. 

Ein  für  seineD  Zweck  sich  recht  wobl  eignendes  elementares 
Lehrbuch,  welches  übrigen»,  was  der  Titel  unerwähnt  lässt,  auch 
die  litleoieate  dejr  ebenen  und  sjftbärijishen  Tjrigeuemetcie  .enibait. 

•  '   ■      '     •  .  •  «  

Lehrbilcb  dof  Oooüietrie  €ftr  •teebnische  LehranataA- 
ten  und  Gymnasien  von  II.  Rose.  Erster  Theil*  Die  obottO 
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.Byatew  der  Ge«Aetrie.  Lelii1>iich  für  akademische 

Vorträge  und  höhere  Cnterrichts- Anstalten  von  Dr.  A. 
Ameth.  Von  den  geraden  Linien  in  der  Ebene.  Erste 
und  zweite  Abtheilung.   Stuttgart  1S40.   8.   1  Thlr.  6  (|rgrr. 

HsnpIrteMt^  den  Anmchten  tob  Sebweiiis  folgend  beabsidi- 
tigt  der  Verf.  ein  vollständiges  System  der  Geometrie  sn  liefern, 
kleidet  dieselbe  aber  bleich  vom  Anfange  an  in  ein  rechnendes  Ge- 
wand,  wodurch  freilich  ihr  schöner  svnthetischer  jDharacter  ganz  ver^ 
loren  geht,  wenn  auch  auf  der  andern  Seite  nicht  sn  leugnen  ist, 
dass  durch  den  von  dem  Verf.  betreteneu  Weg  aUerdiugs  eine  Ver- 
einfachung des  Syitema  erreicht  wird.  ^ 

Geometrische  Untersuchungen  zur  Theorie  der  Pa- 
rallellinien ven  N.Lobatschewtky.  Be,rlln  1840^  l^ggr. 

Anleitung  nur  Auflösung  geomelHteher  Anfgahen 
von  . Dr.  Ch.  Nagel.  Ulm.  1840.  lOggr. 

•üeber  die  symmetrischen  Kreisvielecke  von  ungefm» 
der  Seitenzahl  von  J.  H.  T.  Müller.  Gotha  1840.  4.  Iggr. 
Eine  sehr  lesenswerthe  Abhandlung.  .  ' . 

Betraehtnngen  über  Tersehiedene  Ge|^enstftnde  der 

neueren  Geometrie  von  C.  T.  Anger,  Professor  am  Gym- 
nasium und  Direktor  der  Königlichen  Gewerbeschule 
zu  Dauzig.  Erstes  Qeft.  Einleitung.  Theorie  der  Aehn- 
lichkeitspunkte.   Danzig  1839.   4.   o  ggr. 

.  Der  Gedanke,  welehem  «ese  Schrift  ihre  Entstehung  ?erdankt, 
kann  ein  sehr  gIflekUcber  genannt  werden.  Herr  Professor  und  Di- 
rector  Anger  in  Danzig  beabsichtigt  nämlich,  in  einzelnen  nach 
und  nach  erscheinenden  Heften  verschiedene  Gegenstände  der  soge- 
nannten neuem  Geometrie  adf  eine  mOffKchst  elementare  Weite  sn 
behandeln,  und  so  die  merkwürdigen  Entdeckungen  von  Gergonne, 
Poncelet,  Steiner  u.  A.  einem  grössern  Publicum  auf  möglichst 
leichte  Art  zugänglich  zu  maclien,  wodurch  Herr  Professor  Anger 
sich  unstreitig  ein  wesentliches  Verdienst  um  die  grössere  Verbrei- 
tnng  dieses  schSnen  Tbeils  der  Mathematik,,  und  dessen  aehr  an 
winachende  Einfübrnng  \a  den  geometrischen  Elementarantetrieht 
erwerben  wird.  Zweckmässig  würden  wir  übrigens  die  völlige 
Ausschliessung  der  Anwendung  der  Lehren  der  analytischen  Geo- 
metrie aus  dieüen  Heften  finden,'  deren  adtnailea  Anfmuandeifolgen 
jedenftlli  sehr  wiinaehenswerth  tat  * 

Lefebure  de  Fourcy:  Le^ons  de  Geometrie  an^lj* 
tique.   4.  ddit   8.   2Thlr.  21ggr.  i|k 

Analjtlacbe  Geometrie  im  Raum,  enthaltend  dieFIft. 
eben  zweiter  Ordnung,  nebst  der  allgemeinen  Theorie 
der  krummen  Flächen  und  der  Linien  von  doppelter 
Krümmung  von  C.  /\  A,  Ler^y  ^  fiberaetat  naeh  dorr  ntrei- 
ten,  yerheaaerten  und  vermehrten  Auflage  tob  lEl  #*. 
JSwS^amm.  Stuttgart  1840«    1  TMr.  9  ggr. 

In  B(r.40S.  der  astronomischen  Nachrichten  (Bd.l7.S.374). 
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befiadet  AA  m&m  höchst  lesenswerther  Auftali  dw  Herrn  S. 

wenttern  über  die  Tran sfo r  m  ution  der  rechtwinkligen 
Co  ordi  Daten,  welcher  den  Zweck  hat,  dis  Auffinden  der  übUch- 
aten  Transfurmatioaeu  der  rechtwinkligen  Coordinateu  zu  erleichtern. 


Praktische  Geometrie. 


Franeoeur:  G^odeäie,  ou  trait^  de  iafigttrede  laterre 
de  aea  parti^i.  2.  ddit.  8.  SThlr.  31  ggr,  ' 

Clerc:  Essai  sur  les  ^Umens  de  1«  pratiquedealevera 
tof ographiquea.   l.Tolume.   8.  t>ThJr. 

Duhousset:  Application  de  la  ffdaadtrie k la toaoirra» 
phie.  2.ddit.  Paria.  8.  10  Fr. 

An  Introduction  to  BlensaratioD  and  PracHcal  ClaiMetrj:  yiiik 
Matea>  eontainiaff  the  Renaan  of  twy  Kala.  By  J.  Bonajeaitläy' 
late  Professor  of  Jlathematics  in  tbe  Royal  Military  Academy,  WooU 
wich.  18.  adit.  canacted  and  uaptavad  kj  &  MayBard.'  48.  6  d. 
bound. 

In  Nr.4t0  der  aitrono mischen  IVach richten  (Bd.  18.  S.2A.) 
befindet  sicli  ein  Aufsafz  des  Herausgebers  dieses  Archivs:  Bemer« 
kungen  über  trigonometrische  Nivellements,  insbeson- 
dere über  die  terrestrische  Strahlenbrechung,  von  Dr. 
J.A.  Grnnert,  iawalcbeai  derVanaeh  gMu  acht  wird,  eiaeHethada 
aaangabaa,  mittelst  welcher  man  genau^P'^od  zuverlässigere  Bar- 
Stimmungen  des  Coefßcienten  der  terrestrischen  SciaUaalirachwiy 
erhalten  kann,  ala.daj^ch  die  bisherigen  MetbodeD. 

üf. SmmUmm9,'¥:tin\g\.  Preusa.  Oberforstmeisteri  eta 
BaumhöhenBiesaer  und  einfaches  Verfah  ren  der  Baum* 
messung  und  H olzberech ou n g  für  Forstmänner,  Baa» 
herrn  und  Uolzbändler.   Stralsund  1840.    i'Z  ggr. 

Eattttt  die  BeaeMbmg  ahiea  ad»  aia&ahaa  BaaaiklUMBaMai. 
aan,  der  zugleich  aach  ab  Knasaelialha  gebi^pdit  werdeo  kann, 
und  den  der  Herausgeber  aus  eigener  Kenntniss  und  nach  selbst 
gemachtem  Gebrauche  empfehlen  kann.  Er  ist  in  der  Löffler'scben 
Verlagshandlung  zu  Stralsund  für  den  selur  geringen  Pre^s  von 
I  Tblr.  15S^r.  an  hihaa,  aad  dfirfta  selbst  aia  rarSefealaa  iaatrae- 
dves,  sinnreich  aiagericbtetes  Instrument  seyn.  Seine'  Theorie  setzt 
nur  die  Lehre  von  (Ter  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  voraus  und  der 
obigen  Beschreihang  wird  ein  £xe«p^  auf  ttarJiep  ü^artenpapier 
beigegeben. 


Digitized  by  Google 


10 


liebrbncb  der  ebeneD  Triffooometrie  und  Pofygono- 

n'etrie  von  Friedrieb  Pross,  Professor  der  Mathematik 
an  der  Röni^^Iichen  polytecbn^ft^^t^fti*  Sr«hiHe  zu  Statt» 
gart.    1840.    S.    1  Thlr.  6  gg^r. 

Eine  recht  vollständige  und  sehr  deutliche  Darstellung  der  ebe> 
nett  Trigonometrie  uod  FolygoDonetrie^nit  fielen  Anwendongen 
wpC  (EveoliM^e  .lind  einer  grossen  Anzahl  vollstiufdig  ausgerechpeter 
numerischer  Beispiele,  die  zum  Theil  aus  wirklich  ausgeführten 
Messungen  entnommen  sind ,  in  welcher  Beziehung  daher  das  Buch 
IBsbeROndjere  Pmktikern  empfohlen  zu  wordepi.veraieutv  Die  gonio- 
netriscben  und  cyclomctriäclien  Reiben  bat'der  TerC  aach'  ftu^<B- 
Bommen;  dabei  aber  nie  die  Bedingungen  der  Convergenz  und  Di- 
vergenz berücksichtigt ,  weshalb  die  Behandlung  dieser  wichtigen 
Lehre  keineswegs  dem  neuern  Zustande  der  Mathematik  und  den 
Jetzigen  Anfordeningen  entsnricbt  Aber  nlicb'  abgesehen  blervon 
mispieii  wirken  auf  nf^Hlir^a  57  ge^benan  Beweis  der  bekannten 
Reihen  für  sin  und  cosjr  fiir  völlig;,  tta^^epttgibnd  nnd  verfehlt 
}sX^va,  .Von  der  Bej^e  .  •  . 


1.2.3^  ♦ 


die  als  aus  der  Analysis  bekannt  angenommen  wird» .  aufgebend, 
fÜBlgt  nämlich  der  Vert,  dass  die  Ausdrücke  '  .*  , 

die  er  der  Kürze  wcg^en  «frch  M  und  A'  bezeichnet,  und-.diajPlMlOp 
tianen  coi«r  uod  »ina:  gewisse  Eigenschaften,  wie  z.  B.  •  • .  : 

^  H-A' =1  und  eoi«*  + ein  a?>  =1, 

finner  il/r=l  ,  A'=0  für  ^=;0,  und  :  «99^7;;^  1>  sina:=0  für 
^r=:0,  mit  einander  gemein  haben »  uad  pcl^lAPft.  .(iw  «Nl^-^.^^ 
auf  folgende  Art:      .  ; 

9^e.Aiiidricka  M  nnd  beben  alui  gpna  die  Eigepefbafta 
fiatt  «M  ap  nnd«  mi<dp*  > varaw  •  demnach  lalgt»  dam :  . 

t.  , — ; — r  '  «9  tmrw'  man  ti    vx  >  1  — r— sauur. 

^  •     •  ..      .....  r..- 

Man  hat  also:  r  '        -      '  .jr^. 


'  •     «~  *  =  ^  -  ¥   2x1  sxori  •••• 

Hanns  aber,  dass  Functionen  gewisse  Eigenschaften  mit  ein- 
ander gemein  haben,  kann  man  doch  wohl  nicht  auf  ihre  Gleichheit 
im  Allgemeinen  schliesscn!  Solche  falsche  Schliiiae  verwirren  nnr 
den  Anfanger  und  erzeugen  faUche  Begriffe, 


« 
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4tr  Convergent  ttad '  Diferff ens  der  Reiben  die  weHsr.snten  ann 

gefiiitrte  Stell«  aus  einem  Briefe  des  leider  zu  früh  verstorhcnen 
trefflichen  Abu!  an  Keinen  Lehrer,  den  Professor  Uolnboe  in 
Cliristiania  recht  dringend  an's  Herz  zu  legen. 

laiiler  w  Eisgänge  nmlwft  ffenndktav •■fidalBht.wM  dai 
Back  aber  doch  Natseo  stifteD.'   .  T:  .t.  ' 

Die  sphäriachje  Trigonometrie:  ftB  Aoalytischi'ei^. Dar. 
•telliiDg'  Bebit  eiDcmAshange  g  rite  stell  .The  tl  ■  j^««^rj:o^ 
nio metrischer  Fonaeln  yod  Cmrl  BreyfliaDn.  Wieo  IMO. 

8.  12ggr. 

Die  Schrift  kann  Anfängern  wegen  ihrer  deutlichen  und  voll- 
ständigen Darstellung  empfohlen  werden.  Die  Lekre  vom  sphäri- 
schen Excess  hätte  der  Verf.  aber  doch  'auch  aofiiebBeB'Ablltri,  dm 
dieselbe  für  die  Geodäsie  so  höchst  wichtig  ist.  •  *  . 

(Die  trigonometrischeD  Tafeln  s.  unter  Arithmetik.) 


.  •  ■         .1  ■  •  %  • 


Mechaidk. 


De  motu  corporam  Itb'erje  cadentloni.  Partlcula  I. 
historlam  hujus  scltailke  eo'Btinens.  BdVi'ptit'Br.  C.  G.  A. 
Sieker-  Vrati'slWVJae  1840.  4.  Sfggr.       /  ; 

'  BttBcharlat:  EUmens  de  M(<caqique.   3.  ^dit,  8.  3TUr, 

Praktische  Mediaiiik. 

Die  Mechanik  oder  Anleitung  zur  praktischen  Ma« 
ec'hiueakuude  und  zu^  Beurtheilung  nnd  Leitung  he- 
wegeaHar 'KrafA«.  Ama  dem  £n|fL:i(kaeh  Chamhera  Ersfa» 
hungs-CursB«  uBera.  vom  Fffofa8aa.r  Dr:'lla-BS&B^.  Erfarl 

.  •  .•      .  ;  i  .1.1'  i.      .      .  ."  .  •  ■    I  •  ... 

'  '  •  A1'lg'e«eiBe'H«a«klBhB*BB«jclopädie,  im  VaralB  mit 

G.  Altmülier  und  A.iBiir9.(Proff.  am  polyt.  Inst  xu  Wibb), 
•Th.  Fischer  (Maschinenmeister)  und  M.  F.  Gätzichmann 
iProf.  an  der  Bergakademie  in  Freiberg),  C.  G.  Uummel' 
(Le«tor  an  der  (M»l.ytechn.  Lehranstalt  in  CupeuhagenT, 
•K.  Ka.rvMRr«i0h-(D^iveB#ar  der  €iewar8sek«la  ra  BaBifveri, 
F.  Reich  -(ProfeHsor  an  der  Bergakademie  in  FreibergK 
«L  Schneider  (Prof.  am  Coli.  Carol.  iu  Braunschweig),  J. 
>A*>Schubert  (Pro£  an  der  technischen  Bildungsanstalt) 
«nd  E.  AVeinlig  (lngenienrliteu;teBant  irn  Dtesden),  Dr.  A. 
Wvinli^  (in  Leipsig),  J.  Wais^BaA  (PtoC>an  der  Bergaka- 
demie in  Freiberg)  herausireffehen   von  Dr.  /w/.  Ambr, 


mh%9.  Leiya«  i..B«*^liiMiiiWt  Atlaai»  Kaüo  5X41r^ggr. 
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'  VbB '«MM 'Werke,  jMktafu^  wichtig 
in.-'werdeD  rerapricbt,  mm  vM-bbietst  zwei  Lieferungen  zugegan- 
gen, die  fchon  Bebnie  sehr  «ninibrlicbe  und  lehrreiche  Artikel 
eethalteD« 

Povcelet:  Introdoction  a  1«  au^/eaBi^se.  tndiiAtcielle 
.phyiiqne.  %,4iiU  8.  2Thlr.  16ggr. 

•  Lanz  et  Betancourt:  Essai  sur  la  compositioa  dei 
a^aekiaee.  3.^dit.  4  «Tklr.    f.  v 

D'Aubuisson  de  Voisins:  Trait^  d'hydrauliqoe  k 
Tusage  des  ing^nieprs.  2,  idit.  Paris,  8.  9  Frcs,. 

Piobert  el  Tardjf:  "Explriences  sur  les  roaes  hjdranliqaes 
k  axe  vertical,  et  aar  mevleaeat  de  Teaa.  8.-  1  Tblr.  14  ggr. 

Andraud:  De  Tair  comprim^  et  dilatd  comme  motear, 
Paris.  8.  3  Pres. 

Urban  Jürgensens  allgemeine  Grundsätze  der  ge- 
nauen Zeitmessung  durch  IJhrcn  oder  Zusammenfassung 
der  Grundsätze  des  Uhrenbaues  zur  sorgfältigsten  Zeit- 
pessun^»  mit  eiaejB  Aahaoge  Yereeken,  enthaltend/9wei 
Abhandlungen  über  die  Chrniacherkuost  und  Beschreib 
bung  eines  sehr  genau  gebenden  Metallthermometers. 
Nacn  der  zweiten  durch  Ludwig  Urban  Jürgensen  be- 
aorgtea  aad  Teraiehrtea  Antvake  iileata^k  bearbeittot. 
Leipiig  1840..  4  3  Thlr.' 12  ggr. 


Astronomie. 


Traitd  ^UoMBtaire  de  Pkysique  cdleste,  ea  Prdcie 
4*AstroDonile  tk^erifu-e  et  pratique^  aerTant  d'iflftffoila»> 

tion  a  r^tudc  de  cette  science,  par  €r.  de  Pont^covlatU. 
Ouvrage,  destin^  aux  personnes  peu  vers^esdans  l^^tude 
des  sciences  mathematiques  T.I.  Ii.  Paris  1840.  8.  4^  Thir. 

Ein  gut  gesciiriekeaes  pepnlarea  Iiehrback  -der  Aatninoaie,  daa 
nar  die  elementarsten  mathematischen  Kenntnisse  voraussetzt,  aad 
fiir  die  Liebhaber  der  französischen  Literatur  eine  willkommeiie 
Elrscheinung  seyn  wird,  da  es  die  Hanptlehren  der  Astronomie  deut- 
lich und  ziemlich  vollständig  vorträgt.   Etwaa  mehr  hätten  wir  je- 
■doeb  ia  eiaeai  aolebea  Backe  iber  <ue  Fittterae  tu  fiaden  geglavM^ 
denen  nur  das  bloss  drei  Seiten  lapge  draisekate  KanStei  gewidmet 
ist.    In  Deutschland  besitzen  wir  schon  mehrere  senr  vorzügliche 
Schriftea  ähnlichen  Inhalts.   Dem  zweiten  Tbeile  sind  einige  Noten 
.matimaatlediea  Milti  ttber'dia.Farwaadlang  der  Reetascensioa  vad 
•DeeKiiation  in  Länge  und  Breite  and  usAgekebrt,  tther  die  Parall- 
•axenrechnung;  über  die  Bestimmung  der  grössten  Mittelpunk tsglei- 
ckaag:  der  äooae  daick  Beobachuiogeai.  ümb  dia>  eU^ptuidia  Bawa- 


IS 

Bvng,  über  die  Bereehnang  der  PlaneteDbakneB»  über  4^8  Oetete 
2er  allgemeiMB:  €r«Tit»tioB ,  über  die  Wertbe  der  Mmmo  der  Pia« 
'  Mten,  mev  4m  Gestalt  der  Erde,  über  die  VerinderuDg  der  8cbwer« 
iib4  der  Länge  des  SecuDdeopeodels  beigefügt,  in  denen  wir  uiehta 
Neues,  was  bier  einer  beio^dern  Mittbeilung  wertb.wäreyvi^n»* 
den  baben. 

Handbok  i  Practiska  Afltrnnomien  af  S.  A. Crvn'ilrnnl. 

Första  Haftet.  Till  ledning  under  föreläsningarna  wid 
det  bögre  Militär- Lärowe rket  pä  Murieberg.  Stockholm. 
1S40.  8.  IRdr.  32sk.  (Uaodbucb  der  praktischen  Astrouokie 
TOn  8.  A.  CTönsiraBd.  Brette  Heft  Zum  UitfiMten  bei  ^en  Vorle- 

•  sugen  in  4tr  höhern  Hilit&ranterricfttMnetpIt  nnf  Mnrieberg);  ■  * 

Jahrbucb  für  1840.  Hera.usgegeben  ?on  H,  €,  Schu», 
mmeAer,  mit  Beiträgen  ?on  Bessei,  Ermmn,-  ßfMiär  and 
Ülber*.    Stuttgart  nnd  Tübingen.    1840.    8.   2  ThIr. 

Die  Einrichtung  4es  astronomischen  Theils  dieses  Jalirbnchs 

•  kann  als  bekannt  vorausgesetzt  werden.  Die  Apfsätse,  welche  die- 
ser Jahrgang  enthält,  sind  folgende:  .      '         .'  * 

Oeber  naass  mil  Oewiebt  in  AllraMiBVD  und  das  framiiicie 
Längenmaass  im  Besonderen  von^.W.  Besse j.        •  .  • 

^   TJeher  die  Weltstellnng  der  Küner  unseres  iSonnenrnteM«  vok 
Mädler.  •  '     :     •  •  • 

Ueber  die  neoem -Sternbilder  von  Olbers.' 

ÜBlerancbongen  fiber  den  Binlhiss  des  llo)idi  a«f  die  WHte- 
rnng  von  M  ä  d  1  e  r. 

Heber  meteorologische.  Beobacbtungen  auf  einer  Seereise  on 
die  Erde  von  A.  Ermen.  *  '  * 

Besonders  ma^n  wir  nnf  den  Anfsats  von  Betsei  tafberk«' 
san,  in  wclcheok  ansfilbrliebe  Naebriebt .  über  die  Maassregeln  er» - 
theilt  \vird,  welche  vor  Kurzem  iu  Preussen  zur  Festsetzung 
der  Eibheit  des  preussiscbeii  Längenmaasses  und  Behufs  der 
leichten  l^rlaugung  sehr  g^enauer  Copten  derselben  ergriffen 
weiden  sind»  Oeber  diesen  wichtigen  und  allgeaiein  intereasnntmi- 
Gegenstnbd'  verbreitet  sich  aucb  ein  Aufsatz  von  Hessel  in  den 
AetronoBlieken  .Nncbriobteb.  Band  17.  Nr.  397. 

Berliner  astrononiisebea' Jabrbneb  für  184B.  Berlin. 
1840.   8.  2  ThIr.  Itj  ggr.  _        ^  • 

Enthält  folgende  AbhandlungeD: 

lieber  die  Kinrichtunu:  des  Jahrbuchs.  Geographische  Lage  disr 
HäupUternwarten,  zusammengestellt  von  Dr.  VT olfers. 

Ueb^r  die  Voraasberecbnung  der  Planeteodiircbgänge.- 

Üeber  xwei  nautische  Aufgaben.  1.  Berechnung  der  nantisekte 
Aufgaben  nach  den  Grundsätzen  der  runden  Schififahrt.  2.  Die  ge- 
wöhnlichen Methoden  der  Seefahrer  zur  Reduction  der  Monddistanzen. 

In  dem  letzten  Aufsatze  .sind  fiinf  verscbiedene  Methoden  zur 
Redtt4!ti.on  der  Monddistansen  kasasnienffesCellt-upd  bewiesen;  dia 
beiden  ersten  aind  völlig  gftaao»  die  drei  letiten  -  sind  NSbemga-' 
«etboden. 

In  der  Hoffnung,  dass  vielen  Lesern,  die  dieses  trefHiebe  Jahr- 
blieb  niebt  besitzen,  dadnreb  ein  .angeneliBdr  Dienift  geleistet  wer* 
den  wird,  wollen  wir  im  Folgenden  das  von  Harm  Dr.  Wolfen  mit 
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grosser  Sorgfalt  und  kritischer  Cenauigkeil'ZOsaäineiigesteiUe  Ve»> 
-MiABiiia  ider  llauptsfeeknwmaä'  ii4it  ftft^i  geofnfhwAmt  -Lagli 
ttitth«iIeD,  da  dies  die'Fänkte  auf  der  Erdoberfläche  siod,  deren 
geopapfaische  Positionen  gegeDWirtif  ato  "gOTiftUdtwi'  beoti— t 
angeeelieii  werden  könoeo.  -    «   '  ' 


Geograph.  Breite 
nördlich 
'  — '  südlich 


Länge  F.Berlin  in 
Zeit.  +  westlich 
—  östlich 


Östl.  L&nge 
Von  Ferro 
in  Bogen. 


Altona  •,  «)  •  j* ^  . 
Berlin  »  .  •  |.  .(i. 

Bonn  

Bremen  v^*  . 
Breslau,'»..«  •  •  • 
Brüssel 

Qai&bri^ffe  .  .  . 
CbnaUfwia  . . 
Copeiibngtn •  • 
Cracow.. «  f  »  • 

Dorpat  

Pfiblin  .  •  .  - 
Bdinbiirg  •  •  •  . 
Hörens  

Gotha  .  ;^  *  .  . 
Güttingen  .  .  .  . 

Gvee]|m<;li  •  •  - 
Hamburg  .  •  .  . 
Heisingtors  .  .  . 
Königsberc:  .  .  . 
KreutöBk^obter .  . 
Mannbrin   •  • 
AlarseUle  •  *.  ».  «. 
Mailand ...... 

München .  •  •  •  ^ 
Neapel'. 
Nicolaj 

Padua  ..«,•«. 

Palermo  

Paramatta  .  .  .  . 


Peterabnrg  •  • 
Pulkowa  ..».«•. 
Prag  .  .  ^  •  ,, .  . 
Rom  .  .  ...  .  . 

Speyer; ,  »  ^  *  ^  . 
Stockholfll«  ;,..  4. 
Turin 

üpsala  .  .  •  v«i(>' 
Vorgeb.  d.  |pi  fl«  , 
Wariebai^  •  •  • 

:i'i\w.»i   I    »..'•'  ..o/  :      •:  1..-. 
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'  Jahrbuch  der  K.  Steruwarte  bei  MüDcheu  für  1840. 
Heraesgegebea  voe  J.  Lmmont.  Mü neben.  1840«  12^  1  Tfclr. 

Aitri^nonisches  Jahrbuch  für  ^hysiiche  nnil  netur- 

bistorische  HimmeUfoncher  und  Geelogen  u.  8.w.  Her* 
aasgegebeo  von  Fr,  v,  P,  Oruit/tuiteMf  ordentlichem  Prot 


Physik/ 


'  ^  Lam<$:  Colirs'dfe  Pbyfliifne-  deP^eole  polyV^ehiriqW«^ 
l;l4it.  3?olnBee.  OThlr.  lOggr.  »  i      ^  x 

'  '   Peyr^:   Cours  de  Pbjsique.   2.  ^dit  8.  4Tblr.  ' 

C.  Despretz:  Trait^  ^IMeHtAir«  AeFhjreiqae^ 
BraxeUee..8.  3Thlr.  Oggr.  .  « 

Pouillet:  Bimmens  de  physique  expdrimen^are  et  d4 
m^M^rologie,  ouvrage  aaopt^  par  le  cooseil  royal  de 
rinstruction  publique,  ppur  l^enseignemenl  de  ia  physU 
qnc  dans  ics  ^tablissemeB«  de  runiversit^  4.^d.  Braxdli^ 
8.  2  Tblr.  18 


'äecqderel:  Tratte  BiK'^rimtntkXAeXil^^riciti  et  di 
ma(rndtism(>,  et  de  leurs  pTieDomenea  natlirela.  T",  tl 
^. Partie.  T^VI,  l,?«Ttia.  .  ::.  .  .    j  * 

"  ■•!#  ''"Ii  -'J 

'  H^tteveei:  Baaal  iil^.les  pJi^Bq^iii^i.^lee'triqiies  tiep 
•BiBanx.  S.  1  l'hlr.  3  ggr. 

Dr.  G.  Delffs:  De  conditione  columoaf^  voltaicae 
eleetro-statica.  Disaertatio  physiche •«•thtB«i|ck  J^\f 
liae.  4  ggr. 

Die  Galvanoplastik,  oder  das  Verfabiren  cohäreotei 
Kupfer  in  Platten  oder  nach  sonst  gegebenen  F.oraiea> 
vnaiittelbar  aaa  KnpferanflSsvDgea,  aaf  galvaBiaeheB 
W4ge  zB  produeirea.  Von  Dr.  N.  ä.  Jacobi,  Kaiserl. 
R»alf.  Hofrikthe  «.Lw.  vSt.  Petersburg.  1840.  8.  1  Thlr. 
-  '  '•fiinen  Jeden,  welcher  die  durch  Herrn  Hofrath  Ak  U.  Jacobi 
IpMasehte  höchst  wichtige  Erfindung  der  GahraaepkuAik  geaaa  ken«< 
Mn  zo  lervea*  iMaieht,  klawi'  der  Btraatgeber  diese  Schlaft.  «M* 
ToHer  UeberzeugUDg  empfehlen.  Sie  ist  sehr  deutlich  \'er£Bsst,  aad 
entliSIt  auch  ,  g;owissermassen  als  Einleitung  für  wenii^er  mit  der 
Fliysik  und  Chemie  bekaante  Leser,  eine  Darstelkinff  der  Lehre  tobi 
MfiMhM«^  iir«lcfaei  iir  Mr  m  -wtBacfcaaidett''W6itaf  >  md*  ailge«' 
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Attas  des  Erdmagnetiimni  nath         BleaeiiteD.  4er 
.Theorie  entworfen.   Herausgegeben  von  G«-F.€}>a«t0 
W.Weber.    Leipzig.  1840.    4.    3  Thir.  8  ggr. 

Dieses  wichtige  Werk  enthält  eine  Reihe  magnetischer  Karten, 
die  dnrcb  Herrn  Professor  Wilhelm  W^er  und  Herrn  Doctor 
fiorlds«li«idt  alleiD  aadi.dtr  vte  Craasa  im  drittpa  Jahrgänge 
iir  Resultate  des  magnetiiakta  VareiM.  fctkaaat  .gmuieliten  AU|ra* 
meinen  Theorie  des  ErdraagaetiiBiMS  antwaite  «aiilfell  .liad.  UM 
Anzahl  der  Karten  ist  18, 

Thaori^e  der  Wolken  oder  Nepheleologie  nach  ihrea 
neuesten  Standpunkte  bearbeitet.    Tao  Antoii  Günding 
ger.    Wien.  1840.   8.    12  ggrl 
Enthält  eipe  populäre  Darstellung  der  hekanntenTheoriederWolken. 

Ueber  die  nicht  periodischen  Aenderungen  der  Tem- 
peraturvertheilun&r  uuf  der  Oberfläche  der  Erde  in  dem 
Zeiträume  von  17^9  bis  1838.  Eine  in  der  Akademie  der 
WissensehafteB  gelesene  Abbandliing  van  A  W*  Umnt, 
MitgJiede  der  Akademien  der.WiaaeBaclialteii  SU  B^rlia 
«.Lw.   Berlin  1840.    4.    2  Thir,  ' 

Wiciiti|p  für  die  Meteorologie^  •  % 

Garnier:  Trait^  de  Mdtdo'rologi«  o«  pkViiqtt«  «• 
globe.  2Voia.  8.  AThk.  ,  •    <  . 

.  <  • 

'Peltiar:  Hdtdorologie.  Hkiervatiaii'li  atfr  1»  foraa« 
tion.dea  tronibaa.  Paris. r  8. -  8  Pres. 

H.  Leco<]:  Elements  de  g^ographie,  ph^sique  et  de 
m^teorologie,  Edition  beige  par  J.  W.  Schmits.  BrfixeU 
las.  8.  8  Thir.  18  ggf.        ?  . 

'  Voyage  antour  du  monde  ex^cut^  pendant  lesann^es 
1836  et  lo37  snr  la  corTette  la  Bonite  command^e  per 
Vaillimi;  Obiervatiova  mdtdorofogiqnea.  8.  ••Tiilr, 

L.  F.  Wartmann:  Memoire  sur  les  ^toiles  filantes 
dbserv^es  a  Geneve,  dans  la  nuit  du  10  au  11  aout  1838. 
Bi^sellea.  8.  16  ggr. 

'  Arago's  Unterhaltungen  aus  dem  Gebiete  der  Natur- 
kunde. 4.  Theil.  Aus  dem  Franz.  von  Dr.  C.  F.  Grieb« 
Stuttgart  1840.   1  Thlr.  18  ggr. 

Ceber  die  Berechnung  der  beiWägungen  vorkommendes 
Bedttctionen,  y ofk  JEtatsratJk  ScAumacApr.Mhmh,  1838.4.  löffgr« 
IKeae  den  wisseaseliaftiicheB  Theil  des  JabiiesberielitB  der.  WM- 
Gesellschaft  zu  Hamburg  für  1837  bis  1839  bildaaaa.AI- 
handlung;  scheint  erat  jetzt  in  den  Buchhundel  gekommen  zu  sein, 
weshalb  wir  hier  auf  dieselbe  wegen  ihres  höchst  lehrreichen  lohaltf 
besonders  aufmerksam  machen.  Alles  was  bei  der  AusfubruUg  ^e- 
aauer  Wägungen  dem  Pbvsiker  und  Chemiker  an  wisieB  nöthig  ii^ 
findet  er  nebst  zwölf  Hultstafeln  zur  Erleichtemng  der  nnsynll^rw^ 
da»  iBaahBMagaa  i»  diüar  tre^^^  Abhaadliiig  Mmumwb. 
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Vemüschte  Schriften. 


Oeuvres  completes  de  N.  IL  Abel,  Math^maticieii, 
avec  des  Dotes  et  d^veloppc  mc nts,  r^dig^es  par  ordre 
du  Hoi  par  B,  Holmboty  ^rofesseur  de  matköniatiqueB  a 
l'taBWe^iit^  4e  C)irUtUDi«,  et«;  Tose  preaier,  eoate^ant 
lei  oemvrea  de  Pmuteur  qui  oot  publikes  auparavant. 
Tonte  aeeand,  eontenant  les  oeovres  de  Tauteur  qui 
n'oal^jNie  iX^  publikes  auparavaat.  Christiania.  lo39. 
4,   16  Thlr.  16  ggr. 

Dieiaa  Werk  gehört  UDstreit%  s«  4aa  wichtinten  Erseugaisaea 
der  neuem  mathematisrhen  Literatur,  und  alle  Muthpmatiker  sind 
Seiner  M<tjesfät  dem  Könige  von  Schweden  zu  dem  wärmsteu  Danke 
verpflichtet,  dass  Er  den  Herrn  Professor  Holmboe  zu  Christiania, 
4ateh  iralelrao,  was  gewiee  Mar  beeaadan  beMrkC  vad  herva^ 
gehoben  eu  werden  verdient,  Abal  auerst  auf  die  Lanfbahn,  die 
er  nachher  mit  so  grossem  Ruhme  verfolgt  hat,  geführt  worden  ist, 
in  den  8tand  gesetzt  hat,  die  Arbeiten  eines  der  ersten  Mathema- 
tiker der  neuem  Zeit  zu  sammeln,  und  in  einer  ihrem  trefflichen 
bbalte  vVllig  eatepneheadea  ineera  CeeiNdt  der  gelekrtea  Welt 
vor  Angaa  an  le|pea,  eine  Aufgabe,  welcher  sich  Herr  Professor 
Holmboe  mit  einer  Liebe  und  Sorgfalt  entledigt  bat»  die  dar 
grössten  und  wärmsten  Anerkennung  werth  ist. 

Der  erste  Theil  enthält,  wie  schon  der  Titel  besagt,  lauter 
Abbaadlungen «  die  schon  früher,  theils  in  dem  Grelle*! eben 
Jaurnal, , Theil  1  —  IV,  theils  in  Nr.  138  and  147  der  Astrona- 
mischen  Nachrichten  abgedruckt  wdrden  sind;  alle  sind  aber 
hier  von  dem  Herrn  Herausgeber  in  französischer  Sprache  geliefert 
wordea,  wodarek  lich  derselbe  nai  die  ^prtfaiere  irad  all  iremeinera 
Tarbreitung  dieser  wichtigen  Scbriftea  eio  wesriiMiches  Verdienst 
en;\'orben  hat.  Ausserdem  sind  in  diesem  ersten  Theile  noch  Nach- 
richten über  Abels  lieben  enthalten,  die  sich  zum  Theil  auch 
schon  in  Grelle' s  Journal,  Theil  IV.  S.  402  linden,  und  daher 
kier  ab  bekaant  varansgewtzt  werden  koaaeii.  Beiaerken  wallea 
wir  jedoch,  dass  Hetr  Professor  Holmboe  einen  an  diesem  Orte 
sich  ündenden  Irrthum  jetzt  berichtigt.  A.  a.  0.  wird  nämlich  der 
25.  August  1^02  als  Abels  Geburtstag  angegeben,  welches  aber 
Back  dea  Herrn  Professor  Holaibae  Angaka  dabin  zu  berichtigen 
ist,  dasa  Abel  vielmehr  am  5.  August  1S08  an  FindÖe  in  der 
Diöcese  Ghristiansand,  wo  sein  Vater  So  res  Gaavg  Abel  Predi- 
ger war,  das  Licht  der  Welt  erblickt  bat. 

Der  sweite  Theil  enthält,  mit  Ausnahme  einiger  wenigen,  die 
früher  ip.  dem  Hagtaia  far  Natarvideaskaberaa  lllr  Iw  ttad 
1825,  in  Det  kongelige  norske  Videnskabersselskabs 
Skritter.  Trondhjem.  1S27.,  und  in  dem  5ten  und  6sten 
Theile  des  Grelleschen  Journals  erschienen  sind,  bis  jetzt  noch 
ungedruckte  Abhandlungen,  weshalb  wir  dessen  Inhalt  nier  voli- 
ftiuidig  angaben  wallen » 

I.  Snr  lea  maiuMnna  et  ■infattii  das  iatigialea  mjk  düÜ» 
rences. 
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II.   Sur  les  coDditioDB  n^essaires  pour  (|ue  TiiiMgiale  finie 
d'une  fonction  de  .pliMiMin;  !n(n^U|M:4|r^  lw  düE^ncw  lok 

int^grable  etc. 

ID.  De  la  fonction 

11  1 

IV.  Les  fonctions  transcendantcs  ^(^)»  «^C^)»  •  • . 

prim^es  par  des  integrales  definies.  X 

V.  Sur  TiDt^gralc  definie  Z**^»  (1—^)*^^  '  4*^' 

'     VI.  Sommation  de  In  serie  y=9)(o)  -|- 9)(1)  .  .r-f-  5p(2)  . 

+  9>(«t)  .        «  etant  un  uoiubre  entier  posiUf  fini  oii  iniUtt  et  f{m) 

une  fonction  algebrique  rationelle  de  n.      *  .  , 

m  Lfnt^mle  fiaie.j^i  9>(^)  exprin^e  par.nno  iit%i«iB  4^ 
finie  simple. 

VIH.    Propriet^s  remarquables  de  la  fonction  y=zy)(a:) 
terminee  par  Tf^quation  fy  .  </y — da:  \/\{a  —  y)  («j — y)  (a^—y) 
. . .  (an — y)\  =0,  fr  ^tant  un^  fonction  qaeicouque  de  y  qui  ne 
devient  pM  n^ro  on  infinie  loitsqne  jrs«,  «i, 

IX.  Sur  tme  proprUt^  iMMiqiHUo  dnue  -ftri*  itolnt 
de  fonctions  transcendautes. 

X.  üixteaaiQn  de  la  tb^orie  pr^^^ente.  ' 

XI.  Snr  In  eonpaisaison  des  €»nctioi|ii  ^nuiMf ndan^efu 

XII.  Sur  les  fonctions  g^n^ratrices  et.  ieim.dMeiwiiii« 
•  XIIl.    Sur  quelques  int^g^rales  definies. 

XiV.    Tbc-orie  des  tr^nscendantes  elliptiqpes« 

Pda: 

ChupUMf.  Mttctfon  de  PintiSgtiile  J^^^^^^^^^^^^ 
pur  dei  'fiwifltione  algAriqnes.. 
EddBcHon  de  l'lntrfgmlc^^^^-  '* 

Rödttction  de  r\u\.i^e^^^_^y^^j£ 

ChapUre  XI.  R^dnetlön  de  fint^grale J-^^  par  des  fonclioin 

garithmiques. 

Probleme  1,  Bzprimer  rint^grale^^^"^^^'^  ^  par  le  piu 

Probleme  II.   Troaver  les  conditionn  n^eessoires  pour  que 

ar<"  H-  /(«-D  a;«-i  h  h      -t-  /*    \/Ä ^  *  Wp—^Ä^ 

Probleme  III.    Trouver  toutes  les  integrales  de  la  forme 
'J  — \7a —       peuFent  6tre  exprim^^  par  In  fonction. 

A .  log  (fIT^ä)- 
Probleme  IV.    Trouver  toutes  les  integrales  de  la  forne 

(^^l)  •  p7j|  qui  peuvent  s'exprimer  par  la  fonction  lo- 
gffAflmiqtta  A .  log ( ja—-^-^^).  -  *  .*  « 
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phttiean  inttfgimloi  de  Iv  föne 

Vit*  J-vT  ^Jv^^WvH' 

R^dactiong  des  transcendantes  elliptiques  de  troi* 
Bikm^  espeee  par  rapport  au  parametre.  M^ode 
de  troDver  une  iofinit«^  de  formulcs  de  reduction  pour 
les  transcendantes  elJiptiques  de  la  troisUme  espece. 

XV.  Sur  la  r^olutioa  alg^brique  des  ^uations. 

f.  1.  i)eteriniiuitioo  de  la  £brae  g^^aU  d'uDe  expreasion  alg^ 
bri^ee. 

4»  %  D^terminalion  de  l'^eetion  la  moina  ^lefde  k  laqMUe  pe«t 

sutisfaire  une  expresaion  alg^ebriquo  donnoe. 
^  3.  8ur  la  forme  de  rexpression   ui§^el>rique  qu'i  peut  aeÜsCaire 
,  a  lute  equtttiou  irreducUblc  d'uu  d^grä  donui'-. 

XVI.  maMBeCBiitiev  de  quelques  femalea  elliptiques. 

XVII.  Metbode  g)^n6nde  de  trouver  den  fonctions  d'une  seale 
qunntite  variable  lursqu'une  propriete  de  ces  fonctions  est  exprifllde 

une  equation  eutre  deux  variiiMes  ind^pendantes. 

XVIII.  R^olution  de  quelques  probleuies  a  l'aide  d'iotögrales 
dtf  nies.   

1.       velenr  de  TexpreieioB  a»{^-f-y  V/— l)H-- — y  1/ — 1). 
^  Les  nombres  de  Bernoulli  exprim^s  par  des  intöi^rales  a6- 
iiuies,  d'uu  l'oB  a  ensuite  d^duit  Texpressioa  de  riot^rale 

iiuie  ^^{a:). 

XiX.  Snr  P^nation  diffi^rentienc  dy—{p-^g  y+r  y^)da:  eA 
pi  .g  et  r  sunt  des  fonctions  de  x  seul. 

^XX.  »er  rdqeatioiidi^rentieUe  (y-i-«)«(^+(#»+$r|p-H^*)<to 

XXI.  Determination  d'une  fonction  au  mojeu  d'iuie  d^pieüoo 
qo^  ne  contieat  qu'une  seule  variable«  . 

XXII.  Note  aar  la  fonction 

X*        X*  X** 

.  XXIII.   Kxlraits  de  qüclque  lettres  de  Tauteur  k  Mr.  Crelie: 
XXIV.    Lettre  de  l'auteur  a  Mr.  Legendre. 
-    XXV..    Isxtraits  de  quelques  lettrei  de  l'auteur  a  l'editeur.  No- 
Um  et  ddveloppeaente  de  l'ddileQr. 

Vilr  jetxt'mdge  diese  InbalfsaDieige  des  vortieyeBden  wichttg^n 

Werks  genügen.  Jedoch  können  wir  nicbt  umhin,  die  folgende 
Stelle  ans  einem  unter  dem  !♦>.  Januar  1K2(i  vnn  Berlin  ans  an  den 
Professor  Hoirnboe  «rpscliriebenen  Briefe  Ahels  liier  auszuheben, 
weil  dieselbe  als  ein  gewiss  sehr  wahres  und  im  höchsten  Grade 
an  bebersigendes  Unheil  ane  dem  Mnnde  eines  der  ersten  Hatheaa« 
tiker  der  neuem  Zeit  über  einen  der  wichtigsten  Theile  der  Ana* 
lysis  die  prösste  Beaclitun«]:  verdient,  und  es  sehr  \otIi  thut,  den- 
selben immer  besser  und  schärfer  zu  bef^riindcu,  obe^leich  von  meh- 
reren neuem  Malheaiatikern  allerdings  sckon  manches  Treffliche  in 
dieser  Beiiebung  geleistet  worden  }&. 

Ueber  die  Lehre  ?od  dea  «neadlicfiea  ReiU«  liwt  eich  nia- 
Ikh  Abel  «sf  folgeide  äH  amt 
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Lei  iMm  dhnsrgeiitM  loat  en  fpMnd  aoelque  ekoM  4«.  U«i 
frtal,  et  c^est  une  honte  qu^on  se  solt  a?i8^  d'j  londfiff  auame  46- 

monstration.    On  peut  d^montrer  tout  ce  qu*on  .veut  cn  les  em- 
ployaut,  et  ce  sont  elles  qui  ont  fait  tant  de  malbeurs  et  qui  ont 
enfant^  taut  de  paradoxes.    Peut-on  imaginer  rien  de  plus  liorrible 
de  d^itor 

oii  n  est  im  nombre  entier  positif?   EnGn  mea  yeux  m  sont  de»- 

sili^S'd'une  maniere  frappante,  car  a  Tcxception  des  cas  les  plus 
simples,  par  exemple  les  s^rics  geoiuetriques .  il  ne  se  trouve  dans 
les  math^oiatiqucs  presque  aucuoe  s^rie  inünie  dout  ia  somme  est 
d^raiin^  d^aoe  maniere  rigonreiue,  c'est^-dire,  la  Pj'rtie  la  plot 
Maentielle  des  mathdmatiques  est  sans  fondement.  rour  la  ptlM 
ffratide  partie  les  r^suUuts  sunt  justes,  il  est  vrai,  mais  c'est  la  nne 
CMMie  bien  etrange.  Je  m'occupe  a  en  cbercher  la  raison,  probleme 
tr^s  interessant.  Je  ne  crois  que  tji  pöarras  aie  propwier  qu^uu 
tres  petit  iiombpe  de  prebl«pies  ou  de  th^ortiam  conteaant  des 
sdries  inflnies,  a  la  d^moiistration  desquels  je  ne  pourrais  faire  des 
objections  bleu  fond^es.  Fais  cela,  et  je  te  r^pondrai,  Pas  meme 
la  formule  biuome  n'est  encore  rigoureusement  d^ontree.  J'oi 
trstiiv^  4|a*on  a  .»'>. 

(1 or)"  ==  1 4- «  ^.  ^  . , . 

pour  toutes  valeurs  de  m,  lorsque  :r  est  moindre'qpie-nmit^.  Lots- 
qne  ä:  est  ^gal  a  ~h  1 ,  la  mSmc  formule  a  lieu ,  mais  seulenient  si 
m  est  plus  grand  que  — 1,  et  lorsque  a:  est  ^gal  a  —  1,  la  formule 
n'^a  lieo  qne  'poor  des  ralenrs  positives  de  m.  Pour  toutes  les 
antres  valeurs  de  .t  et  de  m  la  s^ric  1  +  .ar  H-  etc.  est  divergente. 
Le  tbeoreme  de  Taylor,  base  de  tout  le  calcul  infinitesimal,  n'cst 
pas  micux  fonde.  -  Je  nVn  ai  trouv^  qu^une  seule  d^monstratiOB 
rigoureuse,  et  celle  ci  est  de  Mr.  Cauchv  dans  son  R^sum^  des 
lef  ona  aar  la  calevl  infidUdsiaiai,  oü  il  a  ddiionti;4|&|B^ 
anra 

5p(;r,-f-a)  =  SW^.H- « •  •  f^ -H . .  • 

tant  aue  la  s^rie  est  convergente^  ssais  on  i'eiaploie  »  rardiaure 

sans  ia(on  dans  toas  les  cas. 

'    La  tfcdoria-  des'  sdries  iafiaies  ea  gdn^ral  est  jusqu'a  pr^Mit 
tr^s  mal  foadde.   On  applique  aux  a<ries  inflnies  toutes  les  ap^rt»* 

tions,  comme  si  elles  ctaient  Gnies;  mais  cela  est-il  bien  permis? 
je  crois  que  non.   Oii  est  il  d^montr^  qu'on  obtient  la  diG'erentielie 
d  une  Serie  iuGuie  eu  eu  prenant  la  dift*i6reutielle  de  chaque  terne? 
Riea  n'est  pfaia  fiieile  tpia  de  doaBcr  de^  eKemplea  oli  eaia  n'ett 
|asftes  par  ezenple 

=  iiii    — i  aia  Sdf     i  sin  3;r  ~  etc. } 

  * 

'  aa  difßfeatiaDt  ob  obtient 

.  I B  cos    -f- eoB  Sdr -fi  eoa  8dP  — •  ete. 

r^nltat  tont  fanx,  car  eette  s^e  est  diTerreati^.  ' 

La  qiSme  cbose  a  lieu  par  rnpport  lü  Ta  multiplieation  et  a  Is 
divisioB  des  s^ie^  iafiniea«  <l*ai  •  eoMmencd  Ii  azamner  loa  r^gl« 
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les  plus  importantes  qni  (k  pr^ent)  sont  ordinairement  appronv^t 
a  cet  ^gard ,  et  a  montrer  en  quels  cas  ellea  sont  joatea  ou  lon« 
Cela  va  assez  bien  et  n'int^resBe  iofioiment. 

Die  MittheUung  dieMs  beaerkeDMfOTtlM  ürCleili  Albelt 
4mi  VbttttmA  des  grössten  Theils  der  Theorie  der  Reihen  geschieht 
hier  ans  einen  doppelten  Grande:  eines  Theils,  weil  es  dem  Her- 
ausgeber dieses  Archiys  wie  aus  der  Seele  geschrieben  ht.  und 
derselbe  ganz  ähnliche  Ansichten  schon  in  menreren  seiner  iiicfarif- 
ten,  wie  s.  B«  is  der  Vorrede  in  den  Eleaeat^B  der  ebenen, 
sphärischen  und  sphäroidischen  Trigonometrie.  Leip^ 
zig.  1837.  geäussert  hat;  andern  Theils,  weif  nichts  mehr  als  diese 
Worte  Abels  geeignet  ist,  die  Ansiehten  deutlich  zu  bezeichnen, 
weldn  den  flenaageber  bei  den  die  Lehre  to»  deft  ReibeD  be- 
treuenden Artikeln  dfeaet  Afebive  im4w  Mge  bettindiy  leiten  werden« 

Beiträge  snr  reinen  und  angewandten  Matbematik 
Ton  J.  A.  Grnncrt.  Zweiter  Tbeii.  Brnndenbars.  1840. 

4.   3  Thir.  •  . 

Dieser  2te  Theil  enthält  die  folgenden  Abhandlungen : 

üeber  ein^  Anfgabe  am  der.Lenre  Ton  den  Regelaehnitten; 

ITeber  die  Bestimmung  der  BrecknngtTerbältnisse. 

Analytische  UnteraBChungen  Uber  die  contiBttirlichen  Brücke» 
(Erste  Ahtheilung). 

Völlig  elementarer  und  strenger  Beweis  des  Satzes  vom  Paral- 
lelomame  der  Krifle  und  dea  VCHMtsea  dea  Hebels. 

Bestimmung  der  Polhöbe,  der  Zeit  und  dea  Asiantba  ekneUkr 
bloss  mittelst  eines  Azimutbal-Tbeodoliten. 

üeber  die  höhern  Differentiale  der  Kreisfunctionen« 

Nachtrug  zu  der  Abkandinng  fiber  die  Beschreibnnc^einea  Ke- 

Selschnitts  iTurch  fünf  gegebene  Punkte,  und  über' die  Bereebifting 
er  Bai.  nen  der  Doppelsterne.  (ThI.  I.  S.  169). 

Elementare  Entwickelung  der  Theorie  des  einfachen  Pendele» 
Ceber  das  Prinzip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten. 
Ueber  dea  Prebleai  Ton  Donwea. 

Bestimmung  der  Pelhöhe  durch  dea  pMiegen-Inifmnient 

Üeber  die  Lehre  vom  Einschalten. 

Jabres-Bericbt  der  Hamburger  Gesellschaft  zur  Ver- 
breitung matbeniatiscber  üenntttiaae.  Yom  3.  März  1839 
bis  zum  3.  März  4.  * 

Bntbilt  ala  wiiieneebfftlaoken  Tkeil  die  beiden  folgenden  le* 
■enswertben  Aufsätze: 

Aufgabe.  Ein  gegebenes  hohles  Eliipsoid  ist  zum  Theil  mit 
einer  gegebenen  .Masse  Wasser  gefüllt.  Es  soll  die  Gleichuasr  der 
•Cune  gefunden  werden,  in  welcner  die  Horizontalebeoe  der  Ober- 
fläche des  Wassers  das  Eliipsoid  bei  jeder  beliebigen  Lage  detaelben 
•ecbneidet.   Der  Verfasser  bat  sich  nicht  genannt. 

Aufgabe.  Ks  wird  eine  Reibe  von  js+l  Zahlen  gesucht, 
von  der  Eigenschaft,  daas,  wenn  sämntlicbe  Glieder  der  R^be,  jedea 
GBed  fiir  aicb,  qoadrift  werden ,  jede  beliebiire  Snmae  der  qeadiir« 
ten  Glieder  vom  ersten  Gliede,  inchisive  desselben  angerechnet,  wie» 
der  eine  ratiennln  tUndntnebl  wevdei»  Von  Bnirn  BeniitiyHm 
Wertfaeim. 

M^moires  ("nouveaux)  de  l'Academie  royale  des 
aciencea  et  belles-lettrea-  de  Bruxellea.   Tome  XU,  uu 
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fort  volume  ia  4°  aveo  gr^vnc««.^.  lithogr»|^bie»  aoir«« 
fit  ^oiori^es.  4  Thlr.  •{  -     •  i 

Dieser  neueste  Band  enÜiMt'  die  folgeih4eB  n^HMBttiecliflii  ited 

^  flgrsiluilMehen  AbhandlaBgens  « 

PagaDi:    Al^moire  sur  quelqaes  transforraatinns  {y^Derales. 

Quetelet:   Sur  I«  longitutle  de  rObservatuire  a  IkuxeUea. 

—   Sur  r^tat  du  nia^o^tisme  terreßtre. .  • 
.  —  Catoloffue  de«  priDciffalef  appariti4iii8  4'*IMIe8  filantea., 

R^ume  4ea  OMervatioBs  mlt^orologiques  et  des  obserra- 
tioDs  sur  leä  temperataiet  4e  ift  toffe»«  iaites  «i^  .1838,  ä-  robser- 
vatpire  de  Bcui^eil«»»    •  '        •  • 

Crahay:  Bikmi  des  olMifatioiis  m^tteplogiqiies  faitet  k 
liouvain  eo  1$3S^:^  ' 

Minkelers:    Obscrvations  meteorologiqueg.  .  t 

^  t  Marte^^  AUmoire  sur  Ja  |iiie  gi^lyanique. ..- 

VeiteSsdhte  Sdh'rifteii'  tori  Fried'ricli  Ti(eödpr 
bert    Neue  Fol^e.   JBffltfr,,  Zweitem  und  Pritter  9jind. 

Leipzig.    1840.   ».  ' 

jDie  Art  und  Weise,  wie  diese  Schriften  eines  verstorbeoey  be- 
riijhBtea  Matbematikehi  und  Astrodomen  ver&SMt  sind,  kano  ans 
4en  frubeir  eriicbienenen  vier  Theilen  derselben  als  hinreiebeDd  be- 
kannt vorausgesetzt  werden.  Auch  die  jetzt  erscliieneneo  neuen 
drei  Tbeile  enthalten  in  klarer  und  flicsseuder  Sprache  geschrieheoe 
populäre  Aufsätze  üb«er  Gegenstände  der  Astronomie  und  Fhjsik, 
wie  i.  B.  Sber  die -KoMeten;  Uber  das  Planetensrstem ;  über  die 
Fixsterne;  über  die  HUcbstrasse; ' nber  die  Nebelflecke,  veränder- 
lichen Sterne,  neue  Sterne  und  die  Doppelsterne;  über  den  Kalen- 
der; über  den  Schall,  über  die  Blitzableiter  und  über  den  Schlaf. 
IXem  ersten  Theile  ist  das  Bildniss  des  Verfassers  beigegeben. 

Gebildete  Leser  werden  gewiss  auch  aus  diesen  wie  aus  den 
früher  ersclileoenen  TheUen  mannigjfoltige  Beiebrupg  vnd  Doterbal- 
4ung  schöpfen  können. 

Für  Mathematiker,  namentlich  für  Lehrer  au  höhern  Uuterricbts- 
«nstnifon,  dBrfte  insbraondere  der  iäi  dritten  Tbeile  befi[ndlich'e,  Tor- 
ker  absiditlich  noch  nicht  namhuft  gemachte  Anfkatn  „Ueber  den 
,, Nutzen  der  Mathematik,'^  der  uns  manche  gote  und  pädago- 
gisch wichtige  Bemerkungen  zu  enthalten  scheint,  von  Interesse 
sej  u.  Zur  Ergötzlicbkeit  unserer  Leser  führen  wir  aus  diesem  Auf- 
löse an,  wie  sle^'dto'  berilbmle  I^Mpb  iSealiger,  voll  Neid  und 
Ingrimm  gegen  den  als  Mathematiker  besonders  durch  seinen  Com- 
tnentar  tu'  den  Elementen  des«^Euclides  berühmten  und  verdienten 
Jesuiten  Clavius,  dem  die. Verbesaerang  des  Kalenders  aufgetra- 
Ipen  w«r,  nacb  welcber  8caligern  selbst  |;elitotet  batte,  fiber  die- 
sen und  in  seraem  ungezügelten  Zorn  iber  dW^Matbesuitiker  übe^ 
hanpt  auslässt.  Seine  eignen  Worte  lauten  folgendermassen  :  ,,Pii- 
tabum  Clavium  esse  aliquid:  il  est  conüt  en  matheinatiques,  sed  nihil 
aliud  seit.  Teuto  est,  bene  bibit.  Asinus.  qni  praeter  l£ucUdem  nihil 
iraSt.  (Test  nn  gros  ventre  d'Attesnnd.  Est  ClermMMts,  «d  9$f(iit  iewd 
et  patientt.tttnl^  esse  debent  mathematici;  praeclarum>ittgi«ium  nos 
potest  esse  magnns  mathematicus. "  Schubert  fugt  gans  richtis^ 
hinzu:  Solche  Ans^rilTe  verdienen  keine  Widerlegung,  sie  be- 
•ehimpicn  nur  dea,  der  sie  macht.'' 
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Geschicbte  der  Mathematik. 


In  den  Halliscben  Jahrbüchern  für  deutsche  Wissenschaft  und 
Kunst  1841.  Nr.  67.  üadet  man  sehr  lesenswerthe  Erinnerungea 
hn  B.  F.  Thibant  voa  A.  Te1lk*mpf. 

In  den  Blättern  ans  der  Cocrpnwart  für  nützliche  ünterhaltunff 
nnd  wissenschaftliche  IJelehrunj?  von  Diezniann.  1841.  Nr.  12. 
S.  113.  lindet  aian  ioteressaute  ^üge  atis  Arago's  Leben,  beson- 
ders aber  aeiee  firlebnitie  anf  Majores  m  Jahre  1806  bei  Gelegen- 
heit seioer  Gradaeeraog. 

Kella  solenne  inauffurazione  della  statua  di  Galileo,  nme  degU 
arcadi  della  colonia  alvea,  Offerte  in  omaggio  agii  aeienaiatl  ttaliani 
nel  lor  prima  eoagretso  in  Piia  neU*  ottobre  ISM^.  Pin.  8. 


Systeme,  Lehr-  und  Wdrterbfieber. 


D.  F.  Hecht:  Lehrbuch  der  Arithm.  und  Gcom.  Znm 
Gebrauche  bei  dem  Unterr.  an  den  Bergschulen.  Erster 
Cursus.  Gemeine  Arithm.  2te  Auflage.  Freiberg.  1841. 
8.   8  ggr.  •  . 

Lehrbuch  der  Mathematik  undPhysik  ffr  Staats-  und 
lan  dwirthschaftl  iche  Lehranstalten  und  Kameralisten 
überhaupt,  von  {J.  A.  Grnnert.  Leipzig.  1841.  Erster 
Theil.  Breto  Abth.  fileacnto  der  tbeoretiaehen'nnd  prak« 
«iichen  Arithmetik.  Zweite  Abtb.  PolUiiehe  Arithmetik, 
gr.  8.   3  Thlr.  1  ggf. 
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Der  zweite  Tlieil  -wird  in  zwei  Alitlieilungen  die  Geoirffetrie  mit 
Einschluss  der  Stereometrie,  die  ebene  Tri^oooinetrie  und  die  Geo- 
däsie, der  dritte  ebenfalls  in  zwei  Atbeilungen  die  Pli^sik.,  insbe- 
-«onder«  «nch  die  Meteorologie  eotbaUenl 

Jüegous  de  maüi^iiiatiqttefi.  Per  l'Abb^  Bordes.  Paris.  8. 

Coors  de  aMA^natiqnes  pures.  ParN.  Didiez.  Paris.  4. 10 Fr. 

Le^ons  ^lomentaircs  de  matbdtniitiques,  comprcnant  arithm(^tique, 
algebre^  g^ometrie,  trigOBometrie,  slatique.  Par  Poirrier.  2  Vol.  8. 

EH^aieaito  de  laaft&iatiqneBr  et  de-eosajograiibiek  -'Par'Coinee. 
8.  4 

Cours  d'arithm^tique,  de  geometrie  et  de  tris^onometrie,  a  Tusage 
des.  BOOS- ofliciers  du  corps  rojal  de  l*artillerie.   12.   Paris.   4  Fr, 

Coors  de  math^matiqucs,  ä  Tusage  de  l'ingenieur  civil.  Par 
Adhämar  (Appiieatioo  de  g^om^e  aescriptive.  Ombres).  8.  15  Fr. 

•  *  • 

Corso  dl  MaCematica.  Di  Picardi.  Napoli.  1839.  8. 

Dizionario  dellc  scionzc  matcmaticbe  pure  ed  applicafe,  com- 
piiato  da  una  societk  di  ünticiii  allievi  dcllu  scuola  politecnica  di 
Parigi,  sotto  la  direziooe  di  A.  8.  de  Montferrier.  Prima  ver- 
siooe  itatiaaa  cod  DOBierose  aggiunle  e  eorresiopi  del  dottor  Giu- 
seppe Gasbarrl  e  di  Giuseppe  Fraa^ois.  Firense.  1840.  8. 
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A.  Kummer:  Die  ZablenrechnuDg  in  Beispielen  und 
.  Aufgaben.   Für  Bürger-  ttad  Volkssehnlen  bearbeitet. 
2te  AofL  Dresden.  1840.  8.   16  ggr. 

Eine  recht  sehr  zu  empfehlende,  äusserst  reichhaltige  Sammlun"" 
arithmetischer  Aufj^uben  bis  zu  den  Proportionsrechnungen,  die  sicli 
fast  immer  auf  eine  sehr  swecicinässige  Weise  an  naturwissen- 
schaftliche, historische,  geographische,  statistiscbe,  technische  und 
andere  ähnliclie  Gegenstände  anschüessen ,  weshalb  wir  auf  diese 
gewiss  recht  sehr  beachtunG^swertbe  Sammlung  alle  Riirgcr-  und 
VoUisschulen ,  so  wie  auch  die  («jmnusien  auoi  Gebrauch  in  den 
nntera- Klassen  besonders  aofinerksani  maeben.  IKe  Besnltate  sind,, 
was  auch  zweckmässig  ist,  von  den  Angaben  abgesondert  und  kftn« 
Ben  in  ein  beiionderea  tteft  gebunden  werden. 

A nweisui^C'^ zur  Berechnung  einer  Zahl,  ,in  Zeit  von 
einer  Stnnde^is  anf  20  Ziffern,  als  Quadrat,  oder  als 
J^nadratwnrcel,  als  Cubus  oder  als  Cubikwurzel,  sowohl 
in  Decimal-  als  Duodecimalzahlen,  nebst  anderweitigen 
Vergleicbungen  und  Beispielen.  Von  J^r.  ^.  H.  öahr.  Bremen. 
im.   4.   10  ggr. 
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Man  stosse  sich  nicht  an  ilea  «twai  praakemlen  Titel.  0ie 
Ueiiie  Schrift  verdiADt  wokl  gelesen  tm  wenlen.' 

QaetlioBi  ia  AfiClmelie,  eoenprislog  Examplm  w  mH.the  Rufe« 
of  tKnt  Soienc«',  with  an  Appendix,  cuDtaining^  Problems  in  thoat 

branches  of  Mechanics  and  Uydrostatics  which  are  re^uired  for  the 
ordioarv  IS.  A.  Degre«.  Bj  James  Harris.  Caaiiiridge,  1840. 
12.   3  fi.  0  d. 

Hotson's  Principles  of  Arifhmetic,  cootaining'  a  varioty  of 
examplea  for  Pracdce.  Second  edition.   12,  4  s.   Camb.  1840. 

H  i  B  4's  FriBciples  and  Practiee  of AritbnieHe,  comprisiog  the  Natare 
«adUseofLogarithnsete.  Third  edition.  12.  48. Od.  t^mb.' 1840. 

White's  practical  »System  of  mental  Aritbmetic;  or  a  New  Me- 
.  tbod  of  teaking  ealealatioss  by  the  Action  of  a  Tbought.  3d  Bdit 
12:  -3  s.  6d.  Eonnd. 

A  Manual  of  Logaritbms  and  Practical  Mathematics  bj  James 
Trott  er.  BdbbnrgS.  184a         4  s.  6  d.  Jialf-iioaBd. 

Trattato  elementare  di  Aritmetira.  IMlzlone  seconda  messa  in 
un  Duoyo  ordine  ad  uso  degli  altievi  de'  tratelii  delie  scuale  air^ 
stiane.   Torino.  1840.  12;. 

4 

M.  Riihlmann:  Locrarithmisch-tric^nnometrische  und 
andere  nützliche  Tafeln.  Zunächst  für  Schüler  gewcrh- 
licher  Bildungsanstalten,  so  wie  für  praktische  Rechner 
ilberhaupt.  2te  Stereotyp« Aosgahe.  Dresden  u.  Leipzig. 
,  1840.    12.    12  g^. 

Alle  Logaritrimen  auf  6  Decimalen ;  die  Logarithmen  der  Zahlen 
bis  10080;  die  Logarithmen  der  triffouometrischcn  Linien  für  die 
Winkel  von  Miaute  zu  MiBBte;  überall  mit  Beifügung  derDifTerea« 
zen.  Natfirliche  trigon.  Linien  Von  10  an  10  Minuten.  Länge  dar 
Kreisbogen.  Tafeln  für  das  Höhenmessen  mit  dem  Barometer  von 
Caiiss.  Sperifisclic  Gewiclito.  Trie;ononiotrische  Formeln.  —  Guter 
Druck  und  wohlfeiler  Preis»  cnipfeiilen  dieses  kleine  Buch  zu  dem 
beabsichtigten  Zwecke. 

Tahltes  of  tlie  Logarithms  of  numhers,  and  of  Sines,  Tangents 
and  iSecants,  to  six  Places  of  Decimals.  By  Edward  ftiadle. 
S.   2  s.  6  d.  eloth. 

Memoire  relntif  a  Ia  thdorte  de»  nombres.  Loi  rdciproqae.  Pw 
Brennecke.   Paris.  4. 

Whewell?s  doolrioe  of  Limits,  irilb  its  applications ,  namely, 
the  first  three  sections  of  Newton «  eonic  soctions»  the  diflerential 
calcnlus.   Camb.  1841.   9  s. 

J.  A.  Arndt:  Beispiele  und  Aufgaben  aus  allen  Tboilen  der 
Arithmetik  und  Algebra.    Leipzig.  1840.    8.    1  Thlr.  6  ggr. 

•   Kin  für  l^hrer  der  Matbenuitik  an  Gynuiasiea  etc.  recht  sehr 
an  empfehlendes  Buch. 
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E.  Heis:  Sammlung  von  Beispielen  und  Aufp^aben  aus 
der  allgemeiDen  Arithmetik  und  Algebra.  2te  Aufl.  Köln, 
im  £  1  Thlr. 

Dicie  Saamhiiig  entreckt  sich-  aogefillur  uber  deinelbeB  KnU 
Vie  Meier  Binclu 

A.  Hartrodt:  Lehrbuch  der  in  den  Gy mnasial-Cnter- 
' riebt  gehörenden  ullgemeiDen  Arithmetik.  Leipzig.  1S40. 

Die  deo  eiozeloen  Abschnitten  beigefiigton  üebaoffsbeiepiele 
N  und  andi  dte  ganze  Beli  itullung  empfehlen  dieses  Buch.  TTeber  £a 
Convergenz  der  Reihen  kommt  indess  nichts  nur  eioigermassen 
Genügendes  vor,  und  Bcmcrkuogen,  wie  z.  B.  die  auf  8.  l09:  „Um 
„einige  der  obigen  Bioomiaiformen  zur  aonäbernden  Berechnung 
,,irgend  eines  bestimniten  Zahlenwertbes  sn  gebraucfaeD,  müssen  die 
„Reihen  convergcnt  sein,  d.  h.  die  nachfolgenden  "Glieder 
„immer  kleiner  und  kleiner  werden,"  wären  lieber  ganz  zu 
unterdrücken  gewesen,  da  z.  B.  die  Reihe  1,  ^,  \f  |-, deren 
tSliede^  nach  inoier  kleiner -und  kleiner  werden,  bekanntiidi 'keiM 
.  coBvergirende ,  sondeni  vielmehr  ein^  divergirender  Reihe  ist. 

P.  J.  E.  Finck  (Prof.  zu  Strassburg):  System  der  nie- 
dern  und  höhern  Algebra  für  höhere  polytechnische  Lehr- 
anstalteb,  Leipzig.  1S4L  8.  2  Thlr. 

Ein  sehr  gutes.  Buch,  das  oaaehe  auf  eigenthünilicbe  Weis« 
dargestellte  Lebren  enthält.    Ob  dassellie-  eine  Uebersetzan|f  aus 

dem  Französischen  ist,  ist  nicht  gesagt;  es  scheint  aber  s»,  insbe- 
sondere  wenn  uiun  einige  Noten ,  namentlich  die  auf  S.  245  vor- 
kommende am  Ende,  berücksichtigt.  Jedenfalls  war  das  Buch  einer 
Uebersetzung  werth.  Eine  Sammlung  zweckmässiger  Uebungfsanf» 
gaben  ist  auch  .beigegeben,  auf  S.  409 — 474k 

Mayer  et  Choqnet:  Traite  ^l^meotaire  d^algebre.  Sme 
ParÜ.  1840.  8.  7  Fr.  50  c. 

Wood's  Elements  of  Algebra  Eleventh  edition,  with  Notes, 
additi«>nal  Prupusitions  and  Examples  by  Lund.  Camb.  1841.  8. 
12  s.  6  d. 

Hind's  Introduction  to  ^he  Elements  of  Algelira,  being  a  Se* 
qnel  to  ihe  Principles  and  Practica  of  Aritbmettc.^  Camb.  1840.  12.  5  s, 

•  T)ttt;;Bi^«nts  af  Algebra,  designed  for  the  «se  of  Schools. 
Bj  J.  U.  Colenso.  2d  Ed.  London.  1840    1%  7  a.  eloth. 

'    Elements  of  Algehra.    By  Roberi  Wallace..  New  edition. 
London.  1840.   8.    2  s.  ü  d.  cloth.  * 

Hai  Ts  (Rev.  J.  GJ  Elements  of  Algebra,  for  Sehoola  and  Cot- 
lagci.  Land.  1840.  8.  6  s.  6  d. 

Elements  of  Algebra,  to  the  end  of  simple  equations,  for  the 
nie  of  Harrow  school.  1840,  12.  8  s.  6  d. 


% 
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Wriffliet  Suppleaent  to  BkmtnUry  Algcbi«.  1840.  lt.  lew- 
f4  S  1.  o  d. 

A.  van  Bemmeles:  Lessen  over  de  Algebra  of  Stclkuost, 
ten  irebruike  der  LatijBtehe  Scboleo  eo  Gymnusien.  Amsterdas. 
1840r  8.  .  M 

m 

Paalzow:  Die  Gleichungen  des  dritten  Grades  mit 
einer  UDbekannten,  metbodisclj  abflrebaodelt.  Prenxlaii. 
1841!  4.  (PrograiiB  4km  Gywnmmuma  s«  Prerala«  von  Ostern  1841 
vdB  den  Director  des  GyMBasinms,  Herrn  Pnnliiow). 

M.  A.  Mteru:  lieber  die  Auflösuntr  der  truiiscendenten 
Gleichungen.  Kine  vun  der  k.  Däuischen  Gesellschaft 
der  Wiiientchnfien  gekrSnte  Preicselirift  (Beaondnra 
abgedr.  aus  Crelle's  Jonrnnl  fir  die  Matkea.  Bd.  XXII.) 
Berlin.  1841.    4.    16  ggr. 

Schon  der  Umstand,  das«  dieser  Sehritt  vun  der  k.  Dänischen 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  der  Preis  zuerkannt  worden  ist, 
spricht 'hinreichend  liir  die  Wichfiglieit  der  darin  enthaltenea  Cb- 
tertnchnAgen. 

,  Hvmers's  Treatise  ob  ihe  Theorv  ef  aigebraical  Ivquationa. 
Seeond  edition.  Caaih.  1849.  8.  9  a.  6  d. 

• 

Sülle  eqnazioni  di  ter/o  o  fiuario  griido,  memoria  di  Vittorie 
de  la  Casa.   Ad  imo  dei  geoiuetri  prioeipiaoti.  Pndova.  1840.  4. 


Nnova  ricerche  anlln  risalnsione  {[generale  delle  equazieni  algn- 
hriche  del  p.  Girolano  Badano  oaraelitaao  scalzo  professore 
di  Btatematiea  nella  regpa  nni?ersita  di  Genova.  Geneva.  1840.  4. 

Snl  Prableiai  di  Anatitl  iadeterminata ;  «sserTazioDi  annlitiche 
deir  nhate  G.  A.  Longe ai.  Monsn.  1840.  4. 

Die  \  rr. Setzungen  mit  Wiederholungen  zu  bestimm- 
ten Sum  nie  u  aus  einer  oder  mehreren  beliebig  beschränk- 
ten Bleaienten-Beiken  nehit  ihrer  Anwendang  nnf  Ann» 
ijaia  und  Wahrscheinlichkeiti.Rechnnng  vnn  L.  Oettin- 
ger.  Fretbvrg.  1840.   10  ggr. 

Fflr  die  weitere  Ausbildung  der  comhinatoriyhen  Aoaljsis  nod 
Gar  die  Wehrscheinlichkeitareehonng  wichtig. 

Dobson*s  Illustration  of  the  Binoinial  Xlieorea.  Cambridge. 
1840.  4.    1  8.  6  d.  " 

Die  Hanptintse  der  Differensialrechnung  nach  einer 
neuen,  elemcnt.iron  Methode  dargestellt  von  J.  W.  Schei» 
bert.    Berlin.  1840.    8.    10  ggr. 

Da  der  Vf.  die  grossen  Fortschritte,  welche  in  neuester  Zeit  yor« 
sSglich  durch  Canchy  und  Andere  in  Bezug  auf  die  schSrfere  Begrün* 
dung  derOifferenzialrechnnng  gemacht  worden  lind,  ganzignorirt,  inn- 
beaondere  nnf  die  Bedingungen  der  Convergens  and  Divergen  der 
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Reihen  auch  nicht  die  mindeste  Rücksicht  nimmt,  so  Icwr  dieict 
Buch  auf  einen  wissenschaftlichen  Werth  keinen  Anspruch  ma- 
chen.  Auch  wissen  wir  nicht,  worin  die  neue  elementare  Me- 
thode, von  der  auf  dem  Titel  die  Rede  ij>t,  befileüeD  soll,  da  von 
.der  Bntwiekelong  einer  Function  in  eine  Rei)be  n^eh  4er  eo  uog«. 
nauen  und  einer  Unzahl  Ton|2weifelD  unterliegenden  Methode  dir  | 
unbestimmten  Coefücieoten  ausg-^ang-en  wird,  und  die  in  §.1.  ge- 

£ ebene  Erklärung  des  Differentials  im  Wesentlichen  gunz  mit  dem 
lagranffe'aehen  ttegriffe  oder  vielmehr  dem,  welchen  LacroiK'ii  ' 
fteineai  neknnnten  grösseren  Werke  gebmncht,  susiBmenfiUlt 

T^c^ons  de  calcul  di fl'ere  n  t  i  e  1  et  de  calcul  inteo^ral, 
rediir^es  d'apres  les  m^thodes  et  les  ouvrages  publi^sou 
liiddits  dem.  A.  L.  Ceuchy.  Per  III.  TAbb^  Hoigno.  Tome  1« 
iCnlcul  diff^rentiel.    Paris  1S40.    8.   2  Thlr.  20  ggr. 
.     •  W'ir  halten  dieses  Werk,  dessen  Zweck  durch  seinen  Titel  bin- 
reichend  bezeichnet  wird,  für  eine  sehr  wichtige  und  sehr  zu  beacb*  , 
tende  Erscheinung  auf  ,dem  Gebiete  der  Literatur  der  l|öbern  Ana-  ' 
lysis,  weil  man  die  neuen  wichtigen  Ontersüchungen  Cauchy*s,  vor- 
•nUglich  über  die  schärfere  Begründung  der  höheren  Analysis  und 
ihrer  Anwendung  auf  die  Gronietrie  im  Allgemeinen,  über  die  Con- 
vergenz  und  Divergenz  der  Reihen,  über  den  Rest  der  Taylor^scbeo  i 
«n« -Haclanrin'schen  Reihe,  über  die  Convergens  der  l^agrange^scbep 
Reihe  etc.  nirgends  so  vollständig  und  gehörig  sysiemutiscb  geord> 
net  beisammen  lindet,  als  in  diesem  Werke,  und  eoipfchlen  dasselbe 
daher  einem  Jeden  ;iiis  vollster  Teherzeugung,  wer  sich  über  diese 
neuen  wichtigen  Fortschritte  der  Wissenschaft  möglichst  vollständig 
SU  belehren  wänseh».  Freilich  aber  erfordert  das  8tndinin,  wen  J 
man  nbch  nieht  an  diese  Betraebtungsweisen  gewöhnt  ist,  sondern  , 
sich  früher  immer  .-in  Lagranjgpe  und  Lacroi  x  gehalten  hat,  Zeif, 
Ausdauer,  Anstrenvi^uiig  und.Mohe,  und  mit  der  Methode  der  uobe* 
stimmten  Coefficienten ,  wie  x.  B.  in  der  vorigen  Schrift,  könnt 
nian  fireilich  kürzer  weg.    Wie  unberecheabar  gross  aber  der 
Vortheil  und  der  Nutzen  ist,  welchen  das  sorgfältige  Studium  eines 
Werkes,  wie  z.U.  das  des  Herrn  Moigno,  gewährt,  und  wie  crro^s 
die  Klarheit  ist,  zu  welcher  man  bei  gehöriger  Ausdauer  eodlicb 
gelangt,  wird  «in  Jeder  an  ndi  selbst  liestätifft  finden,  wenn  er 
nur  tait  Muth  ünd  Kraft  an*8  Werk  geht  und  nicht  ernndet 

Principes  de  1  Analyse  inünitesimale.   Par  Finck.    1  Fr.  50  c 

Cournot:  Traite  ^l^mentaire  de  la  theoric  des  fonetioas  et  d> 
calcul  in^nitdsimal.  2  Vols.  Paris.  1840.  8.   16  Fr. 

Lesioni  di  Introdnsione  al  calcolo  subRnie  di  Gasnare  Msi- 
pardi.  Parit.  I.  II.*  Pavia.  1839. 

C.  Jürgenscn:  Differential  og Iptegral-Regniog.  Copenhagen. 
.1840.  8. 

Jf^moire  sur  les  integrales  dc^finies  Buleriennes,  et  sur  leur 
appVication  ä  la  theorie  des  suites,  ainsi  qu*a  P^valuatiga  des 
fonctiotts  de  grands  nombres.  Far  Binet.  Paris.  4. 
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tieometrie. 


W  .  Lüoff:  fjebrbuch  der  («eomctrio  für  Ciymnasicn 
und  liölicrc  IS  ü  r  &:er  seil  ul  e  n.   2r  l!ursu<<.  Stereometrie  und  ^ 
(elieiie  u.  sjih arische)  Tri g^onometrie.  Berlin.  1840.  H.  8  ggr. 

\.  Iluherdt:  Lehrbick  4cr  ebenen  Geometrl«  ttebst 
vielen  Aufgaben  f  ti  r  (t  v  m  n  n  sien  und  b  ö  bere  Bürcoi** 
Militairscbulcn.    Uerlin.  1841.    8.    1  .Tbir. 

Besonders  durch  die  recht  xweckmässigen  Aufgaben  eropfeh- 
Inogsweitk. 

• 

Lebrburb  der  Geonetrie  von  K.  Hnell.  Leipzig.  1841. 
8.    1  TbIr.  4  ggr. 

Wir  kdBDen  ieu  Geiat^  io  wetchi»»  diene«  Werkcbeo  geecbrie- 

ben  isf,  in  der  Kürze  nicht  besser  rb  iraktorisircn,  :ils  wenn  wir  et 
der  bekannten  Weise,  in  welcher  H.  F.  Tbibuut  die  Klementc  der 
Matbematik  «iarzustellen  pflegte,  nn  die  Seite  stellen.    Dass  der  \  f . 
diese  Methode  für  die  einzig  wahre  und  richtige  halt,  Wullen  wir 
ihm  niclkt  verargen,  obgleich  unsere  nibjecftive  Deberzeugung  eine 
völlig  verschiedene  ist.  und  empfehlen  audi  das  Boeh  allen  (inu-n, 
welchen   der  Weg  des  Euclides  nicht  zusagt,   recht  sehr,  da 
es  in  seiner  Art  gut  geschrieben  ist.    (icwundcrt  haben  wir  uns 
übrigens  ungemein,  dass  auf  einer  säcbsi>>rbcu  gelehrten  Scliule  (der 
Verf.  ist  Lehrer  der  Mallieaiatik  aa  4er  Kreuzscbale  zu  Dresden), 
auf  denen  ja  immer  das  Studium  der  Alton  mit  Recht  für  die  Grund- 
lage jeder  streng-  wissenschaftlichen  Bildung  gcifolten  hat.  und  auch 
die  Wissensdiaften  io  deren  strengem  und  Kicheren  (>ei»te  hehandelt 
«ad  vorgetragea  worden  Mad«  A  Geometrie  in  eiaer  vaa  deaisal« 
ben  so  sehr  abweichenden  Weise  gelehrt  wird.   Wir  müssen  ofiea 
bekennen,  dass  wir  dies  auf  einer  gelehrten  Schule  (auf  einer 
Real-,  fiewerb-  oder  höheren  Bürgerschule  uürde  sich  die  Sache 
anders   gestalten)  nach  unserer  Ueberzeuguug  für  keinen  Fort* 
sehriU  des  aMtheiMtisehca  Ooterricbts  haHea,  lassea  indess  gern 
den  Vf.  aeiBa  Ueberzeugung.   Eben  so  sehr  aber,  wie  wir  dies  za  . 
thun  gpucigt  sind,  hätten  wir  gewünscht,  dass  der  \  f .  in  der  \  orredc 
sich  etwas  milder  über  die  Anhänger  der  euclidisehen  Methode  aus- 
gesprochen hätte,  indem  er  ja  nur  hätte  bedenken  sollen,  dass  z.  B. 
in  tingland  letztere  Metbada  ta  Ihrer  strengsten  Form  ganz  allgemein 
und  uiine  alle  Ausnahme  für  die  allein  richtige  und  wahre  gehalten  wird 
uiid  auch  in  Deutscbland  sehr  q-cwirbtige  \aiucn  unter  ihre  Anhänger 
zählt,  bin  Mittelweg  scbeinl  uns  jedoch  auch  hier  der  beste  zn  sein  und 
hat  sieh  uns  dureh  langjährige  und  «nf  sehr  verschiedenartigen  Ijehran- 
stalten  gemachte  Krfälirungea  Inr  die  Belebung  dfs  mathcmutischea 
Unterrichts  und  für  die  —  was  wir  bicr  aiisilriicklich  bemerken  — 
«1 1  ge  in  «*i  n  e  Anregung  aller  nur  einigerniassen  befähigten  Sriiiilcr 
zu  iiiathematischeD  Beschäftigungen  am  zweckmässigsten  crwic:»en, 
woaiit  anch  sehr  viele  aadere  erfahreae  Ij^irer  ilbereittstinsien.  Der 
von  d^  Vt  in  der  Torrede  nngerei^fe  Erfolg,  den  Thihaut  durch 
>eine  Vorlesungen  bewirkte  (wir  gehörten  im  Jahre  1817  selbst  zu 
seiueu  ftickülern)«  war  allerdings  in  gewisser  RUcksicbt  ein 
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sehr  grosser.  Derselbe  bestiod  aber,  wie  wir  ^laubea,  Torzüglicb 
in  der  Erweckung  des  Interesses  und  der  Liebe  für  die  elementuren 
Lehren  der  Aiathenpatik  (wir  sprechen  hier  bloss  von  einem  elemea- 
tmn  Gegenstände,  und  fassen  daher  auch  Diir  die  dahin  einschla* 
genden  Vorlesungen  Tbibaut^s  in's  Auge)  bei  schon  in  den  Jah« 
ren  ziemlich  vorgerückten  jungen  Männern,,  vorzügi^lich  Tlic- 
ologen,  Juristen  u.  s.  w. ,  die  grösstetitheils  uhne  alle  strf'uge  ma- 
thematische Vorbildung  auf  die  iJoiversität  kamen,  durch  eine  aller- 
dinga  hdehst  antpreehende  nad  in  jeder  Besiehung  wahrhaft  knaaC- 
reiche  Darstellung.  Anf  eiaer  gelehrten  Schule  aber,  wo  die 
Geistesgyinnostik,  wenn  wir  so  sagen  dürfen,  der  einzige  Zweck  ist, 
welchen  der  mathematische  Unterricht  zu  erreicheu  suchen  und  im- 
mer vor  Augen  haben  muss,  möchte  nach  unserer  uomaassgeblicben 
Heinnag  die  Sache  doch  eine  etwas  andere  Gestalt  aanehsten. 

Cahiers  de  g^om^tric  eiementaire,  pour  servir  de  -complöment 
anTrait^  de  Legendre.   Par  Jules  Planche.  Paris.  8. 

G^omdtrie  ^Mmentnire  basec  sur  la  th^orie  des  infinimeiit  pe- 
tits.   ParFinck.   2e  ^dit.  in  8.   5  Fr.' 

Geometrie  ad  uso  delle  scuole  della  R.  Militare  Accademia  di 
Sebastiane  Vassalii.  £disioae  secoada.  Torino.  1840.  8. 

Enc1id*s  Elements,  Books  L  to  Vi.,  X!.,  XII.  by  Simsen.  New 
edition  by  Muynard.  18.  bonnd  6  s.;  8,  bonnd"  6  s.  6  d.  Lon« 
den  1839  et  184L 

The  same,  in  the  symholical  form,  by  Blakelock.  18.  bonnd 
6  8.  6  d.  Land.  1840. 

The  Elements  of  Euclid,  viz  the  First  Six  Books,  together  with 
the  Gleventh  and  Twelfth.  By  William  ßutherford.  London. 
ImO.  6  8.  hound. 

F.  Märkcr:  Theorie  der  Paraliellinien.  Meiningen. 
1839.   8.   3  ggr. 

Diese  Herrn  Prof.  Kries  in  Gotha  aar  Feier,  seines  fnnfaigjiibH» 

rigen  Dienstjubiläums  g^ewidmete  Schrift  wird  hier  angezeigt,  weil 
sie  jetzt  erst  iu  den  Uuchbandel  gekummen  zu  sein  scheint.  Uebri* 
ffens  bemerken  wir,  dass  eine  Beurtheilung-  von  Theorieen  der 
Parallellinien  in  diesem  literarischen  Berichte  in  der  Regel  nicbt^ 
*  gegeben  werden  wird,  weil  dazu  eise  dessen  Zweck  tiicbt  entspre- 
chende au  sehr  in*s  Detail  gehende  Kritik  erforderlich  sein  würde. 

Essai  sur  la  theorie  des  paralleles.    Pur  Hauy.    Paris.  8. 

Betrachtungen  über  verschiedene  Gegenstände  der 
neueren  Geometrie  von  C.  T.  Anu^cr.  Zweites  Heft.  (An- 
wendungen der  Theorie  der  Aehnlichkeitspun kie  auf 
die  merkwürdifren  Punkte  im  Dreiecke. nod  die  Apol- 
lonischen Berührungs-Aufgaben.  Fortsetzung  der  all- 
gemeinen Hetraclitungcn).    Dun  zig.  1841.    4.    12  s^gr. 

Wir  freuen  uns,  schon  jetzt  die  Fortsetzung  dieser  sehr  ver- 
dienstlichen Beiträge  zur  neueren  Geometrie  anzeigen  an  können. 
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Quadrature  da  cerde  et  autres  d^couvertes,  par  R.  le  Geaj. 

Solution  g^ometriqae  et  rigonreote  da  probl^me  de  la  qaadra> 
ture  do  cercle,  r^olue  au  noVea  4e  la  g^ooi^trie  üimtntmn, 
Poris.  8. 

Sagffio  di  ricerclic  sulla  PoIigoBOBCtria  analiliea,  di  Piatro 
CallegarL  laiaUu  1839.  H.  . 

Hjmers^s  Treatise  od  codic  sectioos  and  tlie  application  of 
Algebra  to  Geovetry.   Kecond  edition.  Camb.  1840.  '8.  7  t.  6  d. 

Quadratura  dell'  Iperbola  e  rettificazioDC  della  Parabula,  olte- 
nutc  coo  inezzi  elemeotari  e  coii  formole  linite,  inemuriu  lotta  all' 
ateneo  di  Vcnezia  dal  dottore  Pietro  JUagrini.  Veoezia.  1840.  8. 

Proprieta  priDcipali  di  aicune  cürve  ttaacendenti,  espoit«  da 
Xacfrasto  Cerclii.  JMilaDo.  1840. 

Cmrt  a  qoaltro  ceatri,  'onia  arali,  caitratta  per  ardii  di  eer« 
tbio;  meoioria  dell  dottr  Loren  so  Tabaccki.  Padova.  1841.*  8. 

Tratte  de  la  coupe  des  pierres.  ParAdh^mar.  2e  eUit.  Paris.  8. 

Traii^  det  oabre«.  Par  Adb^nar.  Paris.  8.  90  Fr. 

H.  Simonin:  Application  de  la  g^om^trie  deieriptive  ob  traitd 
des  ombres.   Gand.  io40.  4. 

H.  Strootman:  Beginselen  der  bescbrijvende  Meellcnnst,  be- 

vattende  de  Iccrwijze  der  projectien,  de  oplossing  yan  werkstukkcn 
betrckkflijk  de  regte  lijo,  het  platte  vlak  en  den  bol,  henevens 
ceoe  körte  verhandeliDg  Over  de  perspectief  eo  de  scbaduweo.  Te 
Breda.  1840.  8.  7 

*  \j.  S.  Kellner:  Den  beskrivende  (doscriptive)  Geoaetriei 
veodte  Deel,  3die  Uefte.   Copenbageo.  1840.  8. 


Praktische  Geometrie. 


Lecons  prinairet  d'agrom^trie  oa  d'arpeatage.  Par  G.  Gill|et 
Damitte.  2e  ddit. 

Coars  de  topograpbie  et  de  g^od^sie  dn  corp«  rojal  d'^Ut^aa« 
jor.   Par  öalneuve.   8.  8  Fr.  dO  c 

Joamal  wdcial  des  sdoaMfM-aiMlawt^iadigd  Mor  BoWbra. 
12.  Prix  arnnel  12  Fr. 
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.lliWi§me-|iaiitoiB^^,  Ott  Sytfhm*  wnUti^m  appiiqud  ii  JvntM  sar- 
fttces  <^t  a  tous  solides,  depuia  bn  centiiiietfe  jnaqu^  10  Ai^res«. 
Par  F.autraA..  Vendöne.  8. 

Geometrie  en  action ,  ou  Elements  de  g^ometrie  appliqu^  aux^ 
'  arte..  Pur  Barr^.    12.    Angers.  •  " 

■  *  M 

.  ErgebaUM  der  trigODOaietrUcben  TernfasBongeB  iil 

der  Schweiz.    Nach  Befehl  der  Hohen  Taffsatzung  aas<^ 
den  Protocollen    der   eidgenössischen  Triangulirung' 
bearbeitet  und  herausgegeben  von  J.  Eschmaun,  Ober- 
lieuteDant  im  eidgenössischen  Oberstquartiermeister* 
atab.  Zurieb  1840.  4.  4  Thlr. 

Dieses  für  die  G'cographie  der  Schweis  wichtige  Werk  enthält 
die  Resultate  der  trig-onometrischcD  Messungen,  welche  in  den  letz- 
ten dreissig  Jahren  io  der  Schweiz  angestellt  wurden  sind.  Zuerst 
wird  eine  geschichtliche  Uebersicht  dpr  sämmtlichea  in  dem  ge* 
nanntea  Zeitraunie  in  der  Schweis  aagestellteii  trigonometrischen  l^r- 
messungen  gegeben,  aus  welciier  sich  crgiebt,  dussTralleS)  Febr, 
Stabshuuptmann  Pestalozzi,  Professor  Xrech sei ,  Frey,  Lüt- 
hardt,  Waguer,  Oberst  B  uchwaldcr,  welcher  im  Juhre  1832  auf 
dem  Sentis  nach  einem  Ttägigen  Aufenthalte  auf  diesem  Berge  vom 
BliAse  getroffen  und  sein  Gehöife  leider  das  Opfer  dieses  Breigntases 
wurde,  lne:enieur  Sulzbcrp^cr,  Lieutenant  Bruppacher,  Oster- 
wald, Professor  H  u  be r.  Oberstlieulennnt  Merz,  die  Majore  v.  Sa  us- 
sure  und  Deiaratrea^i,  Domherr  Berchtold,  Uofrath  Uurner, 
mechanicna  Oeri,  Generalinajur  Fiasler,  die  Obenrtqnartierineister 
Wurstemberger  und  Dnfonr,  so  wie  endlich  ganz  vorzüglich 
Oberlieutenant  Kschmann  zu  verschiedenen  Zeiten  und  io  ver» 
schiedeiiem  Grade  hei  diesem  grossen  Lhiteriichmen  mitgewirkt  ha- 
hen.    Dann  folgen  die  Original -Bcobach tunken  der  Üreieckswinlicl 
erster  Ordnung,' hierauf  die  Messunnr  der  Grundlinie' i>ei  Aarbei|^ 
(im  Ganzen  nach  der  von  Schumacher  bei  der  iMessung  der  Basu 
bei  Braack  im  Jahre  1820  angewandten  M*cthode),  dann  das  \'er- 
zeichoisB  ^^r  Dreiecke  erster  Ordnung,  dann,  die  geog^raphiscben 
Ortsbestimmungen  der  Dreieckspunkte  erster  Ordnung,  dann  das 
Verzeichnits  der  Dreiecke  zweiter  Ordnung  mit  Finschlnss  der  Be- 
stimmungen einiger  Punkte  dritter  Ordnung  und  der  ^gegenseitigen 
Azimuthe  der  Punkte  zweiter  Ordnung,  hierauf  das  Verzcichniss  der 

geographischen  Positionen  (mit  Einschluss  der  Uöhe  über  dem 
leere)  sämmtlicber  Punkte,  und  snietzt  die  astronomischen  Beohach* 
tuogen  und  die  Uöhenbeslitonivngan,  bei  denen  sich  auch  einige 
beachtenswerthe  Bemerkungen  über  die  terrestrische  Strahlenbre- 
chung finden.  Angehängt  ist  eine  schöne  Uebersichtskartc  sämmt- 
licber Messungen.  Der  Anschluss  an  die  französischen  Dreiecke 
ergab  folgende  Vergleichung:. 

Seite  Rämel  —  Faux  d'Bnson.'  » 

Französische  Dreiecke  .=  35997,22  Meter 
ttehweiseriscbe  Dreiecke      35^7,27  - 

Unterschied  =  ^0,05 

Dar  Ansehkna-to  die  «ateffeioUach^n  Dceieeke  ergab- fbigesde  Ver- 
gleiehnngen : 
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Seit«  Piiso  Forao  —  Pisme  H«««««  di  Oiao. 

Oesterreichiscbe  Dreiecke  sc:  44572,77 
Sckweiserisclic  Dreiecke  =s  44572,12 

Untrrscliied  =s:  0,65 
•Seite  Pizzo  Menone  di  Gioo  —  Monte  Le^uone. 
Oeaterreichiscbc  Dreiecke  =  2112^i,67 
Sdiweiierwche  Dreiecke  =t  21184,54 
Unterschied  s  0,13 
'  Seite  Kumenber^  —  F  ru  ste  n  zrrsand. 

•      Ocsterrciohischc  Dreiecke  =  lp985,23  * 
Schweizerische  IhciecIiC   =  159*J5,<S1 

UiitcrscUicd  =  Ö»5vi 
Seite  Frastenxcrsand  —  Pnndelkopt 

Oesterreichisclie  Dreiecke  =  11957,95 
8cbweizerische  Dreiecke        i  1950.9 i 

Unterscliied  =  1,99 
Den  heideo  letzten  Angaiieii  iät  lu  üen  Oestcrreichiiicheii  Vro^ 
tpkolleu  die  BaiuerkuDf?  beitrHlu|^t,  dast  aicli  diu  Uefioitive  Autgtei- 
chuDg  der  (isterreiciiisclien  TriaDgulirunfif  Docb  nicht  bis  en  diesen 
TJ^WI  der  Pruvinz  Tvrol  uusgc  iebiit  habe. 

Aus  deu  ohigeu  «chüiieti  l  ebereiii^itiiitiniiiii^cn  üarf  ««Iterdiu^s 
der  Mchluätr  gezuueii  werden,  dass  dus  Dreiecksnctz  der  bchwei« 
allen  geügro|ibiicben,  Zwecken  vellkoaaeii  genügt. 


Trigonometrie. 


A.  Huberdt:  Elemente  der  ebenen  Trigonometrie 
nebflt  i^rnktiseben  Aufgeben  fttr  Gymnasien  und  hebere 
Bürger-  nnd  Militair-Sebulen.  Berlin.  1841.  6  ggr.  ' 


Die  Anfangsgründe  der  ebenen  uod  sphärischen  Tri- 
enomelrie  und  der  Kegelschnitte  für  GyniDaüieii  und 
berrealklassen  TonP.J.IIerraiann.  Gieseen.  IM.S.  16  ggr. 


Ilyniers's  Treatise  on  Trigonometrv  plane  and  s[ilieriral,  and 
QU  Trigonometrio«!  Tubies  and  Logarithms,  togeiher  wiUi  u  Se- 
lection  ef  Ptebleas  and  tbeir  Seintiens.  Seeend  edilien,  Cumb. 
1841.  8f.«d. 

SnowhalTs  Plane  and  splierlral  Trigonometrj  togetber.  Fiftb 
ediüoiK   Camb.  1840.   $.    10  «.Od. 

Hewitt's  PnibleMt  and  The'eien»  in  Plane  Trigonemetry. 
Canb.  1840.  «  i. 

Trigonenetry,  and  ito  Application  to  Astronomj,  Dialling,  and 
Trisgln^nietrical  Sntveyiog.  By  Riebard  Abhratt.  Htm  äitien. 
8,  7  •  neatly  beond  in  et 
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snk  mf  PIad»  TrifroBonetritB ,  OtgifiM  «f  P.'N.  Ek-^ 
Man,  Docens  i  Mathcouitikeii  wid  IJpuila  Cniwmiliet.  Stockkols.  16«k^ 

GmodliDier  litt  Plaoa  TrigouometrieD  jemte  Ett  Försök  att  for- 
tydUg«  iDterpoIatioof-Metbodea  af  A.  0.  Geitrin.  Stockholm.  8*. 


MechaBik. 


W.  A.  Rüst:  Die  Mechanik  iu  Anwendung  auf  Künste 
und  Gewerbe.  Erste  Abtheiluog.  Mechanik  festex  K ör> 
per.  Ffir  Praktiker  bearbeitet.  Berlio.lS40.  8.  1  Thir.  12 ggr.. 

W.  Whewell:  Elementar -  Lehrbuch  der  31echanik. 
Zum  Clebruuch  für  technische  Leh  ran  stalten.  Aus  dena. 
Eiifrl.  iberietst  yon  C.  H.  Sehaaae.  Braunscbweiff  184K 
1  Thlr.  16  ggr. 

Beide  vorhergehende  Schriften  haben  g-Ieichen,  durch  ihre  Titel 
hinreichend  hezeichneten  Zweck,  und  erfüllen  denselben,  jedes  in 
seiner  Art,  recht  gut.  Das  erste  fasst  jedoch  bloss  die  Anwendung 
auf  die  eigearlicke  Maidriaealchre  ia^a  Auge;  -das  tweite  berSek- 
sichtig^  daaebea.  auch  insbesöndere  die  Anwenduni^en ,  welche  die 
Lehren  der  Statik  fester  Körper  in  der  Baukunst  finden.  Das  erste 
wird  in  seiner  zweiten  Abtheilung  auch  die  Mechanik  flüssiger  Kör- 
per darstellen,  uad  in  der  dritteo  die  Coastrnction  nad  Zusammeo-^ 
Setzung  einzelner  Mascbiaea  eathidtea.  Das  zweite,  ealbält  bloss 
die  Mechanik  fester  Körper.  Die  ganz  elementare  geometrische 
(und  trigonometrische)  Durstellung,  in  welcher  ja  überdies  bekannt- 
lich die  Engländer  Meister  sind,  hat  uns  besonders  in  dem  zweiten 
Buefae  sehr  ungesprocfaea,  aad  dauelbe  verdieote  daher  eiae  deolaehe 
Bearbeitung  vellkoMBiea)  die  aaeh  als  eiae  völlig  gelnagfeae  aa 
beseicbaea  iaL 

Elements  de  Btatiqde  pour  ser?ir  d^introduction  k  un  cours  de 
pbjsique,  suivis  d*nae  solatioB  aiaqile  des  triangles  sph^riquca,  Pac 
L  G.  2  Fr.  50  e. 

Gaubert,  Trait^  de  m^caoique  k  Tusa^e  des  Cleves  des  ^colea 
polytecUnique  et  aornale.  Paris.  1840.  S.  8  Pr. 

Roche:  Trait^  de  balistique  appliqute  a  rartUlerie  Bavale.  Ire 
partie.   Paris.  1840.   8.   5  Fr. 

WbewelPs  Eleaieatanr  Treatise  on.Meebaaies  ler  the  ose  of 
stttdeats  ia  tbe  Uaiversitj.  Sixth  ediCioa.  Camb.  1841.  8.  7  s.  6  d. 

Corso  elementare  di  Mcccanica  ed  idraulica,  del  dr.  Vinceozo 
Amici.    Vol.  1.  (Meccanica  teorica.)   Firenze.  1S40.  8. 

Riccrchc  sul  motu  MalatolaM  de'  solidi,  diDoaiaaiea  PaelL 
^Firease.  1840.  8. 
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J.  P.  D«lfrftt8  BegiBMko  Djnuiiea,  yr—w  kmUUn  der 
Artillerie  eo  Genie.  Tb  Breda.  1840.  8. 

J.  F.  Delprat:  BeffiiueleB  der.  statica  ea  bydrostatic«.  Te 
Brede.  1840.  8.  •  • 


F.  Gauss:  Allgemeine  Lehrsätze  in  Beziehung  a^f 
i  verkelirten  Verhältnisse  des  Quadrats  derKntfer- 


9 

die  im 

nung  wirkenden  Anziehungs-  und  AbstossuDga-kräfte. 
Leipzig.  1840^  8.  8  ggr. 

Um  den  Inhalt  dieser  wiehtigen  Schrift  io  AllgeBeinen  mdg- 
lichst  deutlich  zu  beeeiekeen,  W4>Ueo  wir  deo  ganzen  ented  Para- 
g^rapheD  uiittbeilen: 

„Die  Natur  bietet  uns  aMDCberlei  Erscheinungen  d^r,  welche 
wir  doreb  die  Aneahae  ven  Kräftea  erldiren«  die  voo«  den  kleinaten 
Thcilen  der  SnbstanseD  auf  einander  auegeübt  werden«  and  deo 
Quadraten  der  gegeneeitigeo  Entfernungen  nngekebrt  proportio- 
nal sind. 

Vor  allem  j^rehört  hierher  die  allgemeine  Gravitation.  Vermöge 
derselben  übt  jedea  ponderable  Molecül  aof  ein  anderei  fk'  eine 
bewegende  Kndft  ana,  welche,  wenn  man  die  Bntfernnng  aetmt, 

durch  ^  ausgedrückt-  wird,  nnd  eine  Anniberaog  in  der  Riebtnog 

der  Terbindenden  geredmi  Unie  benrombringen  strebt.  * 
Wenn  man  zur  Krklärung'  der  magnetischen  Erscheinongen 

zwei  ma8:netische  FlüssiirJ^eiion  annimmt,  wovon  die  eine  als  nec^a- 
tiv  betrachtet  wird,  so  üben  zwei  derartige  Elemente  fiy  fi'  gleich- 

laUa  eine  bewegende  Kraft  auf  einander  aus,^welcbe  durch  ^  ge- 
messen wird  nnd  in  der  verbindenden  geraden  Linie  wiritt,  nb«r 
aU  AbstossunsT,  wenn  /a,  /*'  gleichartig,  als  Anziebnng,  wenn  sie 

Ungleichartig  sind. 

Ganc  Aehliches  gilt  von  der  fjre^enseitigen  Wirkung  der  Tbeile 
der  elektrischen  Flüssigkeiten  auf  einander. 

Das  linearisclie  Clement  t/s  eines  galvunlsclien  Stroms  übt  auf 
ein  Flement  des  raag^netisclicn  Fluidums  (wenn  wir  letzteres  zu- 
lassen) ebenfalls  eine  bewegende  kraft  aus,  die  dem  Quadrate  der 
Sntfienrang  r  uagekebrt  proportionel  ist:  aber  bi#r  tritt  zugleich 
der  ganz  abweichende  Umstand  ein,  dass  die  Richtung  derlLreft 
nicht  in  der  verbindenden  geraden  f^inie,  sondern  senkrecht  ^es^en 
die  durch  fi  und  die  Kicbtuns^  von  </»  gelegte  Kbene  iüt,  und  dass 
ausserdem  die  Stärke  der  kral't  nicht  von  der  Entfernung  allein, 
Bonders  sngleieb  tob  dem  Winkel  nbbäogt,  welchen  r  mit  der 
Richtung  von  di  M^ebt.    Nennt  mn  diMen  Winkel  &,  wo  iet 

sm  9^  ftd9  bewegenden  Kraft,  welche  d$  auf  fs  ans- 

ilbt,  und  eben  se  greia  ist  die  tob  auf  das  Stroaielenient  d*  oder 
dessen  pomlerablen  Triger  ausgeübte  Kraft,  deren  ftiebtung  der 
enteren  enfe:e2:en^esetzt  parallel  ist. 

Wenn  man  mit  Ampere  annimmt,  dass  zwei  Elemente  von  gol- 
vaniscben  Strömen  äs  ^  tU'  m  der  sie  Terhindendea  geraden  Linie 
•ansiebend  oder  nbeteeaeBd  anf  eiBoader  wiikea^  so  BÜthigea  uns 
die  Enebeinnngen^  dlMO  Kräfte  gWeblrile  dem  Quadrate  der  Eitt- 
ftmang  ugekebrt  pioportioBnl  in  eetnoB,  sagleieb  aber  < 
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jene  eine  etwas  verwickelte  Abhängigkeit  von  der 'Richtung  der 
Stronelemente. 

,  Wir  werden  uns  in  dieser  Abhandlunj^  auf  die  drol  ersten 
Fälle  oder  auf  solche  Kräfte  einschränken,  die  sich  in  der  Richtuncr 
'  der  geraden  Linie  zwischen  dem  h.lcmente,  welches  wirkt,  ud^ 
*  demjenigen,  auf  welches  gewirkt  wird,  äusiern,  und  schteehtbln  de« 
iQwadrat  der  Entfernuhg- umgekehrt  proportional  stnd,'obwekl  meh- 
rere I^clirsätze  mit  geringer  Veränderung  auch  hri  drn  amiern  Fäl- 
len Diro  Anwendung  finden,  deren  ausfüitriiche  Eotwickeiuog  einer 
uuUeru  Abhandlung  vorbehalten  bleiben  muss." 

'  •  ■.  ' 

In  ded 'astronomischen  Nachrichten  Nr.  418  findet  nick: 

Beweis  des  von  .larohi  gefundenen  Lehrsatzes,  dass  ein  flüssiges, 
sich  um  die  eine  Axe  drehendes  >>phäroid  von  drei  yerschiedeoen 
Uuuptaxen  im*  Gleichgewicht  sein  könne,  von  T.  Clausen. 


Praktische  Mechanik. 


'  Notions  de  stntiqne  et  n^conique  industrielle.  Par  Pey  r^.  8.  5  Fr 

« 

Trait^  d'llydraulique,  a  Tusage  des  ing^eurs.  Pard'Attbflisr 
son  de  Voisins.   2e  äd.   8.   9  Fr.  '  , 

€onn  de  dessein^lin^ire  appliqu^  au  desseiu  des  machines.  Per 
C  Armengand.  4.  6  Pr.  « 

The  Mechanics  of  Engineering.  Bj  Wh e well.  London. 
8.  9  s. 

Memoria  sulla  relazione  tra  le  acque  dell'  Arno  e  quelle  dejia 
Chiana,  del  contc  Vittorio  Fnssombroni,  inserita  nella  parte 
Diatematica  del  tomo  XXli.  delie  „Memorie  della  Societä  italiana 
delle  Bcieuse  residente  in  ilederN^*'.  Seeaiida  ediaione.  Fireatei 
1840.  8. 

Handbok  i  Praktisk  Mekanik  nf  Arthur  Morin.  Öfwersatt, 
under  iakttagande  af  alla  tormlers  och  tabellers  reduktion  ei'ter 
Sweuskt  viltt  oeh  wigt-system,  oeh  ned  hetjdliga  tillägg  ftrüBll  «f 
'  J.  S.  llai^ge,  P»of.  wid  Bergs-SkoUo  I  Fahlon.  Stockhola,  8.  8  Rdr. 


Optik. 


Dioptrische  UnteriiiebVBgett  tob  C»  F.  Gaaaa.  Gttib* 
IfMi.  1841.  4.  8  ggr.- 

4 


37 

Diese  sciiünen  Untersucbuoffen  des  berühmteD  Vfs.  baben  vor- 
züglich den  Zweek,  bei  den  bekaonteD  eleganten  Pnrneln  von 
tes,  Enler,  Lagrnnge  und  Möbint  die  Dicke  des  Glnscs  zu  berück-' 
sichtigen,  so  wie  auc^  eine  gpenauere  Feststellung  Mehrerer  dioptri- 
schen  Ciniodb^rifle. 

D.  Brewflter,  K  treatise  on  the  niicroscope.  London^  8.  6  a. 

Principea  de  perspective  liadaire.  Par  Bacillen.  4.  5  Fr. 

Bouillon,  Prindpes  de  perspeeHye  llndaire,  opplirju^t  d*aM 
wanierc  m^tbodiooe  et  nroffressive  au  traoe  des  fiinireif  Paris. 
1840.  4.  5  Fr. 

In  den  astronomiscben  Nachrichten  Nr.  415  und  Nr.  417  findet 
man  swei  sclidne  Aufiiitse  Ton  Bassel  nad  T.  Clavsen  über  die 
OrmidforsMia  der  Dioptrik. 


Astronomie. 


Von  Biots  trefüchem  Traie^  <<lteeBlaii«  VAstroronIa  pkyai^ 
«fsokeint  jetst  eine  dritte  Ausgabe. 

Beitrüge  inr  physischen  Kenntniss  der  bininlischen 
Körper  im  SonnensTstem  von'  W.  Beer  und  i.  H.  Mädler. 
Weimar.  1841.    4.    1  tblr.  lö  gerr. 

Theils  neue,  theih  in  Srhiimiichers  astronomischen  Nachrichied 
schon  veröffentlichte  Aulsätze,  hier  von  Neuem  abgedruckt. 

H  y  m  e  r  .s'!>  Elements  of  tbe  TheoiT  af  Astren^ttT.  Saeand  adi* 
tioB.  Caab.  1840.  8.   14  s. 

De  correctione  elenientorum  Veneris  et  Mercurii  ex  observato 
traaaitM  »er  Soleni  Dismisitio.  P.  l-^lf.  Praes.  Mag.  A.T.  Bar- 
gUs;  Respp.  J.  L.  Ringaall,  J.  W.  Lindblad,  -6.  N.  Laid- 
qalst  et  4»  O.  Carlsberg.  Dpsaliae.  4. 

0*Brien*s  MatbemaHeet  Tracts.  Part.  I.,  on  fjapfaee*s  Coeffi- 

cieots,  tbe  Fi^rure  of  the  Earth,  the  Motion  of  a  rig^id  body  abont 
its  Centre  of  GraYitf ,  aad  Precession  and  Nntatian.  Cami.  184(|. 
S.  4  s.  6  d. 

<|aetel«t,  8ar  la  langitnde  da  l^Olmerrateira  rayal  de  Bra- 
lalles.  4. 

Descrizione  dcl  circolo  meridiano  delT  J.  R.  Ossenratorio  dl 
Pado?B^  seguita  da  uu  cataiogo  di  stelle  fisse  per  l'aano  1840, 
dlstribvita  In  aoae  rapporl»  alla  decliaasione.  Parte  prisM,  eanla^ 
aiBta  le  al«lla  dall'  a^ftatara  fiaa  al  10*  di  daaKaMiaM  kavaal« 
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Di  Giovanni  Santini.  Padova.  1840.  4.  Eslratta  dal  yol.  V.  de 
y^'fnoTi  Mggi  deJr  accadeoiia  di  Padova.** 

Mesure  U'un  arc  de  parallele  luoyeo-  eirtre  le  pole  et  T^quateor. 
Par  le  colonel  Broosseand.-  Ltnogoi.  4.  ^ 

Caicul  de  navigation  ä  Tusage  des  nfficiers  de  la  aiariDe  auur- 
chande  et  des  capitaiDe«  au  cabotage.   Nantes.  8. 

A  Treatite  on  Naviffation  and  Nantical  AstroDomjr  by  Edward 
Riddle.  3d  Bdition.   8.   13  i.  bound. 

J.  Lamont:  Jaiirbucli  der  KöDiglicheo  Sterowarte 
bei  München  für  1841.  .Vierter  Jabrgaog.  Müncben.  8. 
1  Thlr^ 

Die  EiDricbtun^r  dieses  Jahrbuchs  kann  im  Allgemeioen  als  be- 
kannt vornusi2:cäotzt  werden.    Auf  die  astruoomische  Ephemeride 
folgt  ein  vür/ügiich  in  Bezug  auf  Uaiern  sehr  vollständiges  Ver- 
seichniss  geographiseber  Positionea,  io  welehem  die  in  Bogen  imd 
Zeit  angegebenen  Längen  für  Baiern  von  dem  Meridian  der  Stern- 
warte bei  München,  für  die  übrigen  Punkte  von  dem  Pariser  Me- 
ridian an  gerechnet  sind.    Daon  folgen  gesetzliche  Bestimmungen 
über  das  baieriscbe  Alaass  und  Gewicht,  Zusammeostellung  neuerer 
MuasB-  and  GewiebtseinheiCen ,  MeilennaaMse ,  gesetzliche  Bestim- 
mnngcn  über  das  Miinzwesen  in  verschiedenen  Ländern  mit  beson- 
derer  Rücksicht  aut  'den  süddeutschen   Zollverein,  und  fast  der 
ganze  übrige  Theil  des  Buchs  von  2S.  91  bis  8.        ist  der  Meteo« 
rologie  gewidmet.  Zuerst  Beobaebfungen  der  Kdoiglicben  Gericbta- 
firate  io  »aiern,'  wobei  zugleich  die  vuu  dem  Vf.  auf  eigenthümlicho 
Weise  construirten  Barometer  beschrieben  werden,  welche  die  Kö- 
niedlich  Baierschen  tiericiitsarztc  zur  Anstellung  der  ihnen  aufge- 
tragenen, vierteljährig  au  die  Sternwfirte  einzusendende u  Beobuch- 
tuDgen  noch  nod  oeeb  eänrntlicb  erlialten  solleu.   Welche  grosio 
Ansdehoung  scbctn  jetzt  diese  Beobachtungen  gewoooen  haben,  geht 
daraus  hervor,  dass  schon  an  271  Punkten,  die  in  dem  Jahrhuche 
namentlich  angegeben  werden,  in  den  verschiedenen  Provinzen  des 
.Staates  yon  (ien  Gerieb tsärzten  Beobachtungea  angestellt  werden, 
"  Bod  dais  iich  schon  an  78  Orten  neue  oder  Torificirte  Instrumeoto 
beifiodeo.   Alle  diese  von  dem  thäti^en  Vf.  getroffenen  Einrichtun- 
gen verdienen  anderen  Staaten,  wo  von  den  Kreis -Physikern,  oder 
wie  diese  Beamten  sonst  beissen  mögen,  vorschrift^mässig  meteoro- 
logische Beobachtungen  angestellt  werden  müssen,  znr  Nacbabmnng 
empfohlen  zu  werden.  Nur  wenn  diese  Beobachtungen  überall  zu  so 
viel  als  möglich  mit  einander  übereinstimmenden  i2eilen,  mit  guten 
vorher  gehörig  mit  einander  verglichenen  Instrumenten  angestellt 
und  der  oberen  Leitung  und  Controlle  eines  mit  dem  Fache  ganz 
▼ertranten'  Mannes  wie  To  Beiern  nnterworfen  werden,  künnen  die- 
selben der  Wissenschaft  wahrhaften  Nolneo  bringen.  Ferner  giebt ' 
der  Vf.  Nachricht  über  einen  noch  besonders  von  ihm  gestifteten 
meteorologischen  Verein,  und  liefert  hierauf  einen  sehr  lesenswer- 
then,  populär  geh&lteiien  AnfiMfts  über. die  sweekmässige  Anstellung 
meteoroiofpieber  Beobaebtnngen,  welchen  wir  allen  angehenden 
Beobachtern  aus  Uebcrzeugung  empfehlen.    Nach  Mittheilung^  der 
▼en  dao  HitgUedexo  des  meieDrologischea  Vercioa  bis  jetat  an  die 
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Sternwarte  eingesandten  Beobachtungen  und  der  uuf  der  Sternwarte 
aelbat  ia  den  Jahnn  1825 --»Itai  ungeatellteii  BeobtehCiiDgen ,  »na 
denen  sicli  die  Höhe  von  MOncben  (Baroneter  der  Stern wurie)  iihor 
dem  Meere  im  Mittel  1576  Pariser  Fuss  ersriebt;  wird  endlich  noch 
von  der  Verbindung  eines  grossen  magnetischen  Obsenatoriums  mit 
der  SfenwarCe  Nuchrichc  gegeben,  welebet  dureb  die  Momfifens 
Seiner  Majestät  dee  Köaigs  und  Seiner  KSnl^ieben  Huhcit  det 
Kronprinzen  mit  den  grössten  Mitteln  ausge8tntt(>t  und  in  der  Mitte 
des  vorigen  .Iithros  vollendet  worden  ist.  Die  im  August  vorigen 
Jahres  begonnenen  magnetischen  Beubachtungen  werden  täglich  von 
'6  Cbr  Morgens  bit  6  übr  Abende  jede  Mtnnde  naeb  mittlerer  Göt* 
tinger  Zeit  gemacht;  die  Nacht  hindurch  wird  alle  zwei  Stunden 
der  vSfnnd  der  Instrumente  aufgezeichnet;  jeden  Monat  trifft  ein 
Termintag,  wo  ^  Stunden  hindurch  alle  5  Minuten  die  Declination 
und  alle  10  Minuten  die  Uorizontul-Intensität  bemerkt  wird.  In  so 
gnwußT  Anndehnnnff  «nd  Vnlbtindigkeit  werden  nniers  fVimen« 
nie  aagnetisciirn  Hcobachtungen  noch  nirgends  angestellt.  Möge  der  so 
thätiere  und  kennt  nissreiche  Vf.  in  seinem  Eifer  nie  erkalten  und 
immer  durch  die  kräftigste  bei  solchen  Unternehaiongen  so  notb- 
^ndige  Geunndheit  nnte^tötst  werdet»! 

J.  F.  Encke:  Astronomische  Beo!):irli  tun  gen  auf  der 
Sternwarte  zu  Berlin.   Erster  Bnnd.    Berlin.  1840.  5  Thir. 

Eine  höchst  .crfrealicke  und  wichtige  Erscheinung.  Die  Einlei- 
tung entbllt  din  lletebreibang  der  neuen  Berliner  &mwnrte  und 
ihrer  wicbtigiten  Instrumente,  nsnentlich  des  neuen  gftossen  Me- 
ridiankreises von  Pistor,  nebst  trefflichen  Abbildungen  des  Ge- 
bäudes nach  allen  seinen  Theilen.  insbesondere  auch  der  Kuppel 
und  des  Meridiankreises.  Hierauf  folsen:  1.  Beubachtungen  mit 
dea  Pistoi'neben  Meridiankreise.  1896.  April  16.  —  1839.  Aug.  tl.  — 

2.  Beobachtungen  am  Durchgangsfernrolir  von  Ost  nach  West.  — - 

3.  Meteorologische  Beobachtunsrcn.  (IS^Vö  Januar  1.  —  1839.  August 
31.  Thermometer  R.  Barometer.  Wind.  Wolken.  Dreimal  täff- 
lieb.)  —  A,  Maffnetisebe  Beebnebtongen.  (ISSi.  Mn»  11.  ~  lOT. 
Aagttst  31.)  —  9.  Beobachtungen  mit  dem  Refrector  und  den  be- 
weglichen Instrumenten  (Doppelsterne;  Messungen  der  Planeten- 
durchmesser; Sternbedeckungen,  Sonnenfinsternisse,  Planetendurch- 
gänge u.  s.  w. ;  Beobachtungen  des  Coiocteu  vuu  Poos  oder  viel- 
■ebr  Enclu.  1818).  . 

OnnnnistMMse  dm  t«»f§  fom  l'an  1843.  Paris.  8.  7  Fr.  SO  c 

•  L'Annuaire  du  burean  des  loogitudes  ponr  Pan  184D,  attgsient^ 
de  notiees  scientifiques  par  Arago.  Paris.  \%,   1  Fr. 

Atlas  des  ph^noraenes  Celestes,  donnant  le  trace  des  moure* 
ments  apparents  des  planetes.  Par  Dien.  Aooee  1841.  Paris.  4. 
15  Fr.  «-  ^ 
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Physik. 


Gb  Sdierling:  Leilfaden  bei  UBterrichte  in  der 
Physik,  für  Real-  und  höhere  Bfirgerichnlen.  %t  Cmreas. 
Lübeck.  1840.  8.   15  ggr. 

H.  Birnbamii:  Die  BeffrüadttDg  der  ersten  Kenntniese 

in  der  Physik  oder  mecliaBisebeD  Naturlebre  für  Schule 
nDd  Haus  des  B ii r^e rstan des.  Braunsrl)weij^.  1841.  8.  15  g'arr. 

Ein  gutes  Buch,  dem  wir  recht  vielen  Kingang  in  gebildete 
(denn  andere  lässt  sein  Inhalt  nicht  zu)  Familien  wünschen.  Jedoch 
'  Biimen  wir  amdrScklich  bemerken,  daas  anr  der  eigedtUeh  aieehft- 
Bische  Tbeil  der  Physik  in  dessen  Kreis  gezogen  Bad  die  Lehre 
von  der  Wärme,  der  Electricität,  dem  Magnetismus  und  dem  Lichte 

Sauz  unberücksichtigt  geblieben  isl,  welches  wahrscheinlich  durch 
ie  Worte:  mechanische  Naturlehre,  auf  dem  Titel  angedeutet 
werden  aoll,  aber  dem  sonstigen  Begriffe  der  Bechanischen  Natur- 
lehre (S.  z.  B.  E.  G.  Fischers  mechanische  Naturlebre)  nicht  gemäss 
ist.  Zweckmässig  und  der  allgemeineren  Verbreitung  des  Buchs 
förderlich  wäre  es  gewiss  gewesen^  wenn  auch  die  Lehre  von  den 
sogeoaBBten  Imponderabilien  mit  anffireoonimen  worden  wire.  Auch 
dftrfte  ea  selbat  noch  in  unserer  Zeit  nicht  ganz  ohne  Nutzen  |i;e- 
wesen  sein,  wenn  der  Vf.  einige  Rücksicht  auf  seines  Landsmannes 
(wenn  wir  nicht  irren)  Hellmuth  Volkjoaturlehre  zur  Vertilgung 
des  Aberglaubens  genommen  hätte. 

Deguin,  Cours  ^l^mentaire  de  Pbyeiqne,    8e  dditlon.   T.  1* 
Paris.  1840.  8.  9  Fr.  .iK»  c. 

* 

NoBvean  Mannel  eenplet  de  Pbysique,  ou  Bl^nenta  abrdgds.  de 
cette  seieace.  Par  Bailly^  Nobt.  ddit.  ib.  18»  8  Fr.  50  e. 

Traiti^  ^l^mentaire  de  phyßique,  chimie,  toKicologie  et  pharaia- 
cie.   Par  Favart   2  VoK   S.    14  Fr. 

G.  Bird,  BleaeBta  of  Batnral  philosopby.  LoBdÖB.  8.  1%  a. 

Snowball's  Cambridge  Course  of  Glementary  Natural  Philoso- 

Ehy,  being  demongtrations  of  Che  Propositions  in  Mechanics  and 
If drestatics ,  for  Gandidate«'  for  tbe  ordiBary  degreew  SecoBd  edU 
tioB.   1840.   13.  4  8. 

Trattttto  elementare  di  Fisica  matematica.  Di  Emaauele  Estil- 
ler.  ToBi.  f.  Palermo.  1830. 

Lezioni  di  Fisica  di  Carlo  Matteucci,  data  Bell'  i.  e  r. BBir. 
di  Pisa  oeir  anno  1840.   Pisa  1840.  8. 

Nonyeau  Systeme  des  tOBrbiHeBa  appuy^  par  des  e.xpdrieBeM 

2 vi  d^mo'ntrent  la  r^alit^  des  tonrbilloBs  adsiis  par  Deieartea.  Pir 
iBeriBeaa.  Poiüera.  8b 
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SpiegazioM  MJa  attrasioM  diT  c*rpi  e  Me  leMri»  4i  Aato- 
■io  Pontillo.  VeroDt.  189».  & 

Sopra  rideniita  deU'  atlrazione  motecolare  coli*  astronomica; 
Opera  ael  cav.  Leopolde  Nohlli  di  Reggiu.   Modeoa.  1840.  4. 

Pneumatic^«  containing  an  Analysis  ot'  tlie  MecLanical  Pro- 

terties  of  aerial  fluids,  witli  a  üescriutioD  ut'  Pucumatic  Machioes, 
yliugoReid.   Edioburgb.  1840.   8.   2  s.  clotb. 

Storia  deir  Glettricitk,  di  Atttoaio*  CarAoTale  Arella.  Ales- 
aaadria.  1830.  8.  .Vol.  1.  11. 

Relasiooe  storieo-critiea  aperiMeatäle  aoH*  Elettro-MagaetiaHO 
del        Fraaeeseo  Zaatedeaclii.  Veaesia.  1840.  8. 

A.  Quetelet,  Secead  Mdmoire  aar  le  aagn^aie  terreatre  eo 
Italie.   Bruxellea.  4. 

—  Sar  r^tat  du  nag^^tisme  terrestre  a  Brazellea  BeB4aat  lea 
domo  aoD^  de  1827  ä  1830.  UrMsellea.  4. 

Loop.  Nobili,  Queatioui  aul  31aga«tiamo.   8.  Modeua. 

 Nuovi  trattati  lopffa  U  Calorieo,  rfilettrieitii  od  il  Hagae- 

8.  Ibid.  0  L. 


Klaaprecbt:  Die  Lehre  vom  Klima  ie  laad-  aad  foraU 

wirtbscbaftlicberBezi  eh  OB  ff.  Karlsruhe.  1840. 8.  lTblr.4ggr. 

Bildet  die  vierte  Abtbeilung  des  Lehrbuchs  der  laiid-  und  furst- 
wisseDscbaftlichen  iNaturkunde  von  J.  Cb.  Hunde^bageo,  und  ent- 
hält eine  gute  Zusammeüstellung  der  betrelleoden  Cegenstäude» 
obae  ebea  die  Reaaltale  eigaer  CmterancbaDgeo  mittatbeileB* 

F.  A.  Schneider:  Beiträiro  zur  Astro-Meteorologie 
uder  über  den  mutbmassliche  u  Eiufiuss  des  Standes  der 
Pluoeten,  Cometen  etc.  auf  die  uieteoroliigischen  Er- 
acheinuu^en  an  der  Brdoberfl&ebe.  Leipzig.  1840.  4.  8  gg^. 

Der  Vt.  will  die  höchst  wichtige  Entdeckung  gemacbt  ha- 
ben, dass  der  Luftdruck,  die  Wärme,  die  VViudrirhtunafeli  etc.  be- 
recbiuet  werdea  könneo,  wenn  man  die  meteorulogiscbeu  Beobach- 
taagea  bei  SoBaea-Aai-  oad  üatcrgang,  bei  Mood-Auf-  aod  Da- 
tergang,  zu  der  Zeit,  wenn  der  Mond  das  neue  Liebt  empfangt, 
und  12  Stunden  später  anstellt  und  die  Ergebnisse  dieser  Beobach- 
tungen unter  andern  auch  so  zusammenträgt,  das»  dabei  der  fiktaad 
der  Planeten  berücksichtigt  wird!!  % 

Glaube  diea  dem  Herro  Reebaoonratbe  wei^a  wiU  nad  kaoB. 

Später  ist  noch  eia  Macbtrag  aa  dioior  Schrift  cracbieaeB.  Ber- 
lin. 1m1.  4.  4  ggr. 

A.  poetelet,  Resume  des  observutiuns  meteorologi^aea  faiica 
ea  1880  b  rObaefratoiro  royal  de  Brazollea.  Braaelloe.  4. 

A.  üuetelet,  Deoziime  Memoire  aar  lea  variatioaa  aoouelles 

4* 
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(Ic  la  temp^ralare  de  U  terre     düite«Dtes  pMfoadteara.  Brn- 

xelies.  4. 

A.  Qaetelet,  Gatalogiie  dM  priDcipaux  appurilioiit  d*dtoiles 
filanteg.  llniselloi.  4. 

Discours  sor  rensenible  des  phenomemes  qui  se  sont  manifestes 
a  la  inurfitee  du  fflobe  deptiis  ton  origine  jusqu'a  r^poque  actaelie. 
Par  le  vicomte  d*Ar«hilJe.  4  . 

Sulla  necessita  di  stabilire  un  regolare  sistemu  di  osservazioai 
di  Fisica  terrestre  ed  atiuost'erica;  memoria  letta  alla  sezione  dt 
fiaica  nella  pruaa  rinnione  diBgU  leieniiatl  Uallam  dal  eav.  ?•  Ao- 
tiaori.  Firense.  1840.  & 

Deuk Würdigkeiten  aus  dem  Leb,en  Sir  Humpbry  Da- 
vy*8»  herausgegeben  von  seinem  Bruder  John  Davj.  Deutsch 
bearbeitet  von  D.  C.  Ntoabert.  Eingeleitet  von  0.  R.  Wag- 
ner. 4  Bände.  (Der  erste  mit  Davra  Bildniaae.)  Leipsifr. 

1840.    8.    5  TbJr.  12  ggr. 

Schade,  dass  der  sehr  hohe  Preis  dieser  wohlgelungeoen  lieber- 
setsnng  der  Lebenabeaehreibnng  eines  der  grSssten  Natnrforseber 

4er  heuern  Zeit  viele»  denen  dieselbe  im  höchsten  Grade  interessant 
und  lehrreich  sein  muss,  abhalten  wird,  sie  zu  kaufen.  Durch  eine 
bessere  Oekonomie  des  Drucks  würde  gewiss  ein  uiMiigeier  Preis 
möglich  zu  inacheu  gewesen  sein. 


Vermischte  Scbriften. 


,  Der  Jabreabericbt  für  die  Mitglieder  der  Hamburger 

Gesellschaft  zur  Verbreitung  mathe matiseber  Kennt- 
nisse (Februar  1841)  enthiilt  die  folireudcn  Aufsätze: 

1.  Ccber  die  Nuchwcisung  der  gegenseitigen  Lage  von  zwei 
Ebenen  von  der  BeschalTeuheit  der  für  sie  geffebenen  Coordinaten- 
Gleichnngen  von  dem  Herrn  Major  Dr.  6.  W.  nüller  zu, Hannover. 

Der  Zweck  dieses  sehr  beacbtenswertben  Aufsatzes  ist  in  der 
Kürze  folgender.  Wenn 

die  Gleichungen  zweier  übeneu  (für  rechtwinklige  Coordinaton) 

sind,  und  (p  den  Neigungswinkel  dieser  beiden  Ebenen  bezeicbDet»  80 
wird  in  der  analytischen  tieumetrie  bekanntlich  die  Formel 

 JA"  +  BIf  ^  CC  . 

eos  9  l/(:4»+/?M-t'''')  (.i  -  4-/^2 4-6-*) 
bewiesen,  aber  meistens  kein  Criterium  angegeben,  wie  man  den 
den  Winkel  g>,  der  natärlicb  zwei  Werthe,  einen  spitzen  und  einen 
stumpfen  haben  kann,  zu  nehmen  hat.  Bin  solches  Criterium  anzu- 
geben ist  nun  der  Zweck  dieses  Aufsatzes  und  der  von  Herrn  Ma* 
jor  Dr.  Müller  zu  diesem  Uehuf  aufgestellte  Satz  ist  folgender: 
Wenn  man  unter  9)  den  Meigaogiwinkel  der  beiden  Ebeoen 


I 
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SegcB  MMBdter  Tenteht,  im  dessen  Oeffbong  der  Aeietig  des  zuiu 
mndc  gelcp^ten  Coordioatensystems  liegt  (die  Pille,  wo  4er  Aa- 

faog  der  Cuurdinaten  in  drr  DuroliscIiDittsliuie  der  beiden  Kbeseo  ' 
lie^ft,  werden  ausg^escLlossen),  üo  niuss  für  9)  der  spitze  oder  fltoaipfe 
Wiokelwertb  genomiDeo  werden,  je  naclidem  der  Quotient 

JJ-  +  /Jß-  +  CC 
DU 

negativ  oder  positiv  ist. 

Ef  wäre  wünsckenswertb,  diesen  Satt  auf  scbiefwinkliffe  Coor- 
dinateosyeteme  sa  emvitm,  wir  die  Leier  dee  Areßvi  aal- 

Ibrdern  möchten. 

2,  lieber  einige  Eigenschaften  der  um  Farabelo  durch  Tangen- 
ten beschricbeuen  Dreiecke,  von  Uerrn  Director  C.  liiinker  so 
Hamburg. 

Dieser  Aufsatz  enthält  eiatge  recht  naflte  Bigeaaehaftea  der  Pa. 
rabel,  von  denen  die  meisten  wohl  bis  jetzt  noeh  aicfct  bekannt  ge. 
wesen  sind.  Einiges  ans  diesem  Aufsatze  babea  wir  ia  dieaem  Hefte 
uuter  den  Uebungsaufgoben  nirgetheilt. 

3.  Biaige  aieelMaitdia  Aufgabea  va«  Harra  B.  ^aha  an  Ham- 
bmi^,  nämlich  folgende: 

a)  Wenn  ein  Schacht  bis  zum  I^1ittel|iuiikte  der  Erde  reichte 
und  ein  ^itein  hineinfiele,  die  Relation  zwischen  Zeit,  Raum  uad 
Geschwindigkeit  des  fallenden  Körpers  zu  linden. 

b)  Dea  Draeii  auf  daa  Badaa  aiaer  cyliadrkeken  Wanerslete 
a«  fiadea,  der  rieb  va«  Mittalpaakta  dar  Ma  bia  aa  ihrar  Ober* 
fliehe  erstreckt. 

c)  AngeoomDien,  dass  sieb  eben  so  eine  Luftsäule  vom  Mittel- 
paakt«  der  Brde  bia  za  ihrar  ObaiiMa  antreekt,  so  soll  die  Dich- 
tigkeit dar  Laft  far  Jede  BotfeiMBg  vom  MittelfMinkte  gefaadea 
werden. 

d)  tiin  massives,  aus  einer  cjlindrisclien  Scheibe  bestehendes 
Schwungrad,  dessen  Halhmesser  =  r,  Dicke  =  hy  Dichtigkeit  =  ^, 
Harne  =s  itf,  bewefft  aicfc  mit  der  Wiakelgaacbwindigkeit  ai  an 
aeiae  Axe;  es  soll  (Da  Entfernung  <  vaa  der  Axe  gefunden  werden, 
we  eine  der  Rt  wegung  direct  entgegengesetzte  Kraft  Mm  =  üfcia 
das  Schwungrad  sogleich  zur  Ruhe  bringen  würde. 

e)  Um  die  Welle  eines  Schwungrades  der  vorher  aqgegebenen 
Alt  ist  ein  Seil  gewaadea ,  woraa  «ia  Gawiebt  ss  a»  dar  Bewa- 
irung  des  Rades  entgegenwirkt;  es  soll  die  Relatfaa  awiaehea  dar 
Zeit  and  der  restireudea  Geacbwindigiteit  gefaadaa  wardea. 

« 

Memorie  della  R.  Aeeademia  dalla  aeiense  di  Torino. 
Serie  seconda.   T.  I.   Toriaa.  1889.  4. 

Hierin  folgende  Abhandlungen: 

Observations  tbermoai^ques  faitea  a  S.  Jean  de  MaarieaBa 
depuis  1826  a  1838.  . 

MdaMiira  aar  lea  ra(>ports  eatre  le  poavair  «aadaetaar  des  li- 
qaidea  iwar  lea  eaaranä  electriques  et  la  ddeampaailiaa  cUmiqae 

qn'ils  en  ^prouvent  par  Botto  et  Avogadro. 

Memoire  sur  Toquilibre  dea  ceWoaeg  far  Pagani. 

NoTi  Commentarii  Academiaa  aeiaatiaram  laatitvii 
BoaoBiaaiiB.  T.  IV.  Faic  2.  Boaaaiae.  1839.  4. 
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Hierin  AloyiU  CaiineUi  Diiquliitio  «lalytica  in  fimctioBeM 

log  (n-«y"' 


Preisanfgaben 


Societuü  Jablouoviaoa  Las  juropoait  auaestiunes,  a.  1841 ,  1842  et 

II.  E  discipIiDis  physicts  et  mathematicis. 
In  annum  1841.  ,,lmpeaimeQti,  quo  fluinen  electricum ,  quod 
vocant,  retardatur  iu  transeundo  vel  per  corpora  liquida,  vel  a  cor- 
poribus  liquidis  ad  solida,  separata  comparatio  iostitaaCnr  exacts 
■•Dsara  in  iis  lif|uidis  metalHsqae,  qaae  mazine  in  usn  snnt  ad  ex- 
perimenta  gnlvanica  vel  electrochemica." 

In  auDum  1842.    ,,Testibu8  bistoriae  tnutbeseos  scriptoribus, 

(  HuttoaetCbasles,ab  inUio  saecuU  XVI.  in  Germania  Status  al- 
gebrae»  si  ab  aequationibns^tertil  ordinis  disceiMriii,  tarn  prönotus 
erat,  nt  baec  doctrinn  in  patria  nostn  aagis  ezcnlta  videretur  quam 

.  in  ipsa  Italia.  Jam  vero  ex  illo  tempore  quum  unici  Cbristopbori 
Rudolfli  Javerani  nomen  et  opera  ad  nos  perveneriut^  qui  exempls 
sua  e  biiiliulbeca  Vindobonensi  buusisse  fertiir,  qiiueritur  uu  uote 
illnm  jam  „coMistae"  germanici  fuenint,  qui  proprio  Marto  «rtem 
promoverent.  Quod  ut  dündicctnr,  opus  erit,  ut  in  MSS.  inedit» 
bibliotbecarum  Norimber^ensiom ,  Vindobonensium ,  Monacensium 
aliorumque  inquiratur  (Ct.  Drobiscb,  de  Joannis  Widmanni  Ege* 
rani  arithmetica  ■•Katoram.  Lipa.  1^40)." 

in  an  nun  184^.  „Recenseantur  methodi  gravioris  ■OMnti» 
tem  anulyticae,  tum  syntheticae,  inde  aMon^ii  aetate  in  geometria 
invciitac,  quibusque  finibus  omnium  ac  singularum  firugifer  uw  cir- 
Gumscriptus  sit,  doceatur." 

Ad  cominentationes  qnnestionibns  leaponBaru  Latina  liogua,  ant 
Prancogallica,  «nt  Germanica  nti.  licet;  eunctas  vero  luenlenter  acrl- 
ptas  et  pnginnrum  notis  sip^natas  esse  oportet.  Praeterea  roonemus^ 
addendain  esse  scbedulam  obsij|^Datain ,  quae  intus  tiomeu  aucturiü 
indicet,  babeatque  simul  extus  inscriptum  guomeu  eamdem,  quae  in 
.  'conimentationis  limine  comparet.  Pretium  commentationi,  qnae  prne- 
Biio  digua  declarabitur,  constitutum  estnnmna  aureus  vigioti  quatuor 
ducatorum.  Quod  ad  primas  commentationes,  in  a.  1841  propositas 
attinet,  eae  ante  mensis  Novembris  bujus  anni  fiuem  .ad  Societatis 
Ii.  t  Secretarinm,  Frid.  Cbriat.  Aug.  Hasse,  Doetr.  Hbtor.  A6- 
zilL  Pro£  ord.,  gratis  mittendae  sunt. 

Preisaufgabe  der  französiscbea  Akademie. 

Truuver  les  ^quations  aux  limites  que  Ton  doit  joiudre  aux 
di|iiation8  ind^finies  ponr  dftermlner  co^pl^tement  les  mazii^  et 
niinima  des  integrales  multiples. 

BinUeferungstermin  1.  AprU  1842.  Preis  dm  Fr. 


*)  Wollen  gelehrte  Gesellschaften  und  Akademieen  mir  die  Programme, 
wcwin  sie  ihreneisaulguben  bekannt  ntaehcn,  rasenden,  so  sollen  dieselben 
aogbich  in  d«m  Ardüve  cn  ibrer  weiteni  Verbreitung  abgedruskc  werden. 
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Inhalt  des  zweiten  Bandes  des  Cambridge 
Mathematical  Journal  *). 


Plane  Geometry. 

Od  the  elementary  principles  of  the  application  of  algebraical 
Symbols  tu  Geometry.  By  J},  F,  Gregory,  —  Oa  a  symmetricai 
forai  of  the  equutio«  to  tbe  Parabola.  —  IraBonstratioiii  •!  expres- 
sioBS  lor  the  area  of  a  triaogle.  —  Problem  „Givea  tbe  ii^  |Mirt 
of  a  straight  line  to  find  tlie  part."  —  Demonstrations  of 

two  {tropcrties  of  tbe  abscissae  ot  the  angiilar  pniots  of  a  polvgon 
circumscribiog  a  parabola.  —  lavestigatiun  of  tbe  ffeneral  eauation 
to  diametral  eonres.  —  On  the  'geaeral  theory  ef  Ae  loci  er  ennri- 
.  linear  intersection.  —  Od  tbe  general  ioterpretation  of  equatioM 
betwofii  two  ?ariable8  in  algebraic  geometry.  By  ^V.  Walton.  — 
On  the  general  tbeory  of  multiple  points.  By  \V.  Walton.  — 
Simple  demoDStratioD  of  a  propertv  of  tbe  conic  sectioos.  —  Od  tbe 
ezisteBce  of  real  asymptotes  to  impossible  hraDehcs  ef  evrves.  — 
Od  a  tbeorem  in  tbe  creometry  of  pnsitinn.  —  Aealydflol  4em0B* 
•tratioDs  of  Stewart's  tbeorems.  By  Jt,  JL,  Eil$9, 

Analytieal  Geometry  of  three  Üimensions. 

Ob  the  nnmber  of  normals  wbich  can  be  drawB  froei^  a  gi?eB 

point  to  an  al^ebraical  surface.  By  V.  Terquem.  —  fnvestigation 
of  the  locus  ot  points  for  whicb  tbe  sum  of  tbe  Squares  of  the  nor- 
mals drawD  from  tbem  to  a  surface  of  tbe  secood  order  is  coDstaot. 
Ey  Terqmtim,  —  GooditioB  that  •  sorfiiee  shoold  be  toocheil  hy 
B  plane  in  a  curved  line.  —  AppUcaCioDi  of  tbe  netbod  of  spherical 
co-ordinates.  —  On  tbe  perspective  of  the  co-ordinate  planes.  —  On 
tbe  lines  of  curvature  in  au  ellipsoid.  By  H,  Ellis, —  Geome- 
trical  ioterpretation  of  Lagraoge's  condition  io  the  tbeoij  of  maxima 
aod  BUBima  «Mf  laBctioBS  of  two  variables.  —  Symmetricai  solntioBS 
of  Problems  re8|)ecting  the  straight  line  and  plane.  Py  Georgm 
Booie,  —  On  singular  points  in  surfaces.  By  JJ»  Gregory, 

Algehra. 

Ob  the  transformation  of  an  analytieal  ezpresiioB.  <^  Researcbes 

in  the  theory  of  analvtiral  transformations,  with  a  special  application 
to  the  Reduction  of  the  treneral  equation  of  tbe  second  order.  By 
George  Boele.  —  Demonstratiun  ot  a  proposition  in  tbe  tbeory  of. 
Bnmhem,  —  Bspressiea  for  an^r  posittfO  integral  power  of  p  log»- 
ritbm.  —  On  tbe  expansion  of  sines  and  cosines  of  multiple  arca  ib 
ascending  powers  of  the  cosines  and  sines  of  the  simple  arcs.  — 
On  the  expreasibility  of  tbe  roots  of  algebraic  equations.  By  J, 
M,  BatkUe,  —  On  tbe  eqoation  of  paymeats.  —  Ob  the  develop* 


*)  Dl  iieses  Jonmal  wohl  in  DeotsebUind  nieht  so  blafig  fj^etesen  wird, 

wie  es  verdient,  so  werde  ich  in  der  Folge  immer  den  Inhalt  der  einzelnen 
«rsQheinenden  Hefte  vollständig  mictheilen.  Diesmal  nehme  irli  den  ganzen 
aa  eben  vollendeten  sweiten  Band,  der  die  Nummern  VI-~XiI  (Mai  1841) 
in  sieh  fust» 
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ineot  of  tbe  aquare  roots  of  numbers  bj  continnecl  fractions. 
Jimmes  Bo9$kJ      Rxlunp|€«  of       dialytic  method  of  elinuiatioi 

as  applied  fo  tcrnary  Systems  of  oquatiuns.  By  ./.  J.  SylvcMter,  — 
Praclical  rulc  for  reducin£^  n  Square  root  into  a  cüutinued  fraction. 
— ^  Oo  tbe  irrationulity  ut'  €.  —  New  Solution  uf  a  cubic  equation. 
By      C»ekle.  —  On  a  metbod  of  atgebraie  elimination.  • 

Differential  and  integ'ral  caicuis. 

Oo  Singular  Solutions  and  particular  integrais  of  differential 
equations.  By  W,  }f  aUo»,  Nus.  1.  und  II.  —  Oq  the  failure  of 
foniala«  in  the  invene  proeessos  of  the  differential  eaiculus.  —  On  cer- 
tain  theorens  in  tbe  eaiculus  of  variations.  By  George  Boole.  —  On  the 
Integration  of  linear  difforential  equations  with  constaot  coeflicieots. 
By  George  Boote,  —  8eries  for  tbe  approximote  vaiues  of  deünite 
integrais.  Oa  tbe  integrotion  of  eertam  datiei  ^  diffbrential 
eqaations.  By  iL  L,  BÜig,  Bfea.  I.  aad  11.  —  loireattgration '  of  the 
radias  of  curvature  in  polar  cvrves.  —  Demonstration  of  a  property 
of  Laplace's  coefticients.  —  On  the  integrution  of  equations  of  partial 
differential^  By  B,  Bronwiu»  —  fcivaluatioD  of  a  detinite  uiuitiuie 
integral.  By  D,  F,  Greßorif,  Renarlca  on  Poiasen'a  proef  tiat 
F  co)  can  be  expaniMd  in  a  geries  of  l^aplace's  fonctioog.  — 
Demonstration  of  the  correclness  of  Fourier's  expansions  of  func- 
tions  in  series  consistini^  of  sines  or  cosines  ooly.  —  On  certaio 
integral  transformations.    By  B.  Bronwia.  —  Note  on  tbe  deünite 

integral       2  log  {sin  6)      —  Theorem  reapecting  generol  diffe- 

■     «/  0  • 
rentials.      Extension  of  a  property  of  Laplace's  functions  to  ho- 
Mogene«»iNi  fnnetioBa  geaerally. 

'  AI ecbanics. 

On  tbe  condition  of  equilibrium  uf  a  System  of  mutually  attrac* 
tiTe  -fluid  particles.  —  Oo  a  property  of  the  bruchystrocbiioae  .wbea 
the  forcea  ar'e  any  whadioever.  —  loyestigation  of  the  aagle  betweea 
tbe  apsides  of  tbe  path  of  a  projecticle  uioving  in  a  surfacc  of  re» 
volHtioQ,  when  the  orhit  is  nearly  circular.  —  On  the  sympathy  of 
pendulums.  —  On  tbe  tautochroue  in  a  resisting  medium.  Qu  tbe 
notion  «f  a  pendalnia  wbeae  polnt  of  support  ia  distarhed.  —  Oe 
the  form  of  a  hent  spring. 

Astronom  y. 

lovestigations  of  tbe  variations  of  the  uode  aud  inclination.  — 
fScoiaetrieaf  nivestigatiaB  «he  aherracioii  ia  right  aaoaaaiM  aad 
deelinatiali.  —  Aaalytieal  aolotioM  of  probleaia  ia  plane  aalyDaaiiy* 

Light. 

Method  of  finding  the  approximate  vahtea  of  ieEaite  integralt 
whirh  occor  in  tbe  calcidations  oC  diffiraation.  Note  on  tbe  coJ- 
cuiation  on  the  intensity  of  light  at  the  centre  of  the  shadow  of 
a  smail  circular  disk.  —  On  tringes  of  interferencc  produced  by 
oblique  reflectiou  ut  the  surface  of  a  smali  mirror.  By  A,  Bell.  — 
SoMiona  of  Seoatei- Baue  Prabloiafc  . 


f 


laterarischer  Bericht 

(Ob  .dieieB  literarischeD  Berichte  in  Bezug  nuf  die  Erachei- 
nnng^en  der  matliematischen  und  physikalischen  Literatur  io  den 
Jahren  1840  und  1841  möglichste  Vollständiffkeit  zu  gehen,  ist  in 
dieser  NuBner  noch  Einigt^s,  wm  frükw  lleils  filMraclMii,  theiln 
v^riiinfig  ahsichtlich  auagelassen  wordM  war,  Mehg^tragen  wor- 
den. In  einer  der  folgenden  Nummern,  wenn  es  irgend  möglich 
ist,  schon  in  Nr.  IV.,  wird  eine  vollständige  L'ebersicht  der  iti  den 
neuesten  Bänden  —  1840  und  1841  —  der  Schriften  aller  gelehrten 
GcmIImMUd  und  Akad«aicMi  esllitlteMn  ithfrtjsAen  «ad 
pbjsiknliidi«B  AblmdlttiigMi« geliefert  wtrden),,     .  v. ' 


Geschickte  der  Mathematik. 


Uistoire  des  sciences  mathematiques  en  Italie  par  Libri.  T.  111 
et  IV.   8.1841.  SThlr.  8ggr.         "  ' 

Die  ersten  frifter  ertdueWoi  llniile  {lieiiM^  Werks  sind  be- 

kanoigdieg;:  '^'v'  '  ^  ^::'v':\      ^'-'^    ■  ■ 

Historische  Kntwickclung  des  Princips  der  Ditfe- 
reniialrecbttong  br«  anf  lelbnits  tob  Dr.  K.  J.  ^^^härdt 
OsterproglWBti  '18w       ClyidBaailäia  so  Sal^vrism 

he  well,  W.,  Geschichte  der  inductivcn  Wissenschaften,  der 
Astronumie,  Physik,  Mechanik,  Chemie,  Geologie  etc.  Nach  dem 
Engliscben  Bit  Anmerkungen  tOb  1«  J.  Lltt?bw«  8  Bde  gr.  8L 
Stuttgart;  1810.  «Tbir.  18  grfr.  f  ' 


S^teme,  Lehr-  und  W<&rt^rbadiw« 

' ' ' 

H off me ister,  R.  H.,  Leitfaden  für  den  mathematischen  Un- 
terricht in  Mittelschulen«  1.  %,  Curs.,  AritbBetik  and  Geometrie. 
18M.  gr.  8.  1  Tblr. 

SinlL  5 
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Doerk,  H.  G.,  I^brbucli  der  Matlieinatik.  fufG^mnasieD.  2.ltJ. 
gr.  8.  Elbiog.  16  g^.  (1.  «nd  3. 1830.   1  Tklr,  8  ggr.) 

Matthias,  Dr.  J.  A.,  Leitfaden  für  einen  heuristischen  Schul- 
unterricht über  die  allgemeioe  Arithmetik  und  die  geiaeioe  Algebra, 
die  Elementar- Geometrie,  ebene  TrigonoMetrIe  und  Apolloimchea 
KegelseliBitte.  3  Befte,  Z  Aufl.rgiv  8.  840.  Magdfebarg,  1  Thin 

Francocur^  L.  B.,  vollständig^er  Lehrcursua  der  reinen  Ma- 
thematik iack  ,(ter  4;  Origioitliiu^.  w  demi'raiizöa^.iibers.  und 
mit  ADmbfk.  utfd  Ziisltf2«B  Tef^.W^  Dr.  B.  Kfihi.' fl'Mid  3.  nd 
4.  Bucb  ^T.  8,  18iO.  Bern.  1  Thir.  11  ggr.  2.  Bd.  1.  Bnek  1841. 
2  Tiilr.  (1.  BüDd  1.  vu  2.  Jdiefa  1839.   I  'Fblr.  2  tfgr.) 

'*  Lehrbuch  der  atigewandteil  Mathenralrift  für  Reit- 
|[fii^B#Mt-eii  tind  höhere  BS rg«r»eliiilen.  Von  S.f>.  Baltse, 
Vt.  pftil.  bhd  Collaborator  an  der  Saldern'scben  Schule 
7U  Brandenburg  a.  H.  Zweiter  Thcil.  Statik  und  Me- 
chanik fester  Körper.   Berlin.  184L   8.    21  ggr. 

'   AMtk  lliM^'dlMl  Wmndmn  Tilel't  ' 
ir    Ij«4iii|ltt:0|^  der  Statik  utid  Meehmirk  featef  Kd'i^ev'fl? 
Realgymnasien  und  höhere  Bürgerschulen  u.  s.  w. 

Dieses  Lehrbuch  der  an ii:e wandten  Mathematik  ist  hervorgeru- 
fen wurden  durch  das  immer  bestimmter  und  unabweisbarer  herror- 
tretende  BedMrfnin  einer  grotien  Ansah!  von  Schnlem,  aehon  aif' 
der  Schule  in  einen  grössern  Theil  der  Lehren  der  sogenanoteo 
anprewandten  Sfatbematik  mit  einer  gewissen  \'oli8tändigkeit  uod 
mit  gehöriger'  B^^ncksichtigang  des  Gebrauchs  im  praktischen  Le- 
hen  eingeführt  %n  werden»  und  iet  also  aueh  ein  sehr  erfreuliehei 
Zeichen  der  Zeit.  Mach  der  Absicht  des  Vfs.  soll  dasselbe  aus  vier 
Theilen  bestehen,  von  denen  laut  der  Vorrede  der  erste  die  bür- 
gerliche uud  Stautsrechenkuust,  der  zweite  (hier  vorliegende)  die 
'  ffiech^lk.  der  drijtte  gc^pmetrisch^s  Zeichneu  und  Feldme^sea,  der 
Vierte  Asnröno'niie  und 


in'athematiaehe  Geographie  enthalten  wiri 
:cn  eines  neson '         — "  •  -  •  •  — 


Der  wegen  eines  besondem  Bedürfnisses  zuerst  herausgegebese, 
pliegende>  »weite  Thcil  enthält  die  Statik  und  Mechanik 
i^ter  Körper  mit  gehöri&^er  Berücksichtigung  des  Praktischeo  in 


\  .  zweckmassiger  KÄrze.  JSrigentUiimlicfi  ist  dem  Vf.  Mehreres  io  dar 
^  Lehre  von  den  KÄftepäaren,'  der  elementaren  Darstelfung  der  Lehre 
ypn  den  Trägheitsmomenten,  auch  bei  der  Begründung  des  Ge- 
seires der  alTgemeincn  Schwere  u.  s.  w.,  so  wie  derselbe  deon, 
^ie  p.  juus  schf^pt»  oameutlich  auch  mit  Gluck  , den  .Versuch  ge- 

'  ^  naent  hat^  mehVerä'der  wiehticrsten  Lehren  i{es.«eüh«ö^henTh«ili 
der  Physik,  die  in  den  physikalischen  Lehrhdehern  und  bei  den 

Ehysikalischen  Unterrichte  sich  leider  meistens  nur  mit  einer  blossen 
istorischen  Erwähnuuc^  müssen  abfinden  lassen,  auf  eine  zweck- 
mässige und  zum  Theil  elegante  Weise  elementarisch  zu  begrün- 
den, wele^  tie^,  dieser  ff ch|^  wie  .et'inps' scheint/  h08p|i4ers  her- 
,5SMrgiehoben  zu  werden  verdient '  Gewünscht  hätten  jnif'i  iau  iti 
Vf.  auch  ilsfü  Princip  des  Reversionspendels  mit  aufgenommen  no^ 

2ehöri(^  erläutert  hätte,  und  aufmerksam  zu  machen  wpUea  wir 
iKtiseib^  cusi  ^cUnst  dicht  unt^rliiaei ,  leipMm  Buche  aM  dHtttfi 
TbAÜ  w^k  0iM  rriaftß  die  Lebran;  dir  Statik  «nd  Mechawk  ttbf^i 
bar  und  anadehBiam  flüssiger  Körper  enthalteiidA  iAhtieilAiig  hüii* 


4§ 


safageo ,  da  der  ▼••liegf  nde  zweUe  Thtll  hm  4it>  BMk  und  Me« 

chanik  fester  Körper  eothält.  Bei  diesem  von  uns  gewünschte^ 
fünften  (oder  vielmehr  dritten)  Theile  würde  der  Vf.  ganz  beson- 
ilers  Gelegenheit  finden,  den  gewöbnliolien  Vortrag  der  Phjsik  an 
Tielen  Stellet  dorek  eiae  swedMiUiifre  elMieBtar.natlieeiefieebe 
Darstellung  sn  Teirollatändigen,  za  wanrer  Wiuensehaftlicbkeit  zu 
erbeben,  und  eben  dadurch  erst  recht  fruchtbar  und  lehrreich  für 
4le  Schüler  zu  machen.  So  sehr  wir  auch  den  Plan  des  IVerkes 
•omt  im  Oanzea  billigen,  glanWtt  wir  doeb«  4tm  dieser  von  uns 
gewünschte,  die  Lebrea  der  Statik  und  Mechanik  lässiger  Körper 
enthaltende  Theil  seiner  grossen  Wichtigkeit  für  das  praktiscbe 
flehen  v^ep^eu ,  durchaus  nicht  feblea  dari,  weoa  das  Bocli  aeiaeA 
Zweck  vollständig  erfüllen  soll. 

■  •  #  ■ 

*'  II«oflireaasr  iSliaeDta  da  Matkdaatiquaa  pures,  par  A. 

Meyer,  docfenr  en  sciences,  employ^  nu  d^pot  de  la 
gaerre,  professeur  de  matb^matiquiis  ä  Tinstitut  <>ag- 
gia  et  a  l'universicd  libre  de  Bruxellet.  T.  I.  Arithui^tt- 
que.  Brnaellai»  1841.  S.  '  • 

Der  Vf.  beabsichtigt  in  ungefähr  20  IJeferiinefen ,  jede  wenig« 
■tens  zu  100  Seiten  (Preis  4  Fr  ),  ein  volistandiires  System  der  so- 
genannten reinen  Mathematik  zu  liefern.  In  der  vor  uns  Kegendea 
•Mtaa  liaCnniag  sprielit  aieh  ela  grosset  fslw  löblichea  Strebes 
■ach  Elegaas  and  mögfiefcater  Einfachheit  der  Darstellung  aad 
nach  einem  systematiiichen  und  naturgemässen  Kntwickeluugssrange 
deutlich  aus,  weshalb  wir  glauben  das  deutsche  Publikum  auf  die- 
•ea  L'nteraeiinien  aufmerksam  machen  zu  müssen.  Auch  findet  sich 
ia  dieaer  iiafeniag  aMachea  Neae,  wie  a.  B.  B.  aia  den  Vf. 
eigealiiS«lielier  Heweia^  des  binomiscben  l^hrsatzes  für  Facultäten 
und  manches  Andere  in  der  Theorie  der  Facultäten.  Teber  die 
folgenden  Lieferungea,  in  denen  sieb  das  Eigenthiimliche  dieses 
Werks,  aus  dem  aaa  aaolr  Lekrer  «aaaha  gvte  Winke  eutnehmen 
sa  köaaen  scheinen,  gewiss  noch  aiehr  and  noch  deatlldber  lieraaa» 
atiilen  wird,  werden  wir  berichten,  so  bald  dieselben  erschienea 
siad.    Bis  jetzt  ist  nur  die  erste  bis  zu  dem  dritten  ,,C^n^ratinn  des 

Srodoila'*  überscbriebenen  kanitel  reichende  Lieferung  zu  unserer 
[eaataias  gelangt.  Aoeh  wir«  aieh  abeikaapt,  weaa  aiat  aiehr  er- 
Bchieaaa  kt,  atwaa  VollitXndigeres  über  den  ganaea  Plan  dea 
Werks  sagen  lasaao.  Pftr  jatit  BMg  daher  dieae  koisa  vorliofiga 
Aaseige  geaügaa. 


Arithmetik. 


'  •r.Wirtb,  Dr.  Ph.,  Gruadaiige  der  Arithmetik  aetot  den  Anlaan- 
l^d^i  dar  Algaira.  Baaiberg.  gr.  S.  18  ggr. 

•  ■ 

Trait<^  eUmentaire  snr  Tarithm^tique  etc.  a  Tusai^e  du  coameiva 
et  dca^naacea  par  Merle»  tee  dditiea.  Paris.  18ll.  8.  5  Fr* 
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P«rber,  C,  EnseignemeDt  du  caloal  menUH  Stivsbiirg  2>e  £dU. 

n,  1840.  n  ggf.  '  V 

Element!  di  Aritmetica,  di  Francesco  Soavt*  B(UsilHie  flM)> 
retta  sulle  anfcecedenti.  Müaiio.  1841.   1^  , 

Prjadnktenlafel,  enthaltead  «Ii«  2,  3»  6*  ^ 

Ofacben  aller  Zahlen  von  1  bis  100000.  H.eranagegebai 

von  C  A.  ISretschneider,  Prof.  am  Realgy mnatfivn.  SH  Go- 
tha.   Hamburg  und  Gotha.  1841.   gr.  8.    Iti  ggr. 

Was  diese  Tafel  enthält,  giebt  der  Titel  bestimnt  an.  Die- 
aalbe  empfiehlt  sich  dureh  eia«  auf  dem  bekannten  Satea^  dm 
weon  die  niederen  Ziffern  zweier  vielzifferigen  Zahlen  von  der 
ersten  an  bis  zu  einer  bestimmten  Stelle  hin  die  nämlichen  sind, 
dann  auch  die  niederen  Ziffern  gleicher  Vielfacher  jener  Zahlen 
ävf  ebea  so  vSal  Stellen  nater  einander  fibereinstiamien»  wie  vc^ 
schieden  auch  die  Ziffern  in  den  höheren  Stellen  sein  mögen,  be- 
ruhende sehr  zweckmässige  Einrichtung  nnd  den  geringen  Raun 
von  nur  ö|  Bn^en ,  w  eichen  sie  dieser  Einrichtung  zutolge  eio- 
nimmt,  durch  sehr  schönes  Papier,  scharfen  und  deutlichen  Drock 
nnd  sehr  nissigen  PreU  in  jeder  Beiiehnng,  'wetbalb  wir  sie  ii 
den  Händen  recht  vieler  rechnender  Mathematiker  zu  sehen  wis» 
sehen,  denen  sie  gewiss  sehr  viele  Vortheile  und  fc^rlcichterun^en 
bei  ihren  Arbeiten  gewähren  wird,  und  die  sich  daher  dem  Uecrn 
Vf.  an  ganz  besonderm  ]>anfce  Terpfliehtel;  fBihlen  werden.  Aber 
aneh  in  den  Händen  der  Lehrer  an  höbern  Unterricbtsanstalten 
kann  und  wird  diese  Tafel  vielen  Nutzen  stiften,  da  es  für  di' 
Schüler  immer  solir  instructiv  sein  wird,  wenn  sie  schon  bei'ui  er- 
sten wissenächutllicheu  arithmetischen  Unterrichte  mit  der  Einrich- 
tung nnd  dem  Gebran^be  dieser  Tafeln  nnd  den*  Gründen ,  anf  de» 
nen  die  «erstere  beruhet,  bekannt  gemacht  werden,  welches  ancli 
eine  sehr  gute  Vorhereituns^  zu  deni  künftigen  Gebrauche  der  l.o- 

farithmentafeln  und  der  trigonometrischen  Tafeln  sein  wird,  itii 
at  uns  immer  geschienen,  aass  es  sehr  nothwendig  ist,  die  Sfki- 
1er  so  zeitig  als  irgend  mSglich  anf  den  hftu^gen  ^  und  wicbtigts 
Gebrauch,  welcher  von  zu  verschiedenen  Zwecken,  immer  aber  zor 
Erleichterung  und  Abkürzung  schwieriger  und  zeitraubender  Recb- 
uungen  construirter  Tafein  in.  allen  Theilcn  der  Mathematik  ge- 
mäent  wird,  faineuweisen  nnd.  gana  besonders  anfinerkaam  m 
machen,  wozu  bei'm  ersten  wissenschaftlichen  arithmetischen  Unter* 
richte  neben  den  Factorentafeln  —  deren  Einrichtung  aber  im  Gan« 
zen  zu  einfach  ist  —  nach  unserer  Ueberzeugung  die  Produkteo- 
tafel  des  Vfs.  sehr  zweckmässig  und  vortheilhaft  benutzt  werden 
kann ,  wobei  aneh  noeb  beaon<ters  der  praktische  Nntaea  für  ans- 
ehen künftig  zu  einer  Beschäftigung,  bei  welcher  öfters  die  Aos- 
fühnins^  weitläufiger  Rechnungen  erfordert  wird,  übergehen  wollen- 
den Schüler  in  Anschlag  gebracht  werden  muss.  Eine  sehr  leseoi»- 
wertbe  Einleitung  über  Einrichtung  und  Gebrauch  der  Tafein  eröff- 
net dieselben,  und  enthält  ausser  ihrem  eigentlichen  Gegenstande 
auch  noch  manche  schätzbare  Bemerkungen ,  die  sich  in  den  mei* 
sten  arithmetischen  Lehrbüchern  nicht  finden.  Möge  der  Vf.  aurb 
bei  der  in  der  Vorrede  angekündigten  sehr  verdienstlichen  Arbeit: 
näaiUcb  «iaep  neuen  nndr  sorgfältigen  Beiecliniingxd^  ZaUsreiike 
der  wMitigtton  in  der  gepaanHan  ItUthemnrik  vorkanuneiiden  ■■• 
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• 

■leriscken  ConstaDten  und  CoefficieBien ,  nicht  ermtiden ,  und  siek 
nicht  abscbreckeb  lassen  durch  die  geringe  Anerkennung,  die  leu 
dher  oft  solchen  MÜhMimen  und  Zeit  raubenden  Arbeiten  zu  Thcil 
wird!  Der  Dank  dcrjenig^cn,  welche  die  Verdienstlicbkeit  dernt^lhon, 
und  die  ungemeioe  Sor^alt  und  Genauigkeit,  welche  auf  solcbe 
Arbelten  gewandt  werden  müssen,  zu  würdigen  verstehen,  wird 
ihm  gewist  so  Tfceil  werden.  •  • 

Tratte  nr  la  thdorie  dca  logariUiBei  par  Vallii.  8.  841. 

Veffa,  G.,  Logarithmisch-TrigenooMtriscbes  Handbuch  bcrausg. 
von  HOM.  Leipzig,   gr.  8.   1840.   1  Tklr.  6  ggr.  > 

Steinberger,  A.,  Tafel  der  gemefnon  oder  Bricfij'schen  Loga- 
rithmen aller  Zahlen  von  I — 10<rK)00  mit  5  oder  beliebijg^  7  Deci« 
■alitelicn.  Bin  Annng  ans  Vega*8  Logarithusch-Trigononietr. 
Handb.  RtgcnilHirg.  g».  8.  1840.  8  ggr. 

Tables  of  Logaritbins,   comiuoo  and  trigonomctrical ,  tn  (ive 
places.  Uuder  tbe  superintendence  of  the  societj  for  the  difiusion  of 
«  «teftil  Irnowledg«;  8.  1841.  8  i.  twd. 

Fonr  fignr«  LogaritkM  and  Anti-Lagaritkaa.  On  a  Caid» 
1841.   1  s. 

t  4 

The  Elenients' of  Algebra,  proliniinarv  to  the  Dififerential  Cal* 
cnlns,  and  fit  for  the  Higher  Classes  of  Scliools  in  which  the  Prin- 
cipfe»  of  Arithmetic  are  taughr.  Bjr  Professor  De  Morgan.  2d 
Edition  1841.^   12mo.   9  s.  clotJi. 

J.  G.  Raira  Differential  and  Integnl  Calcidai.  Srd  edit  184L 
8.  12  8.  0  d. 

Ueber  die  Transcendenten,  welehe  aus  wiederholten 
Integrationen  rationaler  Foraeln  entstehen  ?on  Kttn* 
■er.  Ofterprograma  1840  dea  GysMiaainaa  in  Liegniti. 

Trait^  ^l^mentaire  des  fonctions  elliotiaues,  ouvrage  destin^  a 
faire  suite  anx  trait^  fldaentaires  de  ealcnt  int^ral  par  P.  F.  Ver- 
bnlst/  Bruxelles.  18il.    8.    3  Tbir. 

Dieses  Werk  empfehlen  wir  allen  denen,  welclie  sich,  ohne 
auf  die  ursprüno^lichen  Quellen  zurückgehen  zu  wollen,  mit  der 
Theorie  der  elliptischen  Fuuctioneu  bekannt  machen  wollen. 

Lehrbuch  der  Wabri ebeinliebkeitsrec  Ii  n  u nge  n  nnd 

deren  wichtiprsten  Anwendungen  von  S.  1).  Poisson. 
Deutsch  bearbeitet  und  mit  den  nöthigen  Zusätzen  ver* 
sehen  von  Dr.  E.  H.  Schnuse.  Braunschweig.  1841,  8. 
•  TWr.  18  ggr. 

Kine  auf  schönes  Papier  deutlich  und  correct  gedruckte  gute 
rebersetzung  von  Poissons  Reclierches  sur  la  Probabilit<5  des 
Jugements  en  matiere  criminelle  et  en  matiere  civile,  präcöd^es  des 
th^en  gdtolMlca  dn  enlenl  im  Mbnbttittfik  Pirie  IM.  4.  25  Fr.» 
•Mdiv»  te'Mehwtter  adl  «iMr  ^pSunn  AmmM  m  ZuitiM 
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versebes  hat,  nm  dieselbe,  wie  er  in  der  Vorrede  sagt,  xu  eioem 
L«fcflMielra  4tf  WahneheialielilDsitmdinung  abxwnlB^eli,  iib^  Ht». 
durch  also  zugleich  den  der  Uebersetznng  gegebenenTitel  zu  recht- 
fertigen. Was  von  dem  rebersetxer  herräbrt ,  ist  nicbt  bestimmt 
angegeben,  und  wir  können  darüber  auch  kein  tfanz  gältiges  ür- 
theil  fällen,  weil  uns  das  Original  in  diesem  Augenblicke  xufailig 
nicht  snr  Hand  iat. 


CSeometiie!  .  . 


Meyer,  C,  Lebrbuch  der  Geoaittrie  für  (rjmnasien.  3  Bde. 
1^.  8.  Potsdam.  1840.   1  Thir.  U  ggf. 

Gleichmann,  H.  A.,  Lebrbnch  der  ebenen  Geokaetrie,  eio  l^it« 
faden  beim  Unterricht  in  den,  Clleiaentea  der  Matheaiatik.  gr,  9. 
Akiniogeq.   15  ggr* 

>  .  '    •  •  "  .       '      •  .    'y  ,  . 

Rüss,  W.  A.,  die  Geometrie  und  Trigoaometrte.  Zaniefant  -ftr 
Divisionsscbulen  und  sonstige  AliUtair-JU.nternchtaaastalteB.  gr.  8. 
B^liD.  1840.  1  Thlr.  4  ggr,      ,  T 

Ladowicg,  J.  C.  H. ,  Lehrbuch  der  Elementar -Geometrie  und 
Trigonometrie  für  Gymnasien  und  böbere  Lehraostaltea.    ^  Bd. 
gr.  8.    Hannover.  1840.    2  Tblr.  8  ggr.    (1.  Bd.  1839.   2  Thlr.)  . 
,   '  Eiqe  ausfübrlicbere  Anzeige  dieses  Buchs  im  nächsten  U^te.  ■• 

Holzapfel,  F.  X.,  Grnndlebreu  der  Elementar -Geometrie  mit 
Anwendung  auf  Beretehnuog  d«jc  Körjier  und  .Fläche%,  |w  C^natana» 

1840.    9  gr.  '  *     .  ... 

...  Demp,  Dr.  Q.  W.,  Handbuch  der Jheorat.. nnd  »rtfU; Gaonetrie. 
g^.H..  München.  .1840.   1  Thlr. .  *  ' 

Lahnna,  Hr.  D.  B.  P.,  Ldkrbach  der  Getnnetrie.  l.Bd.lAtt8. 
Berlin.  1840,  1  Thlr.  18  ggr. 

Hincke,  J.,  Lehrbuch  der  geometrischen  Formenlehre.  1..  Theil: 
Planimetriache  For«enlehre.  Hit  9  Fignrentnfdn.  gr.  8.  üeri- 
tenhen.  1841.  18  ggr.      ,  —  • 

Dessen  Leitfaden  d.  geometrischen  Formenlehre.  1.  Theil:  Pia- 
ninietriaehe  Formenlehre,   gr.  8.  Nerdhanaen.  1841.  6  ggr. 

Hobl ,  Dr. ,  Voffsellule  der  reinen.  St^ooMtiie,  >  8.  TubnigCB. 
1840.   12  ggr.  •  • 


Senff,  C.  J.,  ayatematische  Darstellung  der  ,flainptsätze  dir 
Geometrie  im  RanoMu  Vinn  giknnte  PieiaselMÜk.  -.gK  4.  Dernat 

1840.  2a.ggr.  :   .  .    .  •     .    .  .  ..r 

Die  Geometrie  gen^lip^h  dargeatnUt  für  Schulen  Hn4 
•mm  »9ih§%u9K^wi^k^9  f     Skmß—M%  ii«fcf  etti^M  JH*- 


Digitized  by  Google 


5d 


Iben/ M^Vbytffk.  Mit  17&  eioff«4rackteD  HolsackaUteik. 

&   Altona.  1841.    15  grjirr  ' 

Die  Art  und  Weite,  auf  welche  man  ffewöhnlick  in  der  höbdreB' 
MatbeoMttik  die  tlntstehuD^  der  Figuren  betrachtet,  um  daraus  ihre 
llaiipteigeaacbaftea  luMinea  zu  lernen  ,  fahrte  den  V£»  aut'  den  (j^« 
Mtm,  «Mk  4ie  mdiei«  €«»m(iv«  tecbgeboide  ttaiieU 
Wtise  grenetUch  zu  beheadeln.  tind  dadurch,  wo  •■•gMÄ,  Mwebl 
dem  Anfäng^er  das  Erlernen  dernelben  crträpflidicr  zu  mnchen,  al» 
auch  deu  l  ebergung  zum  Studium  der  höherrn  .Mathematik  zu  er«; 
ieiclitern.  In  dieser  hier  mit  des  \  (s.  eigenen  Worten  angegebeoea 
W«iM  iedet'flieB  io  der  vsTlieaenden,  desljelireni  AersluiätMalili; 
•lierdin^  zur  Beachtnna^  und  Bentitznng  zu  empfehlenden  bchi'ifit: 
die  l^ehren  der  ebenen  «Geometrie  mit  Einschlu.ss  der  ebenen  Tri.' 
gunemetrie  einfach  und  klitr  behandelt,  und  möchten  wir  den  \(. 
ukB  M  enMiBtero  erlaabea,  bald  eine  äbalidie  BeMbekaor  der 
BiiMiate  der  StereoMirit  mkl  epbiriMheB  TfigoMseirie  feige* 
m  lainMi... 

Die  Lebre  voo  den  geradlini|^eB  Gebilden  in  A^tk 
Ebene.  Ein  Verineb  einer  ayste m atisch •  elementariseben 


Geometrie  u.  s.  w.  Von  Rudolph  Wolf,  Lehrer  »der  Hn» 
the»ntilc  an  der  Bealacbale  in  Bern.  8.   Bern  nnd  St 

Gallen.  184K  15  ggr. 

Diese  kleine  nur  121  Seiten  enthaltende  Sclirifr  \'cf8uchf  »— 
dies  Kcheint  uns  ihr  eigentlicher  Zweck,  ihre  eigentliche  Tendenz 
und  ibr  besonderes  Verdienst  zu  sein  die  Ergebnisse  und  Be* 
tracbtungsweiaen  ^er  sogenannten  neuern  Geometrie  in  den  geo- 
metrischen Klementaruaterricht  einzuführen  und  bei  demselben  zu! 
benutzen,  wobei  sie  sich  vorzüglich  an  S  t  e  i  ii  e  r  ausclilieüst.  Wir  halten 
dies  für  &ehr  verdienstlich  und  in  |edjM-  Uieziehung  zeitgemäss,  empfeh- 
len daber  ancb  diese  Scbrtft  allen  Lebrern,  welebe,  ebne  Zeit  und 
Loet  sn  hnben,  in  den  (Mllra  sntickzugehen ,  dasjenige  von  4er> 
«•genannten  neuern  Geometrie,  was  für  den  ersten  und  nächsten 
Zweck  des  geometrischen  Elementaruaterrichtü  brauchbar  sein 
möcbtc,  in  kurzer  Zeit  kennen  lernen  «od  sich  aneignen  wollen. 
Am  deai  Gesicbtapnoktn  «ines  Lnbiteckn  beltnell«t«<'|itenen  rmr 
aber  die  Vermisebunff  der  Jp^Mi  «benen  Trigonemettib^  ilie  seibat 
die  bekannten  imaginären  Moivre'scUen  Formeln  und  was  sich  daran 
unmittelbar  unschliessen  lässt,  uulnimmt,  und  der  anal>  tischen  Geo- 
■Mtrie  «it  den  Lebren  der  mlbetiaelMn  Gee»etrte  nicb*!  gut  beisBen^ 
indep  auf  diese  Weise  theils  der  schöne  syntbetische  Charakter  der 
'   letztem  verloren  geht,   theils  keine  der  genannten  Wissenschaften 


•iBfeveibt  urfrd.  Anch  micblcn  vir  die  anf  Wtn  49  «aieli  Ifindend» 
Bninerlomyt.  »Jleli  -bait  si«k.nneb.  vinifaebe  Ünhc  gegeben,  die  Far- 

BMln  18  nnd t9    —  nHmtieb  «b  r^raeln  flrssi/J^^»w2d^tos^ 

und  coa,H^f  ==-rT^^=^       k>gtMnitliaiicli  «P  •HwV«»  4.  *.  41« 

In  4enBelben  'fniiteniuiciidep  SoBHien  in  Predncte  ^nuMUndciln. 
Dn  jeiliN4  fdntliBka  die,  dnreb  diese  Umwnodlung  bevwetclMn^llh' 
InkMniiing  wM^mak  mkMuk  fit,  inniie»»ineili  'diiliinlMilliBgYiü 
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BftUiiipBiiiei«  W^rnelB  n.  ■.w.  Zireideotiffkeit  in  diafP^mda  bringt, 
und  endlieh  dnreli  sie  des  Gedächtniai- bedeutend  beschwert  wird, 
80  kooimeD  sie  nach  und  nach  bei  den  praktisclien  Rechnern  wieder 
ganz  ausser  Gebraucb,  und  solien  auch  hier  keine  Kotwicklung  fin- 
den" keineswegs  unterschreibeD.  Wer  da  weiss,  welcher  vielt'acke 
nnd  wiehti|[e  (Mraoeh,  nnnendieh  in  der  Astrenojnle  vnd  Geodäai« 
Ton  der  Einführung  sogenannter  Uülfswinkel  und  anderer  Üülfs* 
grossen  gemacht  wird,  um  Formeln  zur  iogarithmischen  Rechnuntf 
bequem  einzurichten^  welche  Einfachheit  una  Leichtigkeit  u.  A.  z.  £ 
Gauss  dnrali  seleke  Hflifrsiittel  in  mnebe  Reebnnngen  m  bri^ 
gen  gewusst  bat,  wird  mit  uns  gewiss  einverstanden  sein,  dass  der 
Schüler,  der  nur  irQ;end  weitere  Schritte  in  der  Mathematik  zu  tbun 
beabsichtigt,  nicht  zeitig  genug  mit  denselben  bekannt  gemacht  und 
in  denselben  geübt  werden  kann.  Auch  scheinen  uns  dieselben  die 
tteffIiebste*üsbong  in  den  Gebrauehe  der  goniemetriseben  Fomebi 
dnnnbieten  und  utztere  dem  Schüler  am  besten  in  das  Gedächtnini 
einzuprägen.  Wie  schön  ist  z.  B.  der  Kunstgriff,  nach  welchem 
man,  wenn  der  Winkel  9  aus  der  in  dieser  Form  oft  vorkommenden 
Gleiehnng  .       •  ' 

«  sin  5p  -f-  Ä  cos  y  =  c 

bestimmt  werden  solI|  die  beiden  Htilfsgrössen  r  und  Q  den  beiden 

Gleichungen   •    ■  '  *   .    <  . 

a  =  rco8(9,  ^  =  rsiuö 
gemäss»  d.  h«  mittelst  der  Formeln  * 

°         « '        cos  Ö      sm  9 
baitiaunti  nnd  dann  aar  Bereebuuag  von  9  die  einfaebe  Forawl 


sin  (e-t-5p)  =  ^ 


erhält.  Sollte  es  nicht  der  Mühe  wcrth  sein,  den  Schüler  recht 
zeitig  mit  solchen  Kunstgriffen  und  Uulfsmittolo  bekannt  zu  machend 
Auch  glauben  wir  tiicht,  dass,  wenn  in  der  Aufgabe  nicht  selbst 
eine  CiibeatimmtbeitMi^,  dnreb  aelebe  riebtig  gehandbabte 
Kunstgriffe  und  TransforsMtionen  eine  ünhcstimmtheit  in  die  Auf- 
gabe gebracht  werde.  Lassen  etwa  die  bekannten  schönen  Formeiu 

filr  sin  y  ji  and  cos    ^  in  der  ebenen  und  spbiriscben  Trigono« 

metrie  einer  Unbestimmtbeit  Räumt  LKast  es  niebt  vielmehr  a.  B* 
die  Foraiel 

...    «»^  =  ST-^-^  

in  der  ebenen  Trigonometrie,  auf  die  man  dvA  sA  Ende  elien  aa 
gut  durch  die  ursprüngliche  Entwicklung  hätte  kommen  können, 
wie  auf  die  bekannte  viillig  bestimmte  Formel  für  cos  uocnt- 
schieden,  oh  der  Winkel  ^  zwischen  0  und  90°  oder  zwischen  OO** 
und  189*  SU  nehmen  iatt  Unsere  Absiebt  war  hier  nur,  die  grosse 
Wichtigkeit  der  TmnrfeNuatiopen  in  dei  Trigonometrie  in  mSg* 
liebster  Kürze  gegen  die  von  dem  Vf.  ausgesprochene  Meinung  her- 
««miis^len>  »ugUieh  aber  »ucb  die  ftichtigj^eit  woMser  »bigen  An* 
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Bidit,  dus  das  Schriftchen  des  Vfs.  in  manchen  Beziebangen  ua- 
voUttiiidig  ist  und  oDb«friedigt  IftMt,  so  beweisca,  wobei  wir  aber 
Mch  sieht  nnterlasscD  können  vnd  wollen^  hier  «m  Schlnss  noch- 
mals auf  dessen  im  King'antro  nnt^edeutete  Verdienstlichkeit  auf- 
merksam zu  machen,  dasselbe  den  Lehrern  zur  Berücksichtigung 
hei  dem  geometrischen  Unterrichte  zu  empfehlen,  und  den  Vt.  zu 
erBHBtern,  in  MineB  Idblicheo  Streben  die  Brffehnisse  nod  Betrneb« 
tnngsweiaen  der  neuern  Geometrie  so  viel  als  irgend  möglich  in 
den  geometrischen  Kleraeotarunterricht  einzuführen,  fortzufahren. 
Besondere  Anerkennung  verdienen  endlich  auch  nodh  die  au  vielen 
Staden  beigebrachten  Ibistprischen  und  literanschen  Nntisen. 

Principics  of  Geometry,  familiarly  illustrated  and  applied  to  a 
variety  of  usefui  purposes.  Designed  for  the  Instruction  of  young 
Persans.   By  Prof.  Ritchie.   %d  bditiun.    12.    3  s.  6  d.  clotb. 

Erf^DSVag  des  Euklidischen  Systems  der  Geometrie,  in  Ruck- 
siclit  seiner  ungenügenden  Beweise  der  die  Parallellinien  und  ihre 
Eigenschaften  hetreitenden  Lehrsätze)  von  L.  A.  8eeber.  Karls- 
ruhe.  1840.  4.   8  ggr. 

Zur  Theorie  des  Kreises  von  H.  Schmidt.  Oaterfro- 
granm  1840  des  GyBnaaiuBS  «n  Ualberstadt. 

.  Heber  die  Batfernong  der  Mittelpsakte  der  Kreiae, 
welche  die  Seiten  eines  ebenen  Dreiecks  oder  Vierecks 
berühren,  von  dem  Mittelpunkte  des  umschriebenen  Krei- 
ses, von  Dr.  Nauck.    Osterprogramm  1840  des  Gymnasiums  zu 

feichleusiogen. 

Ilnadratttre  da  cercle  par  Le  Geay«  Pol.  1841. 

Trait^  de  ir^om^trie  descriutive  par  Adh^mar.  8.  Paris.  1841. 
»Fr. 

Neubig,  Dr.  A.,  800  Aufgaben  ans  der  rechnendes  Geoaetrie 
und  Trigonometrie  etc.  8.  Erlangen.  1840.  12  ggr. 

Biet,  J.  6.,  Tertach  einer  analytiaeben  Geometrie,  angewandt 

auf  die  Öinren  und  Flächen  zweiter  Ordnung.  Uebers.  und  mit 
Zusätzen  von  Dr.  J.  T.  Ahrens.  2to  Vermehrte  Aufl.  gr.  8.  Nürn- 
berg. 1840.  2  Thlr.  12  ggr. 

Gompldment  de  gdom^trio  aoalytique  par  Png«.  S.  Paria.  1841. 
ITUr.  Sggr. 

« 

Versuch  einer  populären  Darstellung  der  ISigensphaf- 
ten  der  Crkloide  und  ihrer  Evolute  von  Türkbeim.>08ter* 
progmaM  1810  dea  Gymnaaiamp  in  SehweldiiitB. 
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••».  .'   .    .   .       •     ■  '   .   •  ,  .         .      ,  •|»t»»,  .        .,,»  ,»  .       •  ... 

♦»!.:■..-■''         •      .  •  :  '     .       •     •  <.  ;    »        -  •      .    .  ' 

:  ..    f      jPrak^che  GeoDietfie^     ''\  ;'; 

!    ■  .      I  a  *    .  '  -  •  •  .  »l»     •  ;.    u-     •        • »   .  • 

l  A  '    •       •      '»...  •  .  •        r-         .        !?;}•>  '•  . 

Die  Pothenotsche  Aufgabe  in  praktischer  fiexiehuog 
il«rrest#tU  von  C.  Ii.  fieriing.  8.  Mar  borg.  1849.  8  gw: 
'   Durbh  ^iD  lyersehen  iU  diese  kleioe  sehr  beacbteOswertbe  Schrift 

in  den  früheren  lilerariäclien  Bericliteii  noch  nicht  an^ezelpft  wor- 
den.  Der  Vf.  hat  in  derselben  die  wichtigsten  Auflösungen  des  Po- 
Ihenot'schcn  Problems  dnreb  KechmiDg  und  durch  CoDstmetfon  oder 
mittelst  des  Messtischcs  zusammengestellt  und  ihre  praktische  Braucli- 
barkcit  überall  richtig  efewUrdie:t.    Den  Auflösun-xen   durch  Coo- 
struction  ist  vorzüglicli  ein  in  den  geometrischen  Lehrbüchern  sich 
uicht.iiudender  allgemeiner,  auch  an  sich  interessaiitcr  und  bemer- 
keniwor^lMAr  "Lelirsafz  zum  Grunde  gelegt  Irordten,  4iif  woldben  der 
Yti  Vor  vielen  Jahren  durch  eine  Andeatung  von  Gettss  aufmerk> 
sam  gemacht  wurde.    Besonders  hervorg-ehoben  muss  endlich  noch 
werden  j  dass  der  Vf.  auch  die  Anwendung  der  Methode  der  klein- 
sten Quadrate  bei  dem  Pothenot'schen  Problem  auf  eine  sehr  deut- 
liche Weise  teigt,  vn,'  wenn  mehr  .Hessung^'n'  als  'tnt'  /i^tsolnten  Be- 
stimmung des  gesuchten  Punktes  erfordert  werden,  gfitnacht  worden 
sind,  die  möglichst:  scharfe  Bestimmung  aus  a 1 1  e m  Tregebenen  nnd 
Bleobacht^ten  zu  erhalten,  wodurch,  so  wie  überhaupt  d^rch  viele 
aVIere  angeäsdiltiAlich  aus  eigner  'vie1f|tc)ie^  und  lahgjsbHger'Rnizis 
bervorgeganj^feoe' praktische  Bemerkungen  und  Andeutungen,  nach 
unsrer  tVbfrreugung  die  kleine!  Schrift  sich  als  eine  tur  den  die 
Pothenot'sche  Aufgabe  oder  hei  der  Messtischpraxis  das  süc:ennnnte 
Rückwärtseinschneiden  häufig  in  Anwendung  bringenden  Geodäten 
mentbehriiche  darstellt.  '  • 


Trigonometrie. 

fit  •-  *  f.    ••  (  .1»!  • 

Trigonometrie  rectiligtie  sui\ie  de  tables '  d^ 'loffArltlinies  <MSew» 
per  Lambert.  Paris.  1841.  8.  4Fr.  50i.^'  "    ^     '  ' 

Elements  of  Trigonometry,  and  Trigonometrical  AoaljsiSy  'K^> 
liminar^  to  tbe  Differenti^  Cakalns;  fit  for  tbote  wlitf  bave'  sMfod* 
the  Princiiiles  of  Aritbmetic  aad  Algehra,  and  SixBooba  oi  Bnclid* 
Bv  P^f.  De  MojrkaÜ.  13.   lUh  »  d.  dotb.'  V      .  !.  ' 

Trdbst,  Dr.  C.  Tafel  de^  Siiiiis,  Tbn^iti«!^,  S^eaitt«o,  aiit- 
dem  Opus  Palatinum  verglieben  und  nacb  den  Düferenaen  geprüft. 
12.  Jena.  1840.  12  ggr. 


Digitized  by  Goog^ 


§7. 


Mecbairik. 


]d  den  Sitzungen  der  Petersburger  Akademie  der  Wissenscbaf-  , 
ten  vm  30.  October  ood  18.  DecemEer  1^40  bat  Herr  üatrogradsky 
«is  Measin  UM  die  Bewegung  der  spUaiedmi  Pn^MtUe  ia  W 
Lnft  yor^^elesen,  welches  für  den  genannteB  Gcgemtand  nach  den, 
was  bis  letzt  über  dtsaen  Inhalt  bekannt  geworden  iat,  jedenCalli 
■ehr  wichtig  ist. 


PrakticNdie  Mechanik. 


Wandner,  Lehrbuch  der  tecbDischen  Mechanik.  Mit  9  Fig»* 
reatafeln.   gr.  8.   Regensburg.  1841.    1  Tblr.  3  gr. 

•   #  •  •    •    '        .    .  '  **. 

Rählnann,  Dr.  M.,  die  technitche  Mechanik  und  MaachiBenfahM» 

zunächst  aU  Leitfaden  für  den  Unterricht  an  Lehranstalten,  so  wie 
auch  zum  («ebrauch  für  Techniker  jeder  Art  ohne  Anwendung  der 
Differential-  und  lotegrairecbnuiig  bearbeitet.  Ir  Ud.  le  Abth.  Sta- 
tik fcater  Körper,  gr.  8.  Dresden.  1840.  21  ggr. 

Demme,  A.  V.,  der  praktische  Maschinenbauer,  mit  vielen  KpCl 
3  4.  5.  Bd.  8.  Quedlinburg.  1840.  41.  0  Tblr.  4  ggr.  (1.  2.  Bd. 
183».  •  TWr.  4  ggr.) 

Hoffmann,  E.  L.,  Sammlung  der  gebräuchlichsten  Maschinen, 
sowohl  zasammentrestellt  als  in  ihren  eioMloen  Tbeiien.  N.  l*". 
1.  UcfL   Fei.  FoUdam.  1840.   2  Tblr.       •  . 

Allgemeine  Mascbinen-Encyklopädie,  herausgegeben  von  HSlse. 
Text  in  8.  3.  4.  5.  Lief  h  1  Thlr.  Atlav  in  Fol.  3.  4.  lieC  k 
1  Thlr.  10  ggr.  Leipxig.  1841. 

flkdndl,  8.,  Mniekinenkunde  and  MascbineuzeiehooB.  Uttt 
gr.  4.  Manchen.  1840.  3  Thlr.*  (L  1880.  3  TUk) 

'  FoDoelet,  iodnstriene  Mechanik,  dentseh.  bearbeitet  und  mit 
Anmrk.  begleitet  von  C-Q»  Kopplnr.  l-«-4.  LmI  gr.  8.  Kiln.. 
karg.  2Tflr.  * 

•  •     •  • 

Description  des  Machines  et  proc^d^s  consign^s  dans  les  bre- 
vets  d'inreotioD.  Fubli^  par  les  Ordres  de  M.  k  Mioistre  du  cum- 
Mree.  4.  Am  fig.  Tonu  41. .  Paria.  1841. 

Calcnls  snr  Ia  sortie  du  vapwr'  dans  ha  aaekinea  io€oaati¥es 
par  Jean  DO  oey.  Faria.  1841.  8.  .&Fr.' 

Vt*a.»«       *     •  •  •  «t^^«.'*  «#'1  ^««a«     '  ' 
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Optik. 


'  -  Schnmachers  astroAomiscbe  ■  Naehrickteo  eotbalten  im  18.  Bande 
Nr.  4SI  «iotii  Aufints  ifiber  FmrShre  mit  GlMspiegeln  und  deren 
Voringe  TOt  flerra  Dr.  Barf Uli. 


Astronomie. 


Mädler,  J.  H.,  populäre  Astronomie.  1 — 3.  Heft,  mit  Tieleo 
Abbild,  gr.  8.   Berliu.  1841.   1  Tblr.  8  ggr.  ^ 

*  Richter,  J.  A.  L.»  Hundbucli  der  populären  Astronomie  für  ge- 
btldett  SlwDde.  gr.  8.  1.  2.  Band.  (tHedlioburg.  1840.  3  Thlr. 

Arago's  populär  leclures  on  Astrononiv.  Tranalated,  witb  ex- 
plmatory  netes,  by  Walter  K.  Kelly.   1841.  %  a.  . 

Hypotliese  über  die  Kntstehunj^  des  Planeten-Sy- 
stems und  des  Weltalls  überhaupt  von  A.  L.  Trenfii.  Dan- 
aig. 1841.   8.   12  ggf.  ... 

Strnve,  Dr.  W.,  vorläufiger  Beriebt  von  der  Russischen  Grnd- 
messnng,  mit  Allerhöchster  Genehmigung  auf  Veranstaltung  der 
Kaiser!..  Lniversität  zu  Durpat  während  der  Jabre  1821  — 1^7  ia 
den  Oaliee-lVoTiDseii  des  ReHsiia  ausg^fii&rt.  Felio.  Derpat.  1840 
18  ggr. 

Fednröw,  W.,  vorläufige  Berichte  über  die  von  ihm  in  den 
Jahren  1832 — 1837  auf  Allerhöchsten  Befehji  in  We^tt-Sibirien  aus- 

E fährten  aatronomiaeh- geographischen  Arbeiieo.    In  Anftreg  der 
liserl.  Akademie  der  Wissenschuften  herauflg.  Ton  6.  Strore. 
gr.  8.  Petersbarg*  1840..  X  TUr.  4  ggr. 

• 

•••  Karsten,.  H.,  kleiner  jstroooaliaidlerülauiBach  für  Seeleute  auf 
das  Jahr  1841.  gr.  8.  Rostock.  12  ggr. 

Berliner  astronomiscltes  Jahrbuch  für  1843.  Heraus- 
gegeben von  J.  F.  £ucke.   8.   Berlin.  1841.   2  Thlr.  16  g^r. 

•  Dieser  .  Jahrgang,  enthält  in  den  Aat^aage'  die  -firfgaiids'»  &^ 
fiandlungen:   

lieber  die  Einrichtung  des  Jahrbuchs. 

Geographische  Lage  der  Uauptaternwnrten. 

Aus  diesem  neueren  Verzeichaisse  trafen  wir  zu  dem  im  ersten 
Heike  des  Archivs»  Ufterarisdier  Bericht.  £  8. 14.  sutgetheilteii  Ver- 
seichnisse  Bach  : 
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» 

Name  des  Orts 

Geograph.  Breite 
+  Bördlicli 

—  siiillicli 

Läogft  T.  Veriin 
Zeit,  -f-  westlich 

—  ("isflirli 

Oestl.  Längte  von 
Ferro  in  rtocfPii. 

Danzig  .... 
Leiden  .... 
Medena.  .  .  . 

+  5-i«  21'  4",0 
-H  52     9  28  ,2 
+  44   38  52,8 

—  0*  21'   3 ',4 
-f-0   35  28  ,0 
-hO     9  51  ,ö 

36»  19'  21",0  • 
22     8  59,6 
28   35  36  ,0  . 

lieber  die  sclenocentrischen  Constanten  bei  den  Stera-Bedeckim« 
gen  und  die  Librution  des  Mondes,  nebst  Tafeln. 

Uemerkuogeo  über  das  Durchgangs -lostruBeat  von  Ost  nach 
West.  • 


< 

Physik. 


Die  ExperimGfitnl-PbTsik,  ein  geistiges  Bildangs- 
mittel,  in  ihren  Beziehungen  saai  . praktischen  Leben. 
Ein  Uandbncb  fär  Lehrer  an  gebabenen  Volks-  und  Biir- 
irerschulen  und  tecbaiacbrea  Anstalten  von  Dr.  K.  F.  R. 
Schneider,  Oberlebrer  etc.  Krste  Abtheilung:  Die  till- 
gemeinen  Eigenschaften  der  Körper.  Dresden.  1841. 
8.  9Kgr. 

Wir  i^lauben,  dass  aach  diese  Sebrift  ihren  dnreb  den  Titel 

mit  hinreichender  Deutlichkeit  angedeuteten  Zweck  gut  erfüllen 
"wird.  Die  zweite  Abtheilung  wird  die  Statik  und  Mechanik  fester 
und  flüssiger  korpcr  und  die  Akustik,  die  dritte  die  l^ehrc  von  den 
Imponderabilien  enthalten.  Dann  beabsichtigt  der  Vf.  diesem  Hand- 
bocbe-eine«  Leit&den  fiir  die  8c&ilec»  ond  später  die  Phnifc  dee 
Luftkreises  oder  die  Meteorologie  und  die  Physik  des  Himmels 
oder  die  Astronomie  folgen  zu  lassen.  Jedenfalls  liefert  auch  diese 
Schrift  dem  aufmerksamen  Beobachter  auf  dem  Felde  der  mathema- 
tischen und  phjsikalischett  Ltteratnc  cuwit  sebr  erfreoKeben  Beweis 
fttr  das  immer  bessere  Gedeihen  und  die  immer  lebhaftere  Aner- 
kennung der  hohen  Wichtigkeit  des  mathematischen  und  physikali* 
scheu  (  nterrichts  unch  auf  Scliulen  einer  niedern  («attung,  WOVOB. 
sich  gewiss  noch  die  schönsten  Früchte  erwarten  lassen. 

■ 

Heussi,  J.,  Kxnerimeatai-PbTsik  methodisch  dargestellt.  3.Curs. 
gr.  8.  1840.   1  Thir.  8  ggr.   (1.  n.  2.  1838.  39.  .  1  Thlc.  16  ggr.) 

Dell  mann,  F.,  der  kleine  Phjiiiker  1.  die  wägbaren  Stoffe, 
ipr.  8.  1840.  Mears.  12  ggr. 

August,  E.  F.,  mechanische  Naturlehre.  Auszug  ilus  Fischers 
Lehrbuch  der  mechanischen  Naturl.,  neu  bearbeitet.  2.  Aufl.  gr.  8. 
■erNn.  184».   1  Tbltt  «ggr. 

Fischer,  fi.  G«,  Lebrbncb  der  ttecbapiecbiB  ICatnrlebfe» 
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eilftt  Van.  E.  P.  Aögust,  4.  Aal.     9l  %  TMa;  1.  1837  S.  1840. 


FladuD^,  J.  A.  F.,  populäre  Vorträge  über  Pliyaik  für  JOanran, 
Wien.  2.  ÄufL   12.  1840.   1  THr.  12  ggr.     •      !  •  «.  . 

«)•*    '-  '     '      .  •  ' 

Figarentafeln  zur  Physik  nebst  ausfübrlicber  Erklä» 
rimg.  Tür  Freunde  der  Wisscnscliaft,  insbesoadere  för 
Gymnasieu  und  Realscbulen.  Von  Q.  Lautescbl äger. 
5.  Heft.    Das  Liebt.   ^200  Figuren. .  Darmstadt  1841.  .8L 

1^  KS*"- 

Zweck  und  Einrichtung'  dieser  Figurentafeln  sind  aus  den  frü- 
her erschienenen  4  Heften  hinreichend  bekannt.  Das  sechste  und 
letzte  Ueft  wird  Eiectricität  und  Alagnetismus  enthalten. 

Lehrbnch  der'Physik  für'bShere  polytechnisch e  Lehr^ 
anstalten  von  G.  Lnm^.  Deutsch  bearbeitet  und  mit  den 
nöthigen  Zusätzen  ver^e^n  v^nPr.  C.  U.  Schnuse.  Drit- 
ter Band  (Electrieitat..  Blagnetrsnius.  Electrodynamik. 
Physikalische  Aufgaben).  Darmstadt.  1841.  8.  2Thlr.  12  ggr. 

-  Die  an^ehänp:te  Sammlung-  physikalischer,  fast  sämmtlich  auf 
matbematischem  Wege  zu  lösender  Aufgaben,  ist  sehr  lehrreich, 
und  kann  Lehrern  besonders  empfohlen  werden;'  '  ■ 

•  .  Gehler,  J.  S.,  physikalisches  Wörterbndi,  neu  bearbeitet  tob 

Brandes,  Gmelin,  Littrow,  Muncke,  Horner  und  Pfaflf,  mit  yieleu 
Kupfern  9.  B.  3.  Abth.  gr.  8.  Leipzig.  1840.  3  Thlr.  8  «gr.  (1  bis 
9.6.1.2.    1825— 39.  kosten  48  Thlr.  15  ggr.) 
1 1". f.^  I  ,  . •  .  . 

El^meus  de  Pbyaiqttci  pnr  Ferna Paris.  1841«'  8.  Lea  2 

l^^ames.  12  Fr.     .  = 

1  Mayr,  6.,.  Abbaadhing  über  BlaeWicitit  und  sichamda  Blitenb- 
leitei  IMr  Jedes  Gebinde.  2.^  Anfl.  8.  Mttncben.  1841  8  g^r.- 

Schmidt^  Dr.  C  H.,  Unterricht  über  Magnetismus,  Elektricität 
und  Elektromagnetismus.  Nebst  Beschreibung  alier  neu  erfundeuen 
.-dlektraaagn^liscben  Blascfainen.  8.  i^ifizig.  iVdl.  8  gg». 

Henrici,  F.  €.,  über  die  EUktricität  dir  gnlvanischen  Kette, 
gr.  8.  Göttingen.  1840.   1  Thlr.      •         :  .       :  . 


Kämtz,  Dr.  L.  F.,  Vorlesungen  ttber  HMeorologie^  gr.  8.  1840. 
Halle.  .8  Thlr;  12  ggr.    \  - 

Kleefeld,  Dr.,  Meteorologische  Beobachtuoffen  angestellt  zu 
Bannig-  in  den  inbren  1881^.  gr.  A.  Dnnsig^tm  1  Tlihr.  8  ggr. 

Stiefel,  Ph.,  Jahrbuch  der  Witternngs-  und  Himmelskunde  fiir 
Beutschland  in  Jahre  1840.  gr.  8.  Karlsrabe».  X  Thir. 


m  • 


Resultate  ans  den  Beobachtungen  des  magnetiachcv  Tereios  ia 
Jahr  1839,  hcrausg.  von  C.  F.  Gansa  ttnd  W.  Weber,  gr.  8.  Leip- 
nig.1840.   1  Thir.  20  ggr.  .  .  ! 


Agasiiz,  L.,  PaitrtBAwiga«  Ümk  4m  Gleteeber,  gr« 
M  «räl*  im  J^olio.  S«kKlliira.  1841.  11  TUt.  8  icgr. 

Die  neuen  Veränd  eruDg-en   der  UDorganischen  Welt 
oder  Geschickte  der. durch  Ucberlieferang  uachgeniries«- 
£iiiwirk«ageB.4e»  W*«i«rft  uu4  des  Fetter». «iif  «lie 

•  GtfstAlfun^  des  festen  ThiUt  der  iürde,  zu r  Erl äu  t eru  ng 

ereologfischer  türscbein  an  gen.  Von  Carl  Lyell.  A.  d.KnffC 
T.  Cari  UartmaoD.   Weimar.  184U  8.   ^  Tlilr.  2U  ggr, 

Etudes  g^ologiques  cImm  lea.  AI|NMi  {ist  11.  i*     Nseekfik-.  T.  |. 
.FiUBs.  1841.   8.   4  Thir. 

Scheint  für  die  Geologie  der  Alpeo  wichtig  za  MHk  . 

■ 

Bergtiam,  Dr.  H.,  SnmnlBDg  hydrographisch -physikaliacinr 
Karten  der  nreuBsischen  Seefahrer.  l.Lie&  3nK  Imd.  Folio.  Brei* 
Im.  ^841.  10  Thlr.  12. 

Berghaus,  Dr.  H.,  phjsikalisdrer  Attei^  ft.  6.  Lief.  Folio.  Gotha. 
1840.  4  Tblr.  —  (1—4.  Lief.  1838.  189»  kosten  8  TUr.) 

Coamolofi^ie  pliysique  par  Pater.   8.    Part«.  1840. 

Cours  de  magoitisBie  par  DunoteL   8.    Paris.  1840. 

Da  IW^eompriarf  pav  A«4r«ud.  &  ato^abd:  Parif.1840. 
SFr.  ,  ^» 

Discours  snf  ia  conditio«!  phviiqne  de  la  terra  aar  Regaavd.  8. 
Paris.  1840.  *  ' 

Exposition  du  Systeme  des  veats  par Dartigue.  4.  Paris.  1840. 

Introdnction  an  niagn^me  parGäntbier.  8.  FaHe.l8ML0Fn 

Mi'moires  m^t^tttxilogiques  par  SfAvio.  8.  Paris.  1840. 
.  Nutions  jiliysiqiios  par  iS  Ä  i  n  te  -  Ren  v  e.  8.  Paris.  1840. 
*'    Opuscules  Sur  ies  scieoccs  physiqnes  par  Des vnu  X.  8.  Paris  1840. 

La  Physique  populaire  par  Levy.    8.    Paris.  1840.-.  • 

Recueif  de  al^inoirea  de  physiooe  par  d'HoMbran  Fiyinka.  8.  . 
Paris.  18i0. 

Triiit<^  ^lemeotaire  de  l'^Iectriclt^  par Becquerel.  8.  Paris.  1840. 

Truit^  de  Taction  do  fluide  ^lectrique  par  W  a o u  e r.  8.  Paris.  1840. 

......  •    •  .•  •  •  .i  ' 

Bulletin  des  science«  physiqucs  et  natlif^es  en  Neerlande,  r^- 
dig<^  pur  F.  A.  W.  üliiTurl,  G.  J.  Mufder  et  A*  W.  Wenekenbaek. 

1810.  6  LivraisoDs.  « gr.  8.   Utrecht  4. Tblr.  . 

#  •  •  •,  •  • 

ÄrsberätteUe  on  Franstegen  i  Fvsik  och  kc;ni  afgifvou  den 
91  {Mara  1840;  ^  Ja«.  Berzelina.  FÜrsta  Delen.  Stockholm^  1841. 
1  Edr. 


Vennischte  Schriftm. 


Transactioni  of  the  royal,  etc.  Tranaactions  de  la 
Soeidt^  Rojrala  d'fidiaibonrg,  yoI.  XIV.  partia  3o,  1840, 


m 

Bdimbourg,  in  4.*)  —  Resultats  d^obsenratioM  laitea  avec  Tan^- 
mometre  de  M.  Whewell,  par  M.'jubn  Rankine.  —  Sur  I»  coulenr 
de  la  vapeur  et  de  Tatinospliere  dans  certaincs  circoostances,  par 
M.  J.  D.  Forbe».  —  Sur  les  formules  de  Fresnel  pour  TinteDsit^ 
de  I«  Isaiira  r^IMcUe  «fc  i^fract^,  par  M.  P.>K«ltuHL  'Reeher- 
diei  Mr  les  propri^t^i  «■•logues  des  cooffionn^eg  des  secteun 
elliptiques  et  hyperboliques,  par  M.  W.  Wallacc.  —  Sur  la  diminution 
de  la  temp^rature  avec  la  huuteur  dans  Tatmosphere  suivant  les 
diffi^rentes  «nisons  de  Tann^,  par  M.  J.  Forbes.  —  Sur  la  thdorie 
du  flot,  par  M.  P.  Kelland.  —  Sur  le  calcol  diffdrentiel,  ^ar  M.  P. 
Kellaod.  — >  Solution  d*une  equation  fonctionclle ,  avec  application  au 
parallel ogramme  dea  forcea  et  aax  courbes  d'^uUibratioii,  par  iL 
W.  Wallace. 


Preisanfgaben. . 


Preisaufgabe  der  Königlicb  Daniscben  Gesellschaft  der 

WisflCBis^kaften  ffir 
Goal  prapfietas  functionn«  ttaaacaadaatiiMi,  qoae  cootiiieDtiir 

^ — ,  ubi  JP  eat  fnactio  ratioDalit  et  M  famdS» 

integra  ipsius  /r,  tantum  quatenus  «=2,  disquisitioni  partim  gene- 
rali partim  speciali  subjectae  fueriot,  cu^it  societas  praomio  suo 
tractationem  geoeralem  universae  bujus  tuoctionum  classis  provo- 
eare,  tbeoremati  de  ipsamm  anttoatlone  tuperatmctan,  et  qnide« 
ejus  similem,  quae  jam  in  specie  ea,  nbi  «sA»  a  el.  Jacobi  (Diar. 
Grell.  IX.  p.  39i)  instituta  est. 

Allgemeine  Bestimmungen  wegen  Ertheilung  des  Preises: 
In  quaestionibus  tructandis  sermone  Latino,  Gallico,  ADglico, 
6eraM|iee,.Saeeieo>  D«|iieove  nti  licebit.  ComaMBtationes  irotaa« 
dee  er\pot  non  nomine  scriptoris  sed  tessera  ali^ua,  ädiicieodaqne 
rliarta  obsigoata,  eadem  tessera  notata,  quae  scriptoris  nomen,  or- 
diuem,  domipiliumque  iadicet.  J^ui  societati  adscripti  sunt  et  in 
mperio  Daaieo  kahitaiit,  oertamioe  abBtiDebant.  Qui  ioi  nna  ex 
propontii  qoaestionibaa  solvenda  satisfecerit,  ei»  ubi  aliod  praemium 
nominatum  non  est,  praemii  loco  triboetur  BVmoi  aureuf  SOCietatis» 
50  ducatos  üanicos  pretio  aequans. 

Gommentationes  intra  exitum  mensis  Augusti  1842  Joauni  Chri- 
itiano  Oerated,  qui  aodetati  ab  e^iatoHs  est,  trantaiiisae  e«e 
debebaut. 


*)  Ausgesogen  aus  L'lastitut»  Ire  Section.  No.        8.  Juin  1841.  p*  118. 
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Literarischer  Bericht 


Systeme,  Lehr-  and  Wörterbücher. 


Leitfaden  für  einen  Ii  eii  ri  st  i  scIi  e  n  Scliulu  n  terriclit 
über  die  a  1 1  cf  e  ni  e  i  n  e  AriHiinetik  und  die  gemeine  Alo^e- 
bru,  die  Kleuieuturgeuiuetrie,  ebene  Tri^iODometrie  und 
die  Apolloniieben  KegeUcboitte  von  Dr.  Johann  An- 
dreas AfaUblas.  Siebente  Auflage,  nach  dem  Tode  dei 
Verfasiers  revidin  und  beranscegebeo  von  «I.  Uennige, 
Prof. 

Kritet  Beft.   Die  Rlenente  der  allgemelBen  Arith* 

■  etilv  und  gemeinen  Al<rebru.    Mugdehurs:.  1839. 

Zweites  Heft.    Di«'  Planimetrie.    IMai^debnr^^.  1810. 

reb<'r  ein  in  der  siebenten  AuBage  erncbeiueudes ,  in  vielen 
Tausend  Lxemplareu  verbreitetes  Lehrbuch  eines  um  die  Uclebuug 
des  mathemaCisl^eA  -Sehalnnterrichts,  so  wie  ttneh  nm  das  gesannite 
preusüiscbe  NchutwcseD  überhan|it,  Ittsbesondere  in  der  Pruvinx 
Sachsen,  hochverdienten  Verfassers,  an  wcklicn  i«icli  alle,  die  ihoi 
nahe  zu  stehen  das  Glück  hatten,  jederziit  mit  der  ^rössten 
Freude,  Duokkarkcit  nud  Liebe  erinnern,  hier  ein  Urtbeii  fällen 
oder  eine  Relation  liefern  so  wollen,  würde  im  jeder  Besiebung  un* 
atigemessen  und  nnstatthaft  sein.  Vielmehr  wird  die  klirze  Anzeigte, 
dabs  bis  jetzt  wenigstens  von  den  beiden  ersten  Heften  die  sie- 
bente Auflage  erschienen  ist,  genügen,  um  zu  zeigen,  dass  dieses 
'Lehrhaeh  ianer  noch  fortfährt,  zur  Befördemog  eines  gründ|ieb«a 
■athemitisehoa  Doteiriehts  auf  höbern  Lehranstalten  Misutrap^en. 
Dem  Herrn  Herausg-ebcr  o-ebiihrt  aber  das  Zcujriiiss.  dass  er  eifrig 
bemüht  gewesen  ist,  «las  \N  «  rk,  ohne  dessen  nllt^fnu  inen  Charakter 
zu  verwischen,  dem  Zwecke,  welchen  der  verstorbene  \  erf.  durch 
dasselbe  so  erreichen  beabsichtigte,  imner  nSher  sa  führen  nnd 
gemässer  einztirirliton.    In  den. 

Jahrbuch  des  Pädaprogiums  dos  Klosters  unser  lie- 
ben Frauen  in  Magdeburcr.  Neue  Fortsetzung.  Viertes 
Beft.  1840.  o  e 

lint  der  flerr  flaraiisgeber  «ne  vorläufige  Probe  mner  nenen  Be- 

Bnil.  6 
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arbeitun^  mitgetlieilt ,  und  in  einem  Vorworte  eine  Anzeig-e  von 
derselben  eegeben,  zugleich  auch  in  diesem  Vorworte  dem  verstor- 
beneo  boenVerdienteii  Verfasser  eia  schöaes  Deakmal  gesetzt. 

In  der  Boffnung,  dass  auch  di^  Stereoaietrie ,  die  Trigonone- 
,  trie  und  die  Keg;elsclinitte  bald  in  einer  neuen  Bearbeitung-  durch 
den  Herrn  Herausgeber  erscheinen  werden,  wünschen  wir,  dass  in 
diesem  Lehrbuche  das  Andenken  seines  hochverdienten  Verfassen 
noch  lange  fortleben  and  dasselbe  immer  kräftig  dazu  beitrage! 
möge,  dass  dem  mathematischen  üntorricbte  die  lebhafteste  Aner- 
kennung der  hohen  Wichtigkeit  für  die  alljremeine  und  allseitige 
Ausbildung  des  jugendlichen  Geistes,  wclcLe  demselben  in  jedel* 
BeiiebuDg  ab  aebr  geb&brt,  ateta  erbalten  werde. 


Arithmetik.  • 


<  \ 

« 

I^ebibnch  der  allgemeinen  Aritbmetik  für  die  obern  Klaasea 

der  Gymnasien  von  C.  Scherling,  Lehrer  der  Mathem.  und  Natnnr. 
am  Catharineum  in  Lübeck.   Lübeck.  1841.   8.   1(>  ^r. 

Elemente  der  Arithmetik  nad  Algebra  in  System,  Conmeotar 
und  Anwendungen  als  Lehr-  und  tebungsbuch  fiir  die  mittlem 
Klassen  höherer  Lchranstiilten  und  zum  (lebrauch  für  Hauslehrer 
und  beim  Selbstunterricht  dargestellt  von  F.  U.  Müller,  Prof.  am 
Gynoasinm  an  Bmodenburg  a.  H.  Zweiter  and  letster  Theil. 
Potodan.  1841.  8.   1  Tblr.  8  ggr. 

Der  erste  Tlicil  dieses  sehr  viel  Gutes  enthaltenden  Buchs  ist 
im  Jahre  18^9  in  demselben  Verlage  erschienen.  Preis  1  Tblr.  4  ggr. 

F  i  n  c  k :  Trait^  dldmeatalre  d'Arftbmdtiqne.   Straabonnr,  184L 
8.  SFr.  bOc.  > 

Trait^  ^l^mentaire  de  la  th^orie  des  fonctions  et  du  ealcnl  in-  * 
finÜ^imal.  Par  Conrnot.  2  to1.  in  8.  Paria.  1841.  10  Fr. 

•  •  ( 

Auf  der  Universität  zu  Lund  sind  neuerlichst  die  folgenden 
mathematischen  Dissertationen  —  sämmtlicb  analjtiacben  Inhalts 

erschieuen: 

•  Praejcipuarom  Fnnctionnm  Trigonometrieamn  per  Analyaln  la- 
finitonNki  Uzplicatio.  Praes.  Jon.  Brag,  Astron.  Prof.;  Reapf. 
Lorenz  Theodor  Bager,  Arvidus  W.  Brag  et  Mag^nna 
Fredericus  Brag.    P.  1 — HI.    Lundae.    (24  iS.  4.). 

Regulac  Derivandi   generales.     Praes.   C.  J.  D.  Hill,  Math. 
Prof.;  Rpgp.  Jüli.  Gustatsson.    Lundae.    (8  S.  4.j. 

Regulae  simpliciter  differentiandi  geuerales.  Praes.  €.  J.  D. 
Hill,  Math.  Prof.^  Respp.  A.  G.  Tanaon  et  C.  F.  Naumana. 
Lipndae.  (8. 1^-%  4). 
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RMnlae  Y«riabiliter  diffuwBtiaiidi  gtiieralei.  Praei.  C.  J.  D. 
Hill,  Hatk  Vrof.;  Resp.  J.  A.  Ber|i^bmaD.  Lmidae.  (S.25-34^4.). 

Regulue  variubiliter  et  indepeudenter  differentiandi  generajes. 
Praea.  a  J.  D.  HUI,  Math.  P^of.;  Resp.  J.  Radhe.  Landaa. 
(S.  33— 40.  4.). 

Dtsqiriaitio  Acadeaiica,  IntegratioDeai  AeanatioBis  cujasdaBi  IHf- 

fereDtialis  exliibens.  Praes.  C  J.  D.  HUI,  Hatb.  Praf.;  Resp.  . 
C  A.  EiireBsvärd.  Luodae.  (16  4.). 

latrodBctio  iu  Elementarem  FuDCtioBum  Klliuticanim  Tbeoriaro. 
Praes.  C.  J.  D.  Hill,  Math.  Praf^;  Rasp.  P.  £.  GbUb.  P.  iUll. 
Luadae.  ($,  d7— liM.  4.). 


V 

G(Bometrie. 


(«coDietriscbor  Kursus  für  die  oberen  Gymnasial- 
Klassen,  enthaltend  Planimetrie,  Stereometrie,  ebene 
Bad  körperHche TrigoBonetria,  aiit  Tielea  UebaagsaBf- 
gaben.    Von  J.  J.  (•.  HartmaaB,  Oberlehrer  am  K.  Andrea- 

Bum  zn  H  i  Idoslieim.    Hildcshe  lm.  IS'il.   S.    1  Tlilr.  U)  arorr. 

Ein  gutes  Uuch^  welches  zugleich  deu  Beweis  vuu  dem  guten 
Zastaade'^des  natbematiscbea  VBterricbts  auf  dem  CSynaasiBm,  aa 

welchem  der  Verf.  arbeitet .  liefert,  Dia  vielen  l'ebunffsaufgaben, 
auf  die  :iurli  sclion  der  Titel  liiiiweiset ,  sind  jadeafalu  eiae  sehr 
daukeoswerthe  und  zweckmässige -Zugahe. 

Lehrbn'cb  der  EleneBtar^Gcoaietrie  aad  Trigoaaaia- 

trie  für  ISyaibasien  und  höhere  Lehranstalfen  von  J.  E. 
H.  Ludowieg-,  A  r  f  i  1  ler  i  e  -  Ca  |»  i  tai  n  a.  !>.,  Oberlehrer  der 
Mathematik  und  Physik  am  Gy^miiasium  zu  Stade.  Zwei- 
ter Tbeil,  die  Stereometrie  und  sphärische  Trigonome- 
trie enthaltend.    Hannover.  1840.  8. 

Der  im  Jahre  liSoO  in  einer  zweiten  Auflage  ersrhicnenc  erste 
Theil  dieses  durch  leiclit  iilicrsi«  litliclie.  naturii^emäi^se  systematische 
Anordnung  und  eine  ^eiir  klare  und  j^ruudliche  nach  einer  gewis- 
-  aeB  VollstäBdigkeit  aad  Aasfiibriicbkeit  strebeade  DarstellaBg  sieb 
Tortlieilliaft  auszeiebaeadeB  Lehrbuchs  enthält  die  ebene  Gaoaiekria 
lind  ebene  Trip-cmometric.  und  diese  beiden  Theile  bilden  nun  mit 
den)  im  Jahre  1835  ebenfalls  schon  in  einer  zweiten  Auflage  er- 
schienenen 

Lehrhuche  der  Arithmetik  und  der  A  n  fan  gsg^r  ü  n  da 
der  Algehra  für  Gymnasien  und  höhere  Lehranstalten 
dasselbea  Verfassers  aia  GaBiat.  Wc^a  dar  acboa  aba#gariibii« 
ten  Ausführlichkeit  aad  Valistihidigkeit  der  Darstellung  scheinea 
aicb  diaia  Labrbücber  Tanogawaiie  fi»  das  Selbataateiricbt  und 
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smii  Oebrimebe  des  Lehrers  an  eiffnen,  wosa  sie  woM  auch  der 

Verf.  selbst  hauptsächlich  bestimmt  oat,  da  er  scboo  frfibw  als  Leit» 
faden  für  die  Schüler  herausgegeben  bat: 

Erster  Gnrsns  der  reinen  Mathematik,  enthaltend;  die 

An fangsffrÜDde  der  Arithmetik  und  Alffehra  und  der 
ebenen  Geometrie.  Zum  Gebrauche  als  Leitfaden  beim 
mutüematischen  Unterrichte  auf  hoberen  Leb  run stal tea, 
insbesondere  für  die  mittleren  Klassen  der  Gymnasien. 
Hannover.  1837.  8.  22  ggr. 

Lässt  der  Verf.  nnn  in  ähnlicher  Weise  noch  einen  knnea 

Leitfaden  der  Stereometrie,  ebenen  und  s|>bärischen  Triff onnmetrie 
erscheinen,  so  wird  er  nach  unserer  (Jebcrzeug;ung'  für  die  Bedürf- 
nisse der  Scbüler  und  Lebrcr  auf  eine  sehr  zweckmässige  Weise 
gesorg:t  haben.  Die  erschienenen  neuen  Auflagen  des  Lehrbuchs 
der  Arithmetik  und  des  ersten  Tbeils  des  Lehrbuchs  der  Geometrie 
und  Trig-onometrie  können  wohl  zu  dem  Schlüsse  berechtigen, 
dass  diese  Lelirbücher  auf  vielen  l^ehrunstalten ,  yor/iiglicb  in 
Uannorer,  gebraucht  werden,  und  liefern  daher  zugleich  den  für 
uns  wenigstens  immer  hdcbst  'erfrenlichen  Beweis  von  dem  gnten 
Zustande  des  mathematischen  Unterrichts  auf  den  hannÖFersebes 
Gymnasien  und  andern  höbern  Lehranstalten.  Zur  Herausgahe  eines 
Lehrbuchs  der  Kegelschnitte  wird  sich  der  Verf.  wahrscheinlich  nur 
entBcfaiiesaen ,  wenn  auch  diese  Lehre  ein«B  Tbeil  des  raathemati- 
Bcben  Unterrichts  auf  den  hannoverschen  Gvmnasien  ausmacht,  wer« 
über  eine  nähere  Kenntniss  uns  abgebt.  t)as  neuerlichst  erschie- 
nene für  das  Andreanum  zu  liiidesbeim  bestimmte,  vorher  ange- 
zeigte Lehrbuch  von  tlartmunn  enthält  aber  auch  bloss  die  von 
Herrn  LMowieg  bearbeiteten  geoidetriscben  Tbeile,  nämlick  Plani- 
metrie,  Stereometrie,  ebene  nnd  körjieriiehe  Trigonometrie. 

Lehrbuch  der  Elementargeometrie.  Zum  Gcbrnucbe 
ffir,  höhere  Bürgerschulen  .und  Realanstalten,  so  wie 
zum  Selbststudium  bearbeitet  von  F.  Rummer.  Erster 
Theil.    Ebene  Geometrie.    Heidelberg.  1841.    8.    14  ggr. 

Auch  dieses  Buch  enthält  in  einem  Anhange  eine  grössere  An- 
zahl tbeils  durch  Coiistruction,  tbeils  durch  Rechnung  zu  lösender 
geometriseher  Aufgaben. 

Wöckcl,  Dr.  L. :  Formeln  und  Aufgaben  zur  Stereometrie  für 
Gymnasien,  Gewerhschulen  und  zum  isielbstunterricht.  Nürnherir. 
1841.   12.   6  ggr. 

Vernier:  G^m^trie  ^limentaire.  5me  Mition.  Paris.  1841. 
12.  2  Fr.  50  c. 

Steiner,  Df.  Bfaiir.:  de  loco  geometrico  eentri'lineae  rectae* 
definitae  cuiusdam  long^tndinis ,  cuius  ternini  in  peripheria  lineae 
spcundi  ordinis  moventur.    Dissertatio.    Vratislaviae.  184L  4 
ggr. 

Prog'ramü,  woi«reh  zn  der  «ffentlicben  Prifane  der 
Schüler  der  Petrischule,  welche  Freitag  den  2.  Octo- 
ber  1840  gehalten  weirdea  «oll«  «vgebenat  ainladet  F. 
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Strcbikc,  KüDigl.  Prof.  udü  Director  der  Petriscliule. 
DsBsig,  gedruckt  in  4er  6erhard'tchen  OfficiB. 

Dieses  sehr  IcMoswerthe  PrograiBa  entbilU.  alt  wissenscbafu 
liehen  Theil  ein«  anulytische  Auflösung;-  der  schon  von  Apoilonius 
im  5ten  Buche  seines  Werks  über  die  keffeischniUe  geumetrisch 
behandelten  Aufgrabe:  Aus  einem  in  der  Kbeoe  eines  KegeU 
Bchnitts  gegebeoen  Punkte  Noroialen  en  den  Kegel»  ' 
schnitt  SU  coBstruiren,  von  Herrn  Professor  und  Director 
Strßhike  zu  Dnnzig-.  Ausserdem  theilt  Herr  Director  Strehike 
auf  M.  12 — 16  unter  der  Ueberschrift:  Pädagogische  31itthei- 
laBfreB  eiae  Aesahl  tob  Aatgaben,  Lebnütten  b.  s.  w.  Biit,  die 
im  t>nterrichte  wirklieb  vorgekommen  sind,  und  sich  in  irgend 
einer  Weise  als  anregend  und  fruchtbar  bei  der  Bildung  der  Ju- 
gend gezeic:t  bnben,  und  macbt  zu  älinlirhen  Mittbeilung;«'!)  in  den 
iulgenden  Programmen  sehr  erfreuliche  Hoffnung,  eine  nach  unse- 
rer Ueberseugung  trefBicbe  BiBrichtung,  die  wir  dee  Verfaisern 
von  Programmen  an  andern  Lehranstalten  dringend  zur  Nachah- 
munof  emjifehlen  niö<  litcn.  Wir  werden,  wie  wir  dies  schon  diesmal 
oben  mit  den  von  Herrn  Director  Strehike  iu  dem  Programme  von 
1840 mitgetheilten  Aufgaben  (für  jetzt  weoigsteoi  zumTbeil)  ffemacbt 
bnben,  solcbe  Mittbeilangra  imaier  gern  im  Arcbire  wieder  abdruckea 
htssen^  um  dieselben  der  \  ergessenheit  zu  entreissen,  wriclier  leider 
nur  zu  oft  solche  kleine  meistens  nicht  in  den  Buclibundel  kommende 
Schriften,  wie  Programme,  Dissertationen,  u.  s.  w.  unheim  fallen. 
Benerhea  wolfea  wir  bei  dieeer  Geleffenbeit  endlicb  aoch,  dnat  in 
den  Programme  der  Petrischule  zu  Danzig  vom  Jahre  1839  Herr 
Director  Strehike  die  Beachtung  der  l^chrer  der  Mathematik  sehr 
verdienende  Bemerkungen  ijber  den  Etementar-Uuterricbt 
ia  der  Geometrie  mitgetbeiU  hat. 

De  cbordis  liaearan  et  superfieierum  secundi  gra- 
dus.  Dissertatio  quam  scripsit  etc.  C.  G«  U«  Brnndea, 
Pbil.  Duct.  et  AA.  LL.  M.  Lipsiae.  1841.  4. 

Der  Verf.  dieser  guten  UabilitalioDSscbrift  igt  eia  Seba  dei  treff- 
lichen, den  Wiaaenscbaften .  seinen  Schülern  und  Freunden  leider 
zu  früh  entrissenen  H.  W.  Brandes.  In  dem  ersten  Kapitel  wird 
der  folgende  für  alle  Kegelschnitte  gültige  Lehrsatz  bewiesen: 

Mi  per  quamcunque  seclionem  conicam  (geoeratam)  cbordae  de* 
scriptae  eaeqne  ad  nnun  qaodcnaque  punctuai  onaes  directae  annt, . 
eamai  cbordarum  centrn  in  aectioae  coaica  (geaernnte)  jaceat,  quae 
per  commune  cbordarum  punctum  (origfnem)  et  per  centrum  datae 
sectionis  couicae  transit,  et  cujus  centrum  iuter  modo  meniorata 
duo  puncta  medium  locuui  teoet.  Si  generata  ellipsis  nut  parabola 
eat,  geaeraas  linen  tiailit  et  aiaiiliter  positn  est.  Si  ^eoerata  hj» 
perboTa  est,  geaeraas  est:  1)  byperbola  siaiilis  et  similiter  posita, 
si  origo  in  eodem  cum  generata  asymptotorum  angulo  j<icet;  2)  pur 
linearum  rcctarum  a<l  asymptotos  pnraliclarum,  si  origo  in  asymjpto- 
tis  generatae  usquam  posita  est;  3)  byperbola,  cujus  asymptoti  ad 
generatae  asy^ptotos  parallelae  aaat  sed  cujus  diameter  principalis 
cum  diametro  generatae  rectos  angulos  facit  (hyperhola  conjugatae 
fiimilis  et  similiter  posita),  si  origo  ia  eo  asjaiptotoram  angnlo 
sumta  est,  qui  geoeratam  non  contiaet. 

Ib  deai  iweiten  Kapitel  wird  biersvf  dieser  Lebrsati  sv  Her- 
leitiiBg  einiger  FoBdaneBtalsitBA  der  Lebra  too  den  Kegebwbnit- 
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teil  angewendet,  bei  welcber  Gelegenheit  im  25sten  Paragraphen 
der  geometrische  Ort  für  die  Mittelpunkte  aller  durch  vier  gegebene 
Punkte  gehenden  Kegelschnitte  bestimmt,  auch  eine  neue  Bestini« 
mungsart  des  Mittelpunkts  eines  durch  {iinf  gegebene  Punkte  zu 
leofondcn  Kcpfelschnitts  gelelirt  wird.  Das  dVitte  Kapitel  enthält 
.  endlicii  den  Beweis  eines  dem  obigen  ganz  analogen  &»atzes  von 
den  Flächen  des  zweiten  Grades. 

Die  Methode,  in  welcber  diese  sehr  lesenswerthe  Dissertatian 
g-osrhrieben  ist,  kann  man  füglich  mit  dem  Namen  der  trigonome- 
trisrhen  bezeichnen,  und  ist  im  Allgemeinen  dieselbe,  welche  auch 
der  \  utcr  des  V  erls,  in  seinen  Schriften,  z.  B.  in  seinem  bekanntea 
Lehrbnche  der  bShern  Geometrie  lo  analytiaeher  Dar- 
stellung. 2  Thle.  Leipzig.  1822.  4,  mriiCens  angewandt  lial. 


Praktische  Geometrie.  - 


Instruction  für  die  praktische  Aufnahme  mit.  Meistisch  und 
Kippregel.   Kussel.  1840.   ^  Thlr. 

Die  geometriBche  Detail- Aufnahme  eines  Landes 
oder  Darstellung  der  dabei  vorkommenden  einzelnen 
Arbeiten  von  L.  W.  Klemm.  Stuttgart  1841.  8.  10  ggr. 
als  drittes  Heft  zu: 

Die  Landes-Vermessnng  und  die  in  ihrem  Gefolge  be- 
findlichen Arbeiten,  erläutert  durch  die  im  Königreich 
Würtemberg  zur  Ausführung  gekommene'  Vermessun]|f 
von  L.W.  Klemm,    Drittes  Heft.    Geometrischer  Thcil. 

Diese  kleine  Schrift  enthält,  ohne  sich  auf  das  Specieiie  viel 
einzulassen,  eine  zwar  kurze,  aber  gute  allgemeine  Anleitung 
zur  zweckmässigen  Anordnung  der  bei  der^  geometrischen  DettfiU 
Aufnahme  eines  Landes  vorkommenden  Arbeiten,  wie  ans  der  fol- 
genden Inhaitsunzcige  noch  mehr  erhellen  wird:  1)  das  Mess^System 
im  Aligemeinen.  2)  Der  Organismus  bei  den  Vermessung  Arbeiten. 
3)  Das  Messtisehblatt.  4)  Die  Mess-Instrumente.  5)  Die  Punkten-, 
bestimmung.  6)  Die  Parzeliar- Vermessung.  7)  Das  Messungs-'Ma- 
nual.  8)  Die  Ausfiibrnng  des  Kartenbi&tts.  9)  Die  Fläcbenberech- 
nung.  10)  Die  Kevisiun.  11)  Die  Vervielfältigung  der  Messtisch- 
hlätter  dur^h  die  IJtho^raphie.  12)  Die  geometrische  Vertheilung 
der  Grundstücke.  13)  Die  Berg/cichnung.  14)  Zusätze.  Anhang. 
Flächenbcrechnungs  -  (Aufnahms-)  Reellster.  Wir  eni|tfehlen  die- 
selbe daher  allen  denen,  welche  mit  der  Leitung  und  Ausführung 
geometrischer  Detail -Aufnahmen  beauftragt  siad,  zur  Beachtung. 

Ducourneau:  Trait^  pratinue  du  mesurage  des  surfaces  €y* 
Undriques  et  des  cnbes  en  g^n^rak  Paris.  1841.  8.  2^  TJür. 
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Trigonometrie. 


Dr.  Job.  Müller:  Elemente  der  sphiriiclieD  TriffOBometrie  für 
Scbvlen  bciirbeitot  DBniitadt.  1841.  gr.  12^  \  Tblr. 

4 

Lentheries  TriiroBOB^trie  et  G^metrie  aualytiinie.  I^aria.  8. 
6  Fr.  50  c. 


Med 


E.  H.  A.  Kayser  (Prof.  nn  der  polvtechnischen  Schule  zo 
Carlsrulie):  Handbuch  der  Mechanik^  mit  Bezug;  auf  ihre  Anweu- 
duDg  und  mit  besonderer  Rücksicht  auf  ihre  DarttelloDg  ohne  An* 
wendnnflr  der  hSheni  Analysit  bearbeitet.  Cnrlaralie»  1840«  8. 
4  Thlr. 

Eine  MisfiUurlichere  Anzeige  io  einem  der  nächateB  Hefte. 


Prakttsche  Medianik. 


Pambour,  Craf  P.  M.  G.  de:  Theoretisch  praktisches  Hand«  ' 
buch  über  Dumpfwagm.  enthaltend  die  Constructioii  der  Lücuuiuti- 
ven  und  ihre  Anwendung  zur  Fortschaffung  der  Insten,  die  Be- 
fecbnnogMrt  der  Gescbwindigkeiten ,  ait  welchen  sie  beiti«nite 
Ladungen  fortbewegen,  und  der  Vortheile,  welche  de  unter  allen 
Umstanden  gewähren  können,  die  Angabe  der  Re<lii>trnngen,  welche 
bei  ihrer  Cunstruction  zur  Erlangung  bestimmter  Etli  cte  erfüllt  wer« 
den  müssen,  Untersuchunffen ,  welche  sich  auf  eine  grosse  Anzahl 
in  England  angestellter  ^rsncbe  etützen  u.  s.  w.  Nach  der  2ten 
Originulaufl.tge  deutsch  bearbeitet  von  Dr.  B.  H.  ScbüBae.  BniBB* 
schweig.  1841.  8.  2  Thlr.  8  ggr. 

Mougel  et  Monehelet:  Hdeaniqne  des  treTBBX  pablice»  on 
Application  de  la  vupeur  et  det  BMebiBei  lei  bIbb  BoderBBi.  Lifr. 
1  et  2.  Pari«.  1841.  Folio. 

Manuels- Roret.   3Iouveau  manuel  complet  de  constructeur  des 
■aehiBM  locomotives;  par  Jaliea.  Paria.  1841.  18.  %  Thlr. 

Fourneyron:  Sl^moire  sur  les  turbines  hydrauliques  et  sur 
lenr  application  en  grand  dans  lea  naines  et  manufactores.  Liege. 
184L  8.   1  Thlr.  l8  ggr. 
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Asfaronomle. 


Jahrbuch  fQr  1841.  Herantge^eben  von  H.  C.  Sehn, 
macher  mit  Beiträg^en  von  Dovc,  Kämtz,  Lehmann,  Mäd- 
1er,  Olbers  und  Quetelet.  Stuttgart  und  TübingeD.  1841. 
8.   2  Tbir. 

Botbält  folgende  Ao&Stse: 

Nucb  etwas  über  den  veränderlichen  Stern  x  Bayerl  im  Schwan. 
Nebst  einisrcn  Beobachtungen  über  VariabiUs  llydrae«von  Ulbert. 
Im  Jahre  1818  ffcscbrieben. 

Ueber  die  TenperaturverSadeniDgen  der  Erde  in  der  Nähe  ihrer 
Oberfläche  von  A.  Quetelet. 

Bemerkungen  bei  (Gelegenheit  der  Abhandlung  von  Oueteleh 
lieber  den  IMcuscIicn  und  die  Gesetze  seiner  Eutwickelung,  von  Dr. 
F.  W.  U.  Lehma  DD. 

Ueber  den  Zusamnenhang  swisehen  Temperatnr,  Lnftdrnck  und 
Windrichtung,  von  L.  F.  Kämtz. 

Ueber  die  Mondgebirge  von  J,  II.  Mädler. 

Nordamerika  und  buropa  meteorologisch  mit  einander  ver* 
glichen  von  H.  W.  Dove. 

Der  übrige  Inhalt  und  die  sonstige  Einrichtung  dieses  treffliehen 
Jahrbuchs,  dem  wir  ungestörten  Fortgang  wünschen,  können  als 
hinreichend  bekannt  vorausgesetzt  werden.  Ausser  den  l>uussischen 
Tafein  zur  Bestimmung  der  Uöhenunterschiede  siod  auch  die  Bes* 
sel*8cben  mitgetheilt,  bei  denen  auch  der  in  der  Luft  enthaltene 
Wasserdumpf  berücksiebtigt  ist,  nnd  Torannresetst  wird,  dass  an 
beiden  Stationen  ausser  dem  Barometer  und  Thermometer  auch  das 
Psjcbrometer  beobachtet  worden  sei* 

•  • 

Auf  der  Unirentität  zu  Land  ist  neuerlichst  folgende  aatrono- 
mische  Dissertation  erschienen: 

De  motu  systematis  solaris  progressivo  Disputatio  astronomica. 
Praes.  J.  M.  Agardh,  Aritbm.  Duc;  Kespp.  B.  G.  Borg  et  N.  U 
Auderaiiin.  1.  U.  liundM.  (33  S.  8.). 


Physik. 


Bergery:  Phrsique  et  Cbimie  des  ^coles  nrimaires.  Sme  Edition. 
Paris,  mi.  12.  H  Fr.  50  c 

Pouillet:  Klemens  de  Physique  exp^rimentale.  2ffle  Partie  et 
Atlas.  Brüx.  1841.  8.   complet  6  Thlr. 
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